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Eficiencia de algoritmos

 Problema de calculo:

especificacion de una relacion existente entre unos
valores de entrada (datos del problema) y otros de
salida (resultados)
Ejemplo: problema de ordenacion
entrada: una secuencia de numeros (a,, a,, ..., a,)

salida: una permutacion (a,’, a,’, ..., a, ) de la secuencia de
entradatalquea,” <a,” <...<a;
 Algoritmo:

herramienta para resolver un problema de calculo, es
decir, metodo de calculo bien definido que a partir de
un valor o valores de entrada produce un valor o
conjunto de valores de salida
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Eficiencia de algoritmos

e Ejemplar de un problema:

valores concretos necesarios para construir la entrada
para un problema (satisfaciendo las restricciones
Impuestas por el problema)

Ejemplo:
(4,2,6,5,1) — algoritmo de ordenacion — (1,2,4,5,6)
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Eficiencia de algoritmos

 Algoritmo correcto:

para todo ejemplar de problema (todos los valores
posibles de los datos de entrada) produce una salida
correcta (i.e., los valores de salida verifican la relacion
especificada en el problema con los de entrada)

Ejemplo: algoritmo correcto de ordenacion

algoritmo ordenacionPorlnsercion(Ah)
principio
para j:=2 hasta long(A) hacer
dato:=A[}]
1:=)-1;
mg 1>0 and A[i1]>dato hacer
A[1+1]:=A[1];
1:=i1-1
fmq;
A[1+1]:=dato
fpara
fin
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Eficiencia de algoritmos

 Eficiencia de un algoritmo:

— cantidad de recursos gue usa un algoritmo para su
ejecucion

— normalmente se considera el tiempo de ejecucion del
algoritmo, la utilizacion de espacio de memoria o el
numero de procesadores (en programacion paralela)

— en este curso nos concentraremos en el tiempo de
ejecucion en funcion del tamaro de la entrada, se
denomina también coste, rendimiento o complejidad
del algoritmo
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Eficiencia de algoritmos

e Tecnicas de calculo de la eficiencia:

— Pruebas (en inglés benchmarking):

* elaborar una muestra significativa o tipica de los posibles
datos de entrada y tomar medidas de los tiempos de ejecucion
para cada elemento de la muestra

o a partir de los datos anteriores aplicar técnicas estadisticas
para inferir el rendimiento del programa para datos de entrada
no presentes en la muestra (por tanto, las conclusiones
pueden no ser muy fiables)

— Analisis
 procedimientos matematicos para determinar el coste

(conclusiones fiables, pero realizacion dificil o imposible a
efectos practicos)
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Eficiencia de algoritmos

e Tamano de los datos:

— El coste de un algoritmo es funcion del tamafio de los
datos de entrada

— Sugerencias para definir el tamafo de los datos:

« datos naturales o enteros:
— su propio valor
— el tamafio de su descripcion binaria
— jOjo! jHay que aclararlo, se diferencian en una exponencial!
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Eficiencia de algoritmos

— Sugerencias para definir el tamano de los datos
(continuacion):

Eficiencia de algoritmos -

pares O ternas de enteros:
— en funcidn de todos ellos

» es lo méas deseable pero muchas veces el analisis es dificil
de realizar

— en funcidn de uno de ellos (suponiendo los demas constantes)

» es una decision irreal (utilidad discutible) pero en la
practica mucho mas sencilla de realizar

» a efectos de comparar distintos algoritmos para resolver
un mismo problema puede ser suficiente
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Eficiencia de algoritmos

— Sugerencias para definir el tamano de los datos
(continuacion):
o estructuras homogeéneas (vectores, ficheros,...):
— numero de componentes (longitud del vector)

» normalmente es lo mas adecuado

» puede ser inadecuado ocasionalmente si los elementos son
a su vez estructuras complejas, o enteros de magnitudes
muy elevadas para los que no basta una palabra de
maquina
e 0Otros casos:
— como se pueda, ad hoc, con sentido comun,...
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Eficiencia de algoritmos

» Tiempo de ejecucion
— funcidn T(n) que representa el nimero de unidades de tiempo

(segundos, milisegundos, ...) que un algoritmo tarda en
ejecutarse al suministrarle unos datos de entrada de tamaro n

— problema: variaciones sustanciales segun la marca y modelo de
computador utilizado

— solucion: es preferible que T(n) sea el numero de instrucciones
simples (asignaciones, comparaciones, operaciones aritmeticas,
etc.) que se ejecutan

seria como el tiempo de ejecucion en un computador idealizado,
donde cada asignacion, comparacion, lectura, etc., consume 1
unidad de tiempo

si T(n) es el tiempo de ejecucidn en ese computador idealizado, el
tiempo de ejecucion en un computador real X sera cxT(n), donde c
es una constante que depende del computador (y que puede
determinarse usando técnicas de benchmarking y estadisticas
convencionales)
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Eficiencia de algoritmos

» (Caso peor, caso mejor, caso promedio:

Con frecuencia, el coste de un algoritmo depende de
los datos de entrada particulares y no solo del tamafo
de los mismos

— Coste en el caso peor:
e coste max. del algoritmo para datos de entrada de tamafio n
* es el mas comunmente usado, lo denotaremos T(n)
* eS excesivamente pesimista

— Coste en el caso mejor:
 coste min. del algoritmo para datos de entrada de tamafo n

« demasiado optimista, demasiado irreal para ser de utilidad
practica
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e Caso

Eficiencia de algoritmos

peor, caso mejor, caso promedio (cont.)

— Coste promedio:

Eficiencia de algoritmos -

calculo de una media del uso de recursos para todos los datos
de entrada posibles de tamafo n

lo denotaremos T (n)

la media se hace ponderando por la frecuencia de aparicion
de cada caso, i.e., requiere el calculo de una esperanza
matematica (la media) a partir de una distribucion de
probabilidad

da mas informacion

precisa mas datos (la distribucion de probabilidad de los
datos de entrada de tamafo n), que son muy dificiles de
calcular

normalmente se basa en la hipotesis de equiprobabilidad de
las posibles entradas (hipotesis que a menudo no es cierta)
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Eficiencia de algoritmos

* El ejemplo:

algoritmo ordenacionPorinsercion(Ah)
principio coste veces
para j:=2 hasta long(A) hacer C, n
dato-=A[J] c, n-l
i=j-1; c, n-l
mg 1>0 and A[i1]>dato hacer n .

. L1] Cs 2ol
ALi+1]:=A[i]; ¢ XNt -1
i-=i-1 Cc XN (t; -1)

fng: j=2\")
A[i+1]:=dato C, n-1
fpara
fin

t; es el numero de veces que se ejecuta el mq para cada valor de |

n n n
T(n)=cin+cp(n-1)+c3(n-1)+cq4 X tj+c5 ¥ (tj-1)+cg X (tj-D+c7(n-1)
J=2 J=2 J=2
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Eficiencia de algoritmos

e Un ejemplo (cont.):

n n n
T(n)=cin+cp(n-1)+c3(n-1)+cq4 X tj+c5 ¥ (tj-+cg X (tj-D+cz(n-1)
j=2 j=2 j=2

Si el vector ya estaba ordenado (caso mejor):

A[i] < dato para i=j-1 :>tj:1paraj:2, 3,...,Nn

T(n)=cin+co(n-1)+c3(n-1)+cg(n-1)+c7(n-1)
=(Cp+Cyp+C3+Cqg+C7)N—(Co +C3+Cyqg+C7)
=an+b

\ funcion lineal en n
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Eficiencia de algoritmos

e Un ejemplo (cont.):
T(n)=cin+co(n—-1)+c3(n-1)+cy E tj+Cs E (tj —1)+cCg E (tj-D+c7(n-1)
j=2 j=2 j=2
Si el vector estaba ordenado en sentido decreciente (caso peor):

=) para =23, ...n

n . n(n+l n . n(n-1)
] = -1 2()-1)=
) 2 j=2 2

J

T(n)=cin+co(n-1)+c3(n-1) +C4(n(n2+1) —1)+ C5(n(nz_1))+ CG(n(nz_l)j+c7(n -1

C4 C5 Cg).2 C4 _C5 _Co
=|—+>+—_—-|nN"+|{C+Cr+C3+———"——+C7 [N—(Cp +C3+Cyg +C
(222) (1232227 (cp +c3+cCq+C7)
:an2+bn+c

funcién cuadratica en n

Eficiencia de algoritmos - Javier Campos 15



Eficiencia de algoritmos

« Ordenes de crecimiento

cg(n)
f(n) f(n)
cg(n)
N E
Ny No "

g(n) es cota superior asintotica de f(n) g(n) es cota inferior asintotica de f(n)
(i.e., f(n) es del mismo orden o de (i.e., f(n) es del mismo orden o de
orden inferior a g(n)) orden superior a g(n))

f(n) es O(g(n)) f(n) es Q(g(n))

(c>0) (c>0)
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Eficiencia de algoritmos
« Ordenes de crecimiento

c,g(n)

f(n)
¢,9(n)

No

f(n) es del orden de magnitud de g(n)
f(n) es ©(g(n))

(€, ¢, >0)
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Eficiencia de algoritmos

* Propiedades del orden de crecimiento O:
— Propiedad 1.
vV 0 <a<hb:n2es O(nb).

Ademas n2 es de orden inferior anP si a < by son del
mismo orden si a = b.

— Propiedad 2.

vVa>0,b>0,c>1:(log, n)2es O(nP) y es de orden
Inferior.

— Propiedad 3.

vV a>0,b>1:n2es O(b") y es de orden inferior.
— Propiedad 4.

VvV b>1:b"es O(n!) y es de orden inferior.
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Eficiencia de algoritmos

« Recapitulando... principios generales de O:

Complejidad
alta

baja
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O(n!)
O(b")
O(nv)
O((log, n)?)

19



Eficiencia de algoritmos

* Recapitulando... principios generales de O:

— Los factores constantes no importan: si T(n) es O(f(n)) entonces
d,T(n) es O(d,f(n)), para todas d,, d, > 0.

— Los términos de orden inferior no importan. Por ejemplo, si T(n)
=ank+a N+ ... +a, cona, >0, entonces T(n) es O(nk).
De hecho, si T(n) es una suma de funciones f;(n) positivas
entonces T(n) es O(f,(n)), donde f,(n) es la funcion de mayor
orden entre las distintas f;(n).

— La base de logaritmos no importa, porque
log, n =log. n - log, c, para cualesquiera b, ¢c > 1.

— Las expresiones usando la notacion O son transitivas. Si f(n) es
O(g(n)) y g(n) es O(h(n)) entonces f(n) es O(h(n)).
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Eficiencia de algoritmos

» Coste de algoritmos y notacion O:

— Si el coste de un algoritmo o de una de sus partes es
Independiente del tamano de la entrada, se dice que el
coste es O(1).

— Cualquier asignacion, lectura de variable, escritura,
operacion aritmética o comparacion tiene coste O(1).

— Si en alguna expresion interviene una funcion, se
afiade el coste de la funcion.
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Eficiencia de algoritmos

» Coste de algoritmos y notacion O (cont.):

— Composicion secuencial: regla de las sumas

Si un algoritmo consta de k partes en secuencia, cada una con
coste T;(n) de O(f;(n)), entonces

T(n) =Ty(n) + - + T, (n) = O(max{fy(n), ..., (n)})

— Composicion condicional: tambiéen se aplica la regla
de las sumas (caso peor...)

— Composicion iterativa: regla de los productos

Si el coste del cuerpo de una iteracion es O(f(n)) y el nimero
de iteraciones es O(g(n)) entonces el coste total de la
iteracion es O(f(n)-g(n))
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Eficiencia de algoritmos

e Coste de algoritmos recursivos:

El coste T(n) de una funcion para datos de tamafno n se
define en funcion del coste T(m) de las llamadas
recursivas para otros tamanos m (menores gue n)

Teorema (Master Theorem):

r@)(nk) sia<l
}:Tl(n) elom ) sia=1
e@"%) sia>1

f(n) si0<n<c
a-Tl(n—c)er-nk sic<n

Ty (n) ={

(®(nk) sia < cX

}:Tz(n) e<®(nk -logn) si a=ck
®O(n'°%c?)  sia>ck

g(n) si0<n<c
a-TZ(n/c)+b-nk sic<n

T2(”)={
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