Analisis amortizado

 Elplan:

— Conceptos basicos:
» Método agregado
e Método contable
* Meétodo potencial

— Primer ejemplo: anélisis de tablas hash dinamicas
— Monticulos agregables (binomiales y de Fibonacci)
— Estructuras de conjuntos disjuntos

— Listas lineales auto-organizativas

— Arboles auto-organizativos ("splay trees")
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Estructuras de conjuntos disjuntos

* Motivacion:
— Algoritmo de Kruskal para el calculo del arbol de
recubrimiento de peso minimo de un grafo

var g:grafo no dirig. conexo etiquetado no negat.
T:monticulo de aristas; gsol:grafo; u,v:vért; x:etiqg;
C:estructura de conjuntos disjuntos; ucomp,vcomp:nat
creaECD(C); {cada vért. forma un conjunto}
creaVacio(gsol); creaVacia(T) ;
para todo v en vért, para todo <u,xXx> en adyac(g,v) hacer
inserta(T,v,u, x)

fpara;
mg numConjuntos (C)>1 hacer
<u,Vv,x>:=primero(T); borral(T);
ucomp:=indConjunto (C,u); vcomp:= indConjunto(C,v) ;
si ucomp#vcomp entonces
fusiona (C,ucomp,vcomp); aflade(gsol,u,v,x)
fsi
fmqg;
devuelve gsol (extraido de “Esquemas Algoritmicos”)

Técnicas Avanzadas de Programacion - Javier Campos 310



Estructuras de conjuntos disjuntos

* Mantener una particion de S={1,2,...,n}
con las operaciones de

@ unir(z,4>> ‘
(®) (5)

encontrar(3)=6
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Estructuras de conjuntos disjuntos
e Definicion:
— Una estructura de conjuntos disjuntos (ECD) (en

muchos libros en inglés, “union-find structure”)
mantiene una coleccion de conjuntos disjuntos

S={S, S, ..., S}

— Cada conjunto se identifica por un representante (un
miembro del conjunto)

— Se precisan (como minimo) las operaciones de:

e crear(x): crea un nuevo conjunto con un solo elemento (x,
que no debe pertenecer a ningun otro conjunto)

 unir(x,y): une los conjuntos que contienenaxyay enun
nuevo conjunto, y destruye los viejos conjuntos de x e y

 encontrar(x): devuelve el representante del (Unico) conjunto
gue contiene a X
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Estructuras de conjuntos disjuntos

Conectividad en redes.

Percolacion (flujo de un liguido a través de un medio
POroso).

Procesamiento de imagenes.
Antecesor comun mas proximo (en un arbol).
Equivalencia de autOmatas de estados finitos.

Inferencia de tipos polimorficos o tipado implicito
(algoritmo de Hinley-Milner).

Arbol de recubrimiento minimo (algoritmo de Kruskal).
Juego (Go, Hex).

Compilacion de la instruccion EQUIVALENCE en
Fortran.

Mantenimiento de listas de copias duplicadas de paginas
web.

Disefio de VLSI.
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Estructuras de conjuntos disjuntos

* Ejemplo sencillo de aplicacion: calcular las
componentes conexas de un grafo no dirigido

algoritmo componentes conexas (g)
principio
para todo v vértice de g hacer
crear (v)
fpara;
para toda (u,v) arista de g hacer
si encontrar (u)#encontrar (v) entonces
unir (u, v)
fsi
fpara

fin
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Estructuras de conjuntos disjuntos

e Primera implementacion: listas encadenadas

— Cada conjunto se almacena en una lista encadenada

» Cada registro de la lista contiene:
— Un elemento del conjunto
— Un puntero al siguiente registro de la lista
— Un puntero al primer registro de la lista

— El primer elemento de cada lista es el representante

redi] i
—C h e b — f g d

» » » » »
> > > > >

— Las implementaciones de crear y encontrar son
triviales y requieren O(1) en tiempo
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Estructuras de conjuntos disjuntos

— Implementacion de unir:

\
. w¢£+—|
—i C h e b '_
] ] ] > f gl [d]| |c h| |e
y ¢£+_| » » » > > >
—! f ) g ) d unir(x,y)

J

« Concatenar la primera lista tras la segunda y modificar los
punteros al primero en la primera lista (coste en tiempo lineal
en la longitud de esa lista)

» EIl coste amortizado con esta implementacion no puede
reducirse (a algo menor que lineal)...
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Estructuras de conjuntos disjuntos

« Ejemplo en el que el coste amortizado de unir es lineal:

operacion n° de objetos modificados
crear(x,) 1

crear(x,) 1

crear(x,) 1

unir(x,, X,) 1

unir(x,, X,) 2

unir(xs;, X,) 3

unir(x, 4, X,) g-1

— Es unasecuencia de m =n + g — 1 operaciones y requiere un
tiempo ®(n + g2) = ®(m?) (porque n = B(M) y g = O(m)).

— Por tanto, cada operacion requiere, en media (coste
amortizado), ®(m).
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Estructuras de conjuntos disjuntos

— Mejora de la implementacion de unir:

» Heuristica de la union: si cada lista almacena explicitamente
su longitud, optar por afadir siempre la lista méas corta al final
de la més larga.

« Con esta heuristica sencilla el coste de una unica operacion
sigue siendo el mismo, pero el coste amortizado se reduce:

Una secuencia de m operaciones de crear, unir y encontrar, n
de las cuales sean de crear, o lo que es lo mismo,

una secuencia de m operaciones con una ECD con n
elementos distintos cuesta O(m + nlog n) en tiempo.
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Estructuras de conjuntos disjuntos

e Demostracion:

— 19 Calcular para cada elemento x de un conjunto de tamano n
una cota superior del n° de veces que se cambia su puntero al
representante:

La 12 vez que se cambia, el conjunto resultante tiene al menos 2
elementos.

La 22 vez, tiene el menos 4 elementos (x siempre debe estar en
el conjunto mas pequefio). Con igual argumento, para todo k <
n, después de cambiar [ log k | veces el puntero al representante
de x, el conjunto resultante debe tener como minimo k
elementos.

Como el conjunto mas grande tiene no mas de n elementos, el
puntero al representante de cada elemento se ha cambiado no
més de | log n | veces en todas las operaciones de unir.

Por tanto, el coste total debido a los cambios del puntero al
representante es O(n log n).

— 29 Cada operacion crear y encontrar esta en O(1), y hay O(m)
de esas operaciones.

Por tanto, el coste total de toda la secuencia es O(m + nlog n).

Técnicas Avanzadas de Programacion - Javier Campos 321



Estructuras de conjuntos disjuntos

 Ejercicio:
Teniendo en cuenta que el coste de una secuencia de m
operaciones con una ECD con n elementos distintos es
O(m + nlog n), se puede demostrar que:
— El coste amortizado de una operacion de crear o de encontrar
es O(1).
— El coste amortizado de una operacion de unir es O(log n).
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Estructuras de conjuntos disjuntos

« Segunda implementacion: bosque

— Conjunto de arboles, cada uno representando un
conjunto disjunto de elementos.

— Representacion con puntero al padre.

— La raiz de cada arbol es el representante y apunta a si
misma.

@20
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Estructuras de conjuntos disjuntos

— La implementacion “trivial” de las operaciones no mejora la
eficiencia de la implementacion con listas:

e Crear crea un arbol con un solo nodo.

» Encontrar sigue el puntero al padre hasta llegar a la raiz del arbol
(los nodos recorridos se llaman camino de busqueda).

« Unir hace que la raiz de un arbol apunte a la raiz del otro.
ol ;

ONRO @) unir S O
® @ W © @

— Se mejorara la eficiencia usando (b)
dos heuristicas:

« Union por rango
» Compresion de caminos
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Estructuras de conjuntos disjuntos

« Implementacion en el bosque de la heuristica
“unidn por rango”
— Similar a la heuristica de la union usada con listas.

— Hacer que la raiz que va a apuntar a la otra sea la del
arbol con menos nodos.

— En lugar de mantener el tamario de los arboles,
mantenemos siempre el rango de los arboles, que es
una cota superior de su altura.

Al crear un arbol, su rango es 0.
» Con la operacion de encontrar el rango no cambia.

Al unir dos arboles se coloca como raiz la del arbol de mayor
rango, y éste no cambia; en caso de empate, se elige uno
cualquiera y se incrementa su rango en una unidad.
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Estructuras de conjuntos disjuntos

algoritmo crear(x)

T algoritmo unir(x,y)

° principio

Arbol ;
nuevoArbol G- enlazar(encontrar(x),encontrar(y))
X.padre:=x; e

X.rango:=0
fin

algoritmo enlazar(x,y)

principio
S1 X.rango>y.rango ent
y.padre:=x
sino

X.padre:=y;
S1 X.rango=y.rango ent y.rango:=y.rango+l fsi
fsi
fin
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Estructuras de conjuntos disjuntos

* Implementacion en el bosque de la heuristica de
“compresion de caminos”
— Muy simple y muy efectiva.
— Se usa en la operacion de encontrar.

— Hace que los nodos recorridos en el camino de
bUsqueda pasen a apuntar directamente a la raiz.

— No se modifica la informacion sobre el rango.
algoritmo encontrar(x) devuelve puntero a nodo
principio

S1 X#X.padre ent x.padre:=encontrar(x.padre) fsi;
devuelve x.padre
fin
Ojo! Modifica x
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Estructuras de conjuntos disjuntos

o Efecto de la compresion de caminos en una
operacion de encontrar

Al Al

(d) —
G ‘ encontrar(a) @ @ G @ G
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Estructuras de conjuntos disjuntos

* Coste de las operaciones usando las heuristicas:

— El uso separado de las heuristicas de union por rango
y de compresion de caminos mejora la eficiencia de
las operaciones:

 La unidn por rango (sin usar compresion de caminos) da un
coste de O(m log n) para una secuencia de m operaciones con
una ECD con n elementos distintos.

e La compresion de caminos (Sin usar union por rango) da un
coste de O(f log,.y, N) para una secuencia de n operaciones
de crear (y por tanto hasta un maximo de n-1 de unir) y f
operaciones de encontrar, sif>n,y ®(n +f logn) si f<n.
— El uso conjunto de las dos heuristicas mejora aun mas
la eficiencia de las operaciones...

Técnicas Avanzadas de Programacion - Javier Campos 329



Estructuras de conjuntos disjuntos

e Coste utilizando ambas heuristicas:

— Si se usan la unioén por rango y la compresion de
caminos, el coste en el caso peor para una secuencia
de m operaciones con una ECD con n elementos
distintos es O(m «a(m,n)), donde a(m,n) es una funcion
(parecida a la inversa de la funcion de Ackerman) que
crece muy despacio.

Tan despacio que en cualquier aplicacion practica que
podamos imaginar se tiene que a(m,n) < 4, por tanto puede
interpretarse el coste como lineal en m, en la préactica.
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Estructuras de conjuntos disjuntos

« (Como es la funcion a(m,n)?

— Funciones previas: 2} i veces
« Paratodo entero i > 0, abreviamos 22 con g(i):
,21, sii=0
g(i) =122, sii=1
200D sii>1

 La funcion “logaritmo estrella”, log® n, es la inversa de g:

log*n=min{i>0]log®n <1
n, | sii=0 |
Iog(log('_l) n) sii >0y logDn>o0

log{) n = i
: Inodefinido, sii>0 vy logd™®Pn<0 ¢

Iog(i_l) n no esta definido

2
2 r nveces

Es decir, log™ g(n) = log” 22 =n+1.
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Estructuras de conjuntos disjuntos

 La funcion de Ackerman, definida para enteros i, j > 1:
A(l,j) =2, paraj>1
A(1,1) = A(I-1,2), parai>2
A(l)) = A(-1,A(i,j-1)), parai, j > 2

i=1 |i=2 ]j=3 i=4
i=1 |2t 22 23 24
2
2 2
2 2 2
i=2 |22 22 22 22

2 |
=3 |22° |2 22 22
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Estructuras de conjuntos disjuntos

— Por fin, la funcion a(m,n):

« Es “una especie de inversa” de la funcion de Ackerman (no
en sentido matematico estricto, Sino en cuanto a que crece tan
despacio como deprisa lo hace la de Ackerman).

e o(m,n)=min{i>1]|A®Lm/nl)>logn}

» ¢Por qué podemos suponer que siempre (en la practica)
a(m,n) < 47?

— Noétese que L m/n]> 1, porque m > n.

— La funcion de Ackerman es estrictamente creciente con los dos
argumentos, luego L m/nJ]>1 = A(i,Lm/n) > A(i,1), parai > 1.

.2}
2116
— En particular, A4, m/nl) > A(4,1) = A(3,2) = 22

— Luego solo ocurre para n’s “enormes” que A(4,1) <log n, y por
tanto o(m,n) < 4 para todos los valores “razonables” de my n.
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Estructuras de conjuntos disjuntos

— La demostracion®™ [Tar83, pp.23-31] no es facil...
veremos una cota ligeramente peor: O(m log™ n).
 El “logaritmo estrella” crece casi tan despacio como la

funcion a(m,n):

log2=1

log” 4 = log™ 22 =2

log™ 16 = log” 22° = 32

log™ 65536 = log” 22° = 4

log™ (265536) = |og" 22" =5
el numero estimado de atomos en el Universo observable es
de unos 108°, que es mucho menor que 295536 (~2*1019728),
asi que... jji dificilmente nos encontraremos (en este
Universo) un n tal que log" n > 5 11!

(*) de que el coste en el caso peor para una secuencia de m operaciones con una
ECD con n elementos distintos es O(m «(m,n))
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Estructuras de conjuntos disjuntos

 Algunas propiedades del rango de los arboles.

— Para todo nodo X, rango(x) < rango(padre(x)), y la
[P.] ) . .
desigualdad es estricta si x = padre(x).

— El valor de rango(x) es inicialmente O y crece con el
[P2] tiempo hasta que x = padre(x), desde entonces el valor
de rango(x) ya no cambia mas.

—_— El valor de rango(padre(x)) es una funcion monotona
[Pl creciente con respecto al tiempo.

Todas estas propiedades se deducen facilmente de la
Implementacion.
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Estructuras de conjuntos disjuntos

— Si se define el cardinal(x) como el n° de nodos del
arbol con raiz x (incluido x), entonces

cardinal(x) > 2rango(x)

[P,]

Demostracion: por induccion en el nimero de

operaciones de enlazar (la operacion encontrar no

modifica el cardinal ni el rango de la raiz del arbol).
» Base de induccion:

Antes de la primera operacion de enlazar los rangos son 0 y
cada arbol contiene al menos un nodo, luego
cardinal(x) > 1 = 20 = 2rango(x)
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Estructuras de conjuntos disjuntos

 Paso de induccion:
Suponer que es cierto antes de enlazar x e y que
cardinal(x) > 2ran9°® y cardinal(y) > 2range®)

— si rango(x) = rango(y), asumir que rango(x) < rango(y),
entonces y es la raiz del arbol resultante y se tiene que:

cardinal’(y) = cardinal(x) + cardinal(y) >
> 2rango(x) 4 2rango(y) > 2rango(y) = 2rango’(y)’
y no cambian mas rangos ni cardinales

— si rango(x) = rango(y), el nodo y es de nuevo la raiz del nuevo
arbol y se tiene que:

cardinal’(y) = cardinal(x) + cardinal(y) >
> 2rango(x) 4 2rango(y) = 2rango(y)+1 = 2rango’(y)
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Estructuras de conjuntos disjuntos

— Para todo entero r > 0, hay como maximo n/2" nodos
de rango r.

Demostracion:

 suponer que cuando se asigna un rango r a un nodo X (en los
algoritmos crear o enlazar) se anade una etigueta x a cada
nodo del subarbol de raiz x

* por la propiedad [P,], se etiquetan como minimo 2" nodos
cada vez

* si cambia la raiz del arbol que contiene el nodo x, por la
propiedad [P,], el rango del nuevo arbol sera, como minimo,
r+1

e cOmMo asignamos etiquetas solo cuando una raiz recibe el
rango r, ningun nodo del nuevo arbol se etiquetard mas veces,
es decir, cada nodo se etiqueta como mucho una sola vez,
cuando su raiz recibe por vez primera el rango r

[Ps]
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Estructuras de conjuntos disjuntos

e como hay n nodos, hay como mucho n nodos etiquetados,
con como minimo 2" etiguetas asignadas para cada nodo de
rango r

* si hubiese mas de n/2" nodos de rango r, habria mas de
2"(n/2") = n nodos etiquetados por un nodo de rango r, lo cual
es contradictorio

 por tanto, hay como mucho n/2" nodos a los que se asigna un
rango r

— Corolario: el rango de todo nodo es como maximo
Llog n]
Demostracion:

 sir>log n, hay como mucho n/2" < 1 nodos de rango r
e como el rango es un natural, se sigue el corolario
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Estructuras de conjuntos disjuntos

e Demostraremos ahora con el método agregado que el
coste amortizado para una secuencia de m operaciones
con una ECD con n elementos distintos es O(m log™ n).

— Primero veamos gue se pueden considerar m operaciones de
crear, enlazar y encontrar en lugar de m de crear, uniry
encontrar:

S’ = sec. de m oper. de crear, unir y encontrar

S = sec. obtenida de S’ sustituyendo cada oper. de
union por dos de encontrar y una de enlazar

Si S estd en O(m log™ n), entonces S’ también esté en O(m log™ n).

Demostracion:

e cada union en S’ se convierte en 3 operaciones en S, luego
m <m<3m’

« como m = 0O(m’), una cota O(m log™ n) para la secuencia S implica
una cota O(m’ log™ n) para la secuencia original S’.
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Estructuras de conjuntos disjuntos

— Veamos ahora el coste amortizado:

» El coste de cada operacion de crear y de enlazar es
claramente O(1).

algoritmo crear (x)

principio
nuevoArbol (xX) ;
X.padre:=X;
X.rango:=0

fin

algoritmo enlazar (x,V)

principio
si X.rango>y.rango ent
y.padre:=x
sino
X.padre:=y;
si xX.rango=y.rango ent y.rango:=y.rango+l fsi
fsi
fin
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Estructuras de conjuntos disjuntos

« VVeamos la operacion encontrar, antes... algo de notacion:

Bloque O: — Agrupamos los rangos de los nodos en bloques:
0.1 el rango r esta en el bloque gue numeramos con log™ r, para r =
{0.1} 0,1,...,Llog nJ (recordar que Llog nJ es el maximo rango).
Bloque 1: — El blogue con mayor nimero es por tanto el numerado con
log” (log n) =log”* n - 1.
{2} 9" ( o9 ! ) =log | log*2=1
Bloque 2: — Notacion: para todo entero j > -1,
) . log*4=2
(3,4} -1, sl j=-1
’ 1, si j=0 log*16=3
Blogue 3: B(j)=12 . SI=t log*65536=4
{5,...,16} - }j-l N log™(265536)=5
Bloque 4: 12 , S1)=22
{17,...,65536} — Entonces, paraj =0,1,...,lo9g" n — 1, el blogue j-ésimo consiste
Blogue 5: en el conjunto de rangos {B(j—1)+1, B(j-1)+2, ..., B(j)}.
{65537,..,BIG}
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Estructuras de conjuntos disjuntos

 Definimos dos tipos de “unidades de coste” asociadas a la
operacion encontrar: unidad de coste de bloque y unidad de
coste de camino.

 Supongamos que encontrar empieza en el nodo x, y que el
camino de busqueda es Xy, X, ..., X;, con x; = padre(X;_,), i =
1,2, ..., 1,y x, = padre(x,), es decir x, es una raiz.

« Asignamos una unidad de coste de bloque a:

— el tltimo®™ nodo del camino de busqueda cuyo rango esta en el
bloque j, paratodo j = 0,1,...,log" n —1; es decir, a todo x; tal
que log”™ rango(x;) < log™ rango(x:,,); y a
— el hijo de la raiz, es decir, x; = X, tal que padre(x;) = X,.
« Asignamos una unidad de coste de camino a:

— cada nodo del camino de busqueda al que no le asignamos
unidad de coste de bloque.

(*) Notese que por la propiedad P, los nodos con rango en un bloque
dado aparecen consecutivos en el camino de busqueda.
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Estructuras de conjuntos disjuntos

« Una vez que un nodo (distinto de la raiz o sus hijos) ha
recibido en alguna operacion de encontrar una unidad de
coste de blogue, ya nunca (en sucesivas operaciones de
encontrar) recibira unidades de coste de camino.

Demostracion:

— en cada compresion de caminos que afecta a un nodo x; tal que
X; = padre(x,), el rango de ese nodo se mantiene, pero el nuevo
padre de x; tiene un rango estrictamente mayor que el que tenia
el anterior padre de x;;

— por tanto, la diferencia entre los rangos de x; y su padre es una
funcion mondtona creciente con respecto al tiempo;

— por tanto, también lo es la diferencia entre
log™ rango(padre(x:)) y log™ rango(x);

— luego, una vez que X; y su padre tienen rangos en distintos
blogues, siempre tendran rangos en distintos bloques, y por

tanto nunca mas se le volvera a asignar a x; una unidad de coste
de camino.
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Estructuras de conjuntos disjuntos

e Como hemos asignado una unidad de coste para cada nodo
visitado en cada operacion de encontrar, el n° total de
unidades de coste asignadas coincide con el n° total de nodos
visitados; queremos demostrar que ese total es O(m log™ n).

» EI n°total de unidades de coste de blogue es facil de acotar:

en cada ejecucion de encontrar se asigna una unidad por cada
bloque, mas otra al hijo de la raiz;

como los bloques varian en 0,1,..., log” n — 1, entonces hay
como mucho log™ n + 1 unidades de coste de blogue
asignadas en cada operacion de encontrar, y por tanto no mas
de m(log™ n + 1) en toda la secuencia de m operaciones.

e Falta acotar el n° total de unidades de coste de camino...
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Estructuras de conjuntos disjuntos

e Acotacion del n° total de unidades de coste de camino:

— Observar que si a un nodo x; se le asigna una unidad de coste
de camino entonces padre(x;) # X, antes de la compresion,
luego a x; se le asignara un nuevo padre en la compresion, y el
nuevo padre tendra un rango mayor que el anterior padre.

— Supongamos que el rango de x; esta en el bloque j.

— ¢Cuantas veces se le puede asignar a x; un nuevo padre (y por
tanto asignarle una unidad de coste de camino), antes de
asignarle un padre cuyo rango esté en un blogue distinto
(después de lo cual ya nunca se le asignaran mas unidades de
coste de camino)?

» Ese n® es maximo si x; tiene el rango mas pequefio de su
blogue, B(j—1)+1, y el rango de sus padres va tomando los
valores B(j—-1)+2, B(j-1)+3, ..., B()).

» Es decir, puede ocurrir B(j) — B(j—1) — 1 veces.
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Estructuras de conjuntos disjuntos

— Siguiente paso: acotar el n° de nodos cuyo rango esté en el
bloque j, para cada j > 0 (recordar, propiedad P,, que el rango
de un nodo es fijo una vez que pasa a ser hijo de otro nodo).

» N(j) = n° nodos cuyo rango es del bloque j.
» Por la propiedad P.: B(j)
NGy s Y o
r=B(j-1)+1 2
» Para j = 0: N(0) = n/2° + n/21 = 3n/2 = 3n/2B(0)
» Paraj=1- n BU)-(B(-D) 4
ND= 5 Eo o

n

n 21
< . > —
28(1—1)+1r202r
_n _n
2B(I-D)  B(j)

» Por tanto: N(j) < 3n/2B(j), para todo entero j > 0.
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Estructuras de conjuntos disjuntos

— Sumando para todos los blogues el producto del maximo n° de
nodos con rango en ese blogue por el maximo n° de unidades
de coste de camino por nodo de ese bloque, se tiene:

O LR
n) < — 1) —
Z 2g() "W R
Iog*n—l N _ 3 «
< EO 2|3(J_)B(J):Enlog n

 Por tanto, el n°® maximo de unidades de coste por todas las
operaciones de encontrar es O(m(log™ n +1) + n log™ n), es
decir, O(m log™ n), porque m > n.

« Como el nimero total de operaciones de crear y de enlazar
es O(n), el coste total de las m operaciones con una ECD con
n elementos distintos es O(m log™ n).
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