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Resumen

Marstrand cuanti�có la dimensión de Hausdor� de (casi todas) las
proyecciones ortogonales de un conjunto analítico. Recientemente este re-
sultado ha sido generalizado por Lutz y Stull para algunos casos no ana-
líticos, utilizando en su demostración la dimensión efectiva y el principio
de punto a conjunto.

La dimensión efectiva tiene sus raíces en la computabilidad y la teoría
de la información y en este artículo introducimos sus principales ideas a
través de la demostración de Lutz y Stull.

1. Introducción

El estudio de la interacción entre proyecciones y dimensión es fundamental
en geometría fractal [4, 20]. El teorema de proyección de Marstrand analiza la
dimensión de Hausdor� (dimH) de las proyecciones ortogonales de un conjunto
analítico siendo demostrado en 1954 para R2 [18] y extendido por Mattila a Rn
[19].

Teorema 1.1 (Marstrand 1954, Mattila 1975) Sea E ⊆ Rn un conjunto
analítico. Entonces para casi todo e ∈ Sn−1, dimH(projeE) = mı́n{dimH(E), 1}.

Lutz y Stull [16] han generalizado este teorema para el caso de conjuntos
regulares, es decir, conjuntos para los que la dimensión de Hausdor� y la di-
mensión de empaquetamiento coinciden. Recientemente Scott lo ha generalizado
aun más para un tipo de conjuntos que incluye todos los casos conocidos, como
detallamos más adelante. En ambos casos el principal ingrediente de la demos-
tración fue la dimensión efectiva de Lutz y su principio de punto a conjunto [12]
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que permite cuanti�car exactamente las dimensiones fractales de un conjunto
a partir de las dimensiones efectivas. El nombre del principio punto a conjunto
se debe a que la dimensión efectiva de un conjunto se de�ne a partir de las
dimensiones efectivas de los puntos dentro de dicho conjunto, por lo que el prin-
cipio permite cuanti�car exactamente la dimensión de un conjunto a partir de
propiedades individuales de sus puntos.

Pretendemos explicar aquí las ideas principales de la dimensión efectiva y
del principio de punto a conjunto usando como caso de uso la generalización
del teorema de Marstrand de Lutz y Stull [16]. Existen recientes revisiones
del estado del arte en dimensión efectiva mucho más completas [7, 14], lo que
pretendemos en este breve artículo es realizar una introducción al tema dirigida
a no expertos en calculabilidad.

Mencionaremos también múltiples resultados obtenidos hasta el momento en
teoría de la medida geométrica a partir de dimensión efectiva y terminaremos
con algunas direcciones de trabajo.

2. La dimensión efectiva

La dimensión efectiva fue introducida por Lutz en [9] como efectivización
de la dimensión de Hausdor� en el espacio de Cantor, y más tarde extendida
a la dimensión de empaquetamiento [1], al espacio euclídeo [8] y a los espacios
métricos separables [13] (algunas revisiones necesariamente parciales pueden en-
contrarse en [10, 21]). Como su nombre indica su objetivo inicial era generalizar
la dimensión fractal a un concepto efectivo que permitiera por un lado el análi-
sis cuantitativo de espacios con dimensión fractal trivial y por otro lado de�nir
un concepto de aleatoriedad parcial que generalizara la aleatoriedad algorítmica
de Martin-Löf (en ese sentido el libro [3] puede ser una buena introducción al
tema).

Vamos a utilizar en esta introducción la caracterización de [8] como de�nición
de dimensión efectiva en el espacio Euclídeo por lo que primero necesitaremos
el concepto de complejidad de Kolmogorov.

2.1. Complejidad de Kolmogorov

Una máquina de Turing universal es aquella que puede simular cualquier otra
máquina de Turing con un pequeño sobrecoste en el tamaño de los programas.

Sea {0, 1}<N el conjunto de secuencias �nitas de {0, 1}. Para cada w ∈
{0, 1}<N, la longitud de w, que denotaremos |w|, es el número de elementos
de w.

Dada una máquina de Turing M y x ∈ {0, 1}<N, M(x) es el resultado de M
con entrada x.
De�nición. Una máquina de Turing universal U es una máquina de Turing
tal que para cualquier otra máquina de Turing M existe n ∈ N de forma que
para cualquier secuencia �nita p ∈ {0, 1}<N,

U(0np) = M(p).
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Fijamos una máquina de Turing universal U . La complejidad de Kolmogorov
o cantidad de información de una secuencia �nita w es la longitud de la entrada
más corta que da resultado w.
De�nición. Dado w ∈ {0, 1}<N, la complejidad de Kolmogorov de w es K(w)
de�nida a continuación

K(w) = mı́n {|p| |U(p) = w} .

Es decir, la complejidad de Kolmogorov nos permite distinguir las secuencias
�nitas en función de la longitud de su descripción más corta. Por ejemplo para
cada longitud n la secuencia 0n tiene complejidad logarítmica mientras que
existe una secuencia de longitud n con complejidad al menos n. También es
útil considerar la complejidad de Kolmogorov de una secuencia condicionada a
otra que corresponde a la cantidad de información necesaria para convertir una
secuencia en otra.
De�nición. Dadas w, y ∈ {0, 1}<N, la complejidad de Kolmogorov de w con-
dicionada a y es

K(w|y) = mı́n {|p| |U(p, y) = w} .

Podemos hablar también de complejidad de Kolmogorov de números na-
turales, números racionales diádicos o puntos diádicos de Qn a través de la
descripción natural de los mismos como secuencias binarias �nitas.

Para el caso de Rn, utilizaremos la complejidad de Kolmogorov de un punto
a una determinada precisión.
De�nición. Dados x ∈ Rn, r ∈ N, la complejidad de Kolmogorov de x a
precisión r es

Kr(x) = mı́n
{

K(q)
∣∣ q ∈ Qn y |x− q| ≤ 2−r

}
.

Es decir, dado un punto en el espacio euclídeo su complejidad de Kolmogorov
a precisión r es la longitud de la descripción más corta de un punto racional
dentro de la bola de x y radio 2−r.

La utilidad de la complejidad de Kolmogorov para secuencias �nitas y su
relación con otras disciplinas puede consultarse en libro [6] que contiene una ex-
tensa introducción al tema. Sólo mencionamos aquí los llamados argumentos de
incompresibilidad consistentes en obtener cotas inferiores de la complejidad de
Kolmogorov debidas a la abundancia de secuencias no compresibles y las intere-
santes propiedades de simetría de información basadas en las descomposiciones
de la complejidad de dos secuencias a partir de la complejidad condicionada de
las mismas.

El caso de la complejidad de un número real con una cierta precisión es mucho
más delicado ya que debe combinar las aproximaciones de números reales con
la cantidad de información de las mismas. Por ejemplo una relación precisa y
general entre la complejidad de Kolmogorov de un punto y la de una recta que
la contenga permitiría demostrar la conjetura de Kakeya [26].
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2.2. Dimensión efectiva

La dimensión efectiva de un punto x ∈ Rn se de�ne como el ratio de su
cantidad de información sobre cada precisión.
De�nición. Dado x ∈ Rn, la dimensión efectiva de x que denotaremos dim(x)
es

dim(x) = ĺım inf
r

Kr(x)

r
.

A partir de esta de�nición para cada punto podemos de�nir la dimensión
efectiva de un conjunto E ⊆ Rn.
De�nición. Dado E ⊆ Rn, la dimensión efectiva de E que denotaremos dim(E)
es

dim(E) = sup
x∈E

dim(x).

Una razón sencilla por la que este concepto se considera una efectivización
de la dimensión de Hausdor� es que la dimensión efectiva también puede carac-
terizarse a partir de una versión efectiva de la medida de Hausdor�, siendo la
dimensión efectiva de un conjunto E el ín�mo de los s para los que la s-medida
efectiva de E es 0 [23]. Esta caracterización es análoga a la de�nición original de
dimensión de Hausdor� [5]. (De hecho la versión original de dimensión efectiva
es más cercana a esta última caracterización [9]).

El concepto dual de dimensión de Hausdor� es la dimensión de empaqueta-
miento que también tiene una efectivización similar [1].
De�nición. Dado x ∈ Rn, la dimensión efectiva fuerte de x que denotaremos
Dim(x) es

Dim(x) = ĺım sup
r

Kr(x)

r
.

De�nición. Dado E ⊆ Rn, la dimensión efectiva fuerte de E que denotaremos
Dim(E) es

Dim(E) = sup
x∈E

Dim(x).

Puede resultar cuanto menos chocante que un concepto basado en propieda-
des individuales de puntos tenga alguna relación con la dimensión de Hausdor�
(o con la de empaquetamiento), que obviamente son siempre nulas para conjun-
tos contables. Más adelante presentaremos una caracterización completa de las
dimensiones de Hausdor� y de empaquetamiento a partir de dimensión efectiva.

Terminamos esta sección introduciendo el concepto de número real aleatorio
de Martin-Löf, que también utilizaremos en el teorema de Marstrand.
De�nición. Dado x ∈ Rn, x es aleatorio de Martin-Löf si existe una constante
c > 0 tal que para todo r ∈ N, Kr(x) > nr − c.

Todo x aleatorio de Martin-Löf tiene dimensión efectiva n y el conjunto
formado por los x aleatorios de Martin-Löf tiene medida de Lebesgue 1.
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2.3. Oráculos y relativización

Un oráculo es un conjunto A ⊆ N. Identi�camos cada conjunto A ⊆ N con
su secuencia característica χA ∈ {0, 1}N.

Una máquina de Turing M con oráculo es una máquina de Turing que pre-
senta una cinta adicional llamada cinta de pregunta, en la que se la máquina
escribe una secuencia �nita q que es la pregunta al oráculo A. Cuando la má-
quina pasa al estado de interrogación se realiza dicha pregunta q cambiando al
estado a�rmativo si q ∈ A y al estado negativo si q 6∈ A.

De esta forma la máquina de Turing M con cada oráculo A realiza un cálcu-
lo distinto, correspondiente al caso en que se proporciona sin coste alguno la
solución al problema de pertenencia a A y que se denota como MA. El caso de
A = ∅ corresponde al cálculo tradicional sin oráculo.

Los oráculos son la herramienta más utilizada en calculabilidad para compa-
rar la complejidad de resolución de distintos problemas, utilizándose los térmi-
nos relativizar y relativización para dicha técnica (ver [25] para una exposición
completa).

En el caso de complejidad de Kolmogorov podemos de�nir la versión relati-
vizada para cada A ⊆ N que corresponde a la cantidad de información cuando
se proporciona sin coste la solución a la pertenencia a A.
De�nición.

Dado w ∈ {0, 1}<N, la complejidad de Kolmogorov de w relativa a A es

KA(w) = mı́n
{
|p|

∣∣UA(p) = w
}
.

Dados x ∈ Rn, r ∈ N, la complejidad de Kolmogorov de x a precisión r
relativa a A es

KA
r (x) = mı́n

{
KA(q)

∣∣ q ∈ Qn y |x− q| ≤ 2−r
}
.

De la misma forma podemos de�nir la dimensión efectiva relativizada a un
oráculo A.
De�nición.

Dado x ∈ Rn, la dimensión efectiva de x relativa a A es

dimA(x) = ĺım inf
r

KA
r (x)

r
.

Dado x ∈ Rn, la dimensión efectiva fuerte de x relativa a A es

DimA(x) = ĺım sup
r

KA
r (x)

r
.

Y de forma análoga de�nimos la dimensión efectiva de un conjunto relativa
a un oráculo, dimA(E) y DimA(E).
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También la aleatoriedad de Martin-Löf se puede relativizar, de�niendo que x
es aleatorio de Martin-Löf relativo a un oráculo A si existe una constante c > 0
tal que para todo r ∈ N, KA

r (x) > nr − c.
Una observación útil es que se pueden componer un número �nito (y hasta

contable) de oráculos en uno solo. Por ejemplo dos oráculos A y B se pueden
componer entrelazando los símbolos de sus secuencias características, los de A
en las posiciones pares y los de B en las posiciones impares, obteniendo para
cada w ∈ {0, 1}<N, KA,B(w) ≤ mı́n{KA(w),KB(w)}+O(1).

Notemos también que al añadir nuevos oráculos la dimensión sólo puede dis-
minuir, así que para A,B oráculos cualesquiera, x ∈ Rn, dimA,B(x) ≤ dimA(x).

2.4. El principio punto a conjunto

Los principios de punto a conjunto [12] caracterizan la dimensión de Haus-
dor� y la dimensión de empaquetamiento en función de las dimensiones efectivas
relativizadas. Los enunciamos a continuación utilizando dimH(E) para denotar
la dimensión de Hausdor� del conjunto E y dimP(E) para la dimensión de
empaquetamiento de E (en inglés �packing dimension�).

Teorema 2.1 (Lutz Lutz 2018) Sea E ⊆ Rn. Entonces

dimH(E) = mı́n
B⊆{0,1}∗

dimB(E).

Teorema 2.2 (Lutz Lutz 2018) Sea E ⊆ Rn. Entonces

dimP(E) = mı́n
B⊆{0,1}∗

DimB(E).

Ambos teoremas nos permiten utilizar dimensión efectiva, y por tanto téc-
nicas de información algorítmica, para demostrar resultados sobre dimensión
fractal. Es interesante notar que existe un oráculo para el cual dimB(E) es
mínima, no se trata de un ín�mo.

En general los argumentos sobre complejidad de Kolmogorov relativizan,
lo cual quiere decir que se trasladan con facilidad de un oráculo a otro, o di-
rectamente no dependen del oráculo utilizado. Si unimos esto al hecho de que
la dimensión efectiva se de�ne punto a punto estamos caracterizado la dimen-
sión de Hausdor� (empaquetado) de un conjunto en función de la di�cultad de
descripción de los puntos del conjunto.

La potencia de estos resultados ya ha sido explorada en los resultados que
mencionamos en la sección 4, aquí nos centraremos en un caso didáctico en el que
veremos que la dimensión de la proyección de un conjunto depende únicamente
de la cantidad de información de la proyección de cada punto, y en muchos casos
interesantes relacionaremos la complejidad de Kolmogorov de un punto y de su
proyección.
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3. Generalización del teorema de Marstrand

Un problema fundamental en geometría fractal es el estudio de cómo las
proyecciones afectan a la dimensión. En el caso de proyecciones ortogonales,
para e ∈ Sn−1 la proyección de un conjunto E sobre la línea Le que pasa por el
origen y e es

projeE = {e · x |x ∈ E } .

Marstrand [18] demostró el siguiente teorema para R2, que más tarde fue
extendido a Rn por Mattila [19].

Teorema 3.1 (Marstrand 1954, Mattila 1975) Sea E ⊆ Rn un conjunto
analítico con dimH(E) = s. Entonces para casi todo e ∈ Sn−1, dimH(projeE) =
mı́n{s, 1}.

Asumiendo la hipótesis del continuo, este teorema no es cierto para cualquier
E [2]. Recientemente Lutz y Stull [16] han demostrado que, asumiendo que el
conjunto cumple dimH(E) = dimP(E), se puede eliminar el requisito de que el
conjunto sea analítico.

Teorema 3.2 (Lutz Stull 2018) Sea E ⊆ Rn un conjunto con dimH(E) =
dimP(E) = s. Entonces para casi todo e ∈ Sn−1, dimH(projeE) = mı́n{s, 1}

Uno de los ingredientes de la demostración es el siguiente resultado que
relaciona la dimensión de un punto y de su proyección en algunos casos.

Teorema 3.3 (Lutz Stull 2018) Sean A,B oráculos. Sea e ∈ Sn−1 aleatorio
de Martin-Löf relativo a B. Sean z ∈ Rn y ε > 0 cumpliendo que

dimA,B,e(z) ≥ DimB(z)− ε/2.

Sea ν < mı́n{dimB(z), 1}, entonces se cumple que

dimA,B,e(e · z) ≥ ν − ε− 2nε/(1− ν).

Es decir, si e es su�cientemente aleatorio y la dimensión de z es tan alta como
su dimensión de empaquetamiento, entonces la proyección de z tiene dimensión
tan alta como la dimensión de z.

El teorema 3.3 es básicamente el teorema 4.1 de [16] y su demostración,
que no reproduciremos aquí, requiere un delicado estudio de la complejidad de
Kolmogorov de las proyecciones de puntos cercanos y una relativización no del
todo obvia de los resultados.

A continuación introducimos las ideas principales de la demostración de Lutz
y Stull con objeto de ilustrar el uso de dimensión efectiva.

Demostración (ideas principales).
Sea E ⊆ Rn un conjunto con dimH(E) = dimP(E) = s. Necesitamos demostrar
para casi todo e que dimH(projeE) ≥ mı́n{s, 1}.
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Sea B un oráculo que a partir de los teoremas 2.1 y 2.2 cumple dimH(E) =
dimB(E) y dimP(E) = DimB(E). Notemos que se pueden componer los oráculos
proporcionados por el principio de punto a conjunto para los casos de dimH(E)
y dimP(E).

Sea e ∈ Sn−1 cumpliendo que e es aleatorio de Martin-Löf relativo a B,
es decir, que existe una constante c tal que para todo r, KB

r (e) > nr − c.
Recordamos que esta condición se cumple para un conjunto de es con medida
1. Este es el conjunto de direcciones para los que vamos a estudiar la dimensión
efectiva de las proyecciones.

Sea A tal que dimH(projeE) = dimA(projeE). Añadimos el anterior orácu-
lo B y e y seguimos teniendo dimH(projeE) = dimA,B,e(projeE). También se
cumple dimH(E) = dimA,B,e(E).

Para cada ε > 0 elegimos un punto zε ∈ E con dimensión ε-cercana a la
máxima, es decir dimA,B,e(zε) ≥ s− ε/2 para s = dimH(E) = dimP(E).

Podemos demostrar el teorema si conseguimos una cota inferior su�ciente-
mente alta de dim(projezε). Para ello utilizaremos el anterior teorema 3.3 sobre
proyección de puntos.

Notemos que zε cumple la hipótesis de 3.3 dimA,B,e(zε) ≥ DimB(zε) − ε/2,
ya que dimP(E) = DimB(E) ≥ DimB(zε). Por tanto por el teorema 3.3, para
ν < mı́n{dimB(zε), 1}

dimA,B,e(e · zε) ≥ ν − ε− 2nε/(1− ν).

Haciendo que ε tienda a cero y que ν se acerque a mı́n{dimB(zε), 1} tenemos
que

dimH(projeE) = sup
z∈E

dimA,B,e(e · z) ≥ mı́n{s, 1}.

2

Stull ha mejorado este resultado recientemente en [27] explorando las pro-
piedades de optimalidad de los oráculos utilizados en la demostración anterior y
generalizando así todos los resultados conocidos incluyendo el contraejemplo de
Davies [2] para la extensión del teorema de Marstrand a conjuntos no analíticos.

4. Otros resultados

Mencionamos brevemente algunos otros resultados en teoría de la medida
geométrica cuya demostración usa el principio del punto a conjunto.

En el espacio euclídeo N. Lutz [15] ha generalizado a conjuntos arbitrarios los
resultados conocidos para conjuntos analíticos o de Borel sobre la dimensión de
intersección de productos cartesianos. Lutz y Stull [17] han mejorado las cotas
conocidas para la dimensión de conjuntos de Furstenberg generalizados.

Para otros espacios, J. Lutz [11] ha demostrado la existencia de bases de
Hamel con cualquier dimensión de Hausdor�. Slaman [24] ha demostrado que el
teorema de capacitabilidad para conjuntos analíticos (por el que la dimensión
de un conjunto está caracterizada por la de sus subconjuntos compactos) no se
cumple para la mayoría de los conjuntos co-analíticos. Por último para el caso del
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hiperespacio (el hiperespacio de un conjunto E es el espacio de los subconjuntos
compactos de E junto con la métrica de Hausdor�) Lutz, Lutz y Mayordomo
[13] han mejorado al caso de conjuntos analíticos los resultados conocidos sobre
la dimensión del hiperespacio de un conjunto σ-compacto o autosimilar.

5. Conclusión y direcciones de trabajo

La dimensión efectiva proporciona nuevas herramientas para teoría de la
medida geométrica que han demostrado su potencial en los casos mencionados
en la sección anterior, además de en el resultado que hemos revisado. En ese
sentido la demostración de Lutz y Stull ha sido estudiada y traducida a términos
ajenos a la calculabilidad, no necesariamente más sencillos, en [22].

Un conjunto de Kakeya o Besicovitch en Rn es un conjunto que contiene
un segmento unidad en cada dirección. La conjetura de Kakeya es que todo
conjunto de Kakeya tiene dimensión de Hausdor� n. Dicha conjetura sólo está
demostrada para el caso n ≤ 2. En el artículo donde demuestran el principio
punto a conjunto [12] Lutz y Lutz dan una demostración alternativa del caso
conocido utilizando dicho principio. El estudio de la complejidad de Kolmogorov
o cantidad de información inherente en distintas líneas que intersecan un punto
de complejidad de Kolmogorov alta es crucial en el caso R2 y en el estudio de los
conjuntos de Furstenberg. Una mejora en estos análisis en Rn (en particular en
la comprensión de la relación no trivial entre la dimensión efectiva de un punto
y la de la línea que lo contiene [26]) supondría la solución de la conjetura para
otros casos.
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