VI' D
CENTRO POLITECNICO Departamento de Informatica

e

SUPERIOR Ingenieria de Sistemas

Calibracion de Sistemas Catadioptricos
de Vision Omnidireccional

Jesus Bermudez Cameo

Directores: José Jestus Guerrero Campo
Luis Puig Morales

Ingenieria Industrial
Automatizacion Industrial y Robdtica

Departamento de Informéatica e Ingenieria de Sistemas
Centro Politécnico Superior

Universidad de Zaragoza

Junio de 2009






Calibracion de Sistemas Catadidoptricos de Vision Omnidireccional
RESUMEN

En aplicaciones de vision artificial para robdética, el campo de vista (FOV) de la cimara
influye considerablemente en tareas de localizacién, navegacién o control visual. Buscan-
do ampliar el campo de vista completo se han desarrollado recientemente las camaras
omnidireccionales que permiten campos de vista de 360° en un eje y de mas de 180° en
el otro. Este proyecto se centra en los denominados Sistemas Catadioptricos Centrales
(SCC), basados en una cdmara convencional y un espejo. Estos dispositivos requieren de
un modelo analitico mas complejo que el modelo de una cdmara perspectiva convencio-
nal, incorporando la reflexiéon producida en el espejo. La calibracién de estos dispositivos
requiere de nuevas metodologias, que difieren considerablemente de las existentes para
camaras convencionales.
En este contexto, el presente PFC enfoca su trabajo en dos actividades;

1. Comparativa entre distintos métodos de calibracién interna de sistemas cata-
diéptricos centrales.

En esta actividad se realiza una comparativa entre métodos de calibracién para
SCC. Dado su caracter experimental estos métodos difieren entre si en el modelo
geométrico, las caracteristicas utilizadas o el niimero de vistas requeridas, haciendo
dificil a priori su comparacién y evaluacién. En este PFC se realiza una reconstruc-
cion tridimensional precisa de un patrén utilizando la calibraciéon de cada método
para compararlos. Para ello se desarrolla en Matlab un algoritmo de reconstruc-
cién basado en Structure from Motion capaz de trabajar con los diversos modelos
de proyeccion que plantean los distintos métodos. La reconstruccién obtenida con
cada método se contrasta con una reconstruccién fotogramétrica de alta precisién
que se toma como referencia.

2. Autocalibracién externa, calculo de la orientacién del sistema catadiéptrico segun
direcciones dominantes

Esta actividad se centra en el desarrollo de un algoritmo que calcula la orientacién
general de la cAmara omnidireccional y la utiliza para transformar la imagen en
otra equivalente a la que se habria obtenido en posicion vertical. Esta condicién
de posicién vertical es una configuracién particular del sistema que se utiliza en la
actualidad como premisa en tareas de localizacién y control visual de robots. El
algoritmo presentado estd restringido a entornos construidos por el hombre y en
particular al interior de edificios donde predominan contornos rectos en direcciones
vertical y horizontal que sirven al sistema de referencia. Este algoritmo, implemen-
tado en Matlab y C para Matlab, basa su funcionamiento en la deteccién del punto
de fuga de las rectas verticales y en su interpretacién para estimar la orientacion.
Las caracteristicas no lineales propias de los SCC obligan a desarrollar propiedades
geométricas y extractores de caracteristicas especificos para estos sistemas.
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Seccion 1

Introduccion

Las camaras fotograficas son elementos pasivos que permiten obtener informa-
cién angular pero no de profundidad. La profundidad se reconstruye mediante la
triangulacién de los rayos relativos a puntos correspondientes en imagenes que de-
ben haber sido tomadas desde posiciones diferentes. Esta traslacion se consigue
bien utilizando dos cdmaras con un desplazamiento entre si (visién estereo) o bien
desplazando una tnica camara.

En los ultimos anos, el uso de camaras omnidireccionales se ha consolidado en
aplicaciones de robética. El motivo de ello es que muchos de los problemas de vision
artificial aplicada a la robdtica se ven fuertemente condicionados por el campo de
vista (FOV). Las cAmaras convencionales trabajan con campos de vista que oscilan
entre los 40 y 60° y el modelo analitico de cdmara proyectiva tiene su limite teo-
rico en 180°. Buscando superar esta limitacién se han desarrollado recientemente
diversos sistemas que permiten abarcar campos de vista de 360°. Estos sistemas
suponen una novedad en dos aspectos; el primero es el desarrollo de un dispositivo
que permite capturar una imagen de la escena completa, el segundo es la definicion
de un modelo geométrico y analitico que permite integrar la informacién de este
nuevo sensor en un sistema automatico.

Desde el punto de vista constructivo existen diversos tipos de camaras omnidi-
reccionales.

e Uno de ellos es la camara rotatoria, que consiste en una cdmara convencio-
nal con un sistema mecanico que permite el movimiento a lo largo de una
trayectoria circular tomando una imagen de toda la escena.

e Otra configuraciéon de camara omnidireccional consiste en un conjunto de
camaras convencionales situadas con una orientacion adecuada para abarcar
el mayor campo de vista posible.
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e Los sistemas dioptricos, que son camaras convencionales con lentes de gran-
angular, como la lente de ojo de pez.

e Otra clase de camaras omnidireccionales a la que prestaremos especial aten-
cion es la que engloba a los sistemas catadioptricos. Este tipo de sistemas
combinan camaras convencionales con espejos.

Desde el punto de visto del modelo geométrico los sistemas catadiéptricos han
sido estudiados por Baker y Nayar [[l] quienes demostraron que los espejos elipticos,
parabolicos e hiperbdlicos son los tinicos que pueden ser combinados con camaras
convencionales constituyendo sistemas catadidptricos centrales (SCC). Esta pro-
piedad relaciona los rayos incidentes en un sistema catadioptrico central de manera
univoca con los puntos de la imagen tomada por el sistema.

Los sistemas catadioptricos mas usuales son el hipercatadiéptrico, compuesto
de un espejo hiperbdlico y una camara perspectiva y el paracatadioptrico formado
por un espejo parabdlico y una cadmara ortografica. Estos sistemas, construidos
bajo las restricciones geométricas correspondientes, se comportan como sistemas
catadiéptricos centrales .

Figura 1.1: Sistemas catadiéptricos centrales con espejo hiperbélico. El sistema hipercata-
didptrico se comporta como central si se sitia la cdmara perspectiva en uno de los focos de la
hipérbola generadora F en cuyo caso los rayos proyectados se comportan como si incidiesen en el
otro foco F’ que es el origen del sistema catadioptrico central.

El uso de estos sistemas puede verse en aplicaciones como la localizaciéon, rea-
lidad virtual, navegacién, SLAM, odometria visual, etc. La mayoria de estas ta-

Ver el anexo B
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reas,especialmente en robotica, necesitan reconstruir informacién métrica del en-
torno. En este proyecto se trata la calibracién de los sistemas catadidptricos cen-
trales con dos objetivos y enfoques distintos.

El primero aborda la calibracion interna del dispositivo necesaria para recons-
truir informacion de la escena. En este enfoque se comparan diversos métodos que
se han desarrollado para calibrar estas caAmaras.Debido a la reciente aparicién y di-
versidad constructiva de este tipo de caAmaras omnidireccionales, no existe siquiera
consenso en el modelo geométrico.Esto hace que la comparacion de los resultados
no sea trivial e incluso que la calibracion utilizada en una aplicacién basada en un
modelo no sea util en otra. Esta calibracién interna supone un paso de laboratio
previo su utilizaciéon y debido a su influencia en el comportamiento posterior del
sistema se antepone la precision a la eficiencia en su desarrollo.

El segundo enfoque plantea la autocalibracién externa del sistema catadioptri-
co que calcule la orientaciéon de la caAmara respecto del entorno, como paso previo
a aplicaciones de localizacién y control visual que requieren que la caAmara se man-
tenga vertical. Esta calibracién externa esta orientada a ser utilizada durante la
ejecucion de la aplicacion y no previamente con vistas a poder ser desarrollada
para un sistema en tiempo real.

1.1. Comparativa entre Métodos de Calibracién
Interna del SCC

Existen diversos modelos geométricos y analiticos para abordar este tipo de sis-
temas, Svoboda y Pajdla [2] proponen un modelo diferente para cada espejo. Mas
recientemente Geyer y Daniilidis [3] han propuesto el modelo unificado de la esfera,
el cual permite tratar con cualquier sistema catadioptrico central. Este modelo ha
sido posteriormente desarrollado por Barreto y Araujo [d] llegando a convertirse
en el modelo geométrico mas usado en la actualidad. La mayoria de los méto-
dos de calibracion para sistemas catadioptricos centrales desarrollados hasta ahora
tratan el sistema catadioptrico como un todo. Existen no obstante métodos que
separan la calibracion de la caAmara convencional del calculo de los parametros del

espejo. Algunos de estos métodos son validos también para las lentes de ojo de pez.

Entre los métodos de calibracion que calibran el sistema catadiéptrico comple-
to se referencian aquellos que hacen uso de una o multiples vistas de un patron
2D/3D [8, B, 8], los que utilizan una sola imagen que contiene caracteristicas inva-
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riantes como rectas [[] y los que tienen un enfoque de autocalibracién [9]. Algunas
aproximaciones al problema calculan separadamente la calibraciéon de la camara
convencional y los pardmetros del espejo [2]. Existe una gran cantidad de diferentes
métodos de calibracién que difieren en aspectos como el modelo geométrico o el
patron de calibracion lo que hace compleja su comparacién. A la hora de utilizar
un método de calibracion, aspectos como la facilidad de uso o la disponibilidad del
codigo bajo licencias de cédigo abierto o software libre son fundamentales para el
usuario del robot, mas interesado en los resultados de reconstruccion 3D o la es-
timacion del movimiento que en complejos modelos de proyeccién. Para comparar
estos métodos se ha realizado una reconstruccién 3D con informacién métrica. Los
métodos comparados son:

1. El método [H] hace uso del modelo de la esfera y requiere varias imége-
nes de un patron 2D. La denominacién elegida para esta enfoque es Esfera-
Patron2D.

2. El método [6] utiliza una secuencia de correspondencias 2D-3D. También usa
el modelo de la esfera. Se denomina enfoque DLT.

3. El métodolld] utiliza igualmente el modelo de la esfera y basa su calibracién en
una unica imagen omnidireccional que contiene como minimo la proyeccién
de tres lineas. Se denomina Esfera-Rectas.

4. El método [R] modela la imagen omnidireccional segin los modelos de dis-
torsion propuestos para camaras perspectivas. Esta distorsion es modelada

segiin una serie de Taylor. Este enfoque es denominado como Distorsion-
Patron2D.

1.2. Autocalibracion Externa;
Calculo de la Orientacion del SCC

Diversos sistemas que utilizan la vision omnidireccional como la localizacién
basada en mapas o el emparejamiento de caracteristicas basan su funcionamiento
en el supuesto de que el conjunto camara-espejo se encuentra orientado en posi-
cion vertical, pero esta configuracién no siempre se mantiene cuando la cAmara va
montada sobre un dispositivo mévil.

El objetivo de esta segunda parte es obtener de forma automaética la orientacién
general a partir de una uUnica imagen tomada sin restriccion de verticalidad y uti-
lizarla para transformar la imagen en otra equivalente a la que se habria obtenido
en posicion vertical.Para ello, se asume su utilizaciéon en entornos construidos por
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el hombre, donde los contornos rectos son abundantes y van dirigidos sobre direc-
ciones dominantes. Se parte asimismo del supuesto de que se conoce previamente
la calibracién interna del sistema.

El método utilizado consiste en calcular los puntos de fuga de las proyecciones
de los contornos rectos que, en las imagenes omnidireccionales son cénicas.

Como las rectas verticales y horizontales son predominantes, la mayoria de las
céHnicas fugan a unos pocos puntos que se intentaran identificar y que son funcion
de la orientacion.
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1.2. Autocalibracion Externa;
Calculo de la Orientacién del SCC




Seccion 2

Modelo de la Esfera para el SCC

El modelo de la esfera es un modelo geométrico abstracto que unifica la geo-
metria de proyeccion caracteristica de los sistemas catadidptricos y que encapsula
en los parametros £ y v las caracteristicas geométricas del espejo. La equivalencia
geométrica entre el modelo de la esfera y un modelo basado en el caso particular
del sistema hipercatadioptrico se puede consultar en el anexo .

El sistema de referencia de este modelo es el origen del sistema catadioptrico
central O, cuya posicién en la realidad varia dependiendo del tipo de sistema uti-
lizado. En el caso de un sistema hipercatadioptrico, se halla en uno de los focos
de la hipérbola generatriz, en el caso de el sistema paracatadiéptrico corresponde
al foco de la parabola y en el caso de sistema perspectivo coincide con el centro
optico de la camara.

La proyeccion de un punto de la escena se puede describir en varios pasos.

Sea S la esfera centrada en el origen del sistema catadioptrico central O y de
radio unidad se calcula la proyeccién del punto X sobre la esfera como la intersec-
cién de la recta r definida por los puntos X y O con la esfera.

Estos dos puntos r* y r~ son proyectados a través del centro dptico virtual

C, = ( 0 0 —=¢ )T sobre un plano de proyeccién virtual segin el modelo de ca-
mara perspectiva. El resultado final de esta proyeccién son los puntos X+ uno de
los cuales es fisicamente coherente.

Este modelo cubre cualquier camara catadioptrica central, codificando el tipo
del espejo y su geometria en el parametro &.

¢ = 0 para camara perspectiva, ¢ = 1 para catadipotrica, 0 < ¢ < 1 para
hipercatadioptrica.

15
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§ Y
Parabola 1 1+2p
- d d+2p
Hipérbola Jerw | Jep
? d d—2p
Elipse V2+ap? | \/d>+ap?
Planar 0 1
d: distancia entre focos
4p:latus rectum

Tabla 2.1: Pardmetros del modelo unificado

El modelo de camara perspectiva virtual viene descrito por la matriz de proyec-
cion P, ~ K.R, ( I -C, ) , donde K, es la matriz de calibracién. La rotaciéon R,
denota la rotacion de la caAmara perspectiva que mira al espejo. Dado que tanto los
parametros intrinsecos de la cdmara perspectiva como los extrinsecos son parame-
tros intrinsecos del sistema catadioptrico central, se utiliza una matriz genérica de
transformacion H.,.

+e

=

Figura 2.1: Modelo de la esfera para sistemas catadiéptricos

Nétese que la distancia focal de la camara virtual del modelo de la esfera es
un valor determinado por la distancia focal de la camara real y por los pardmetros
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geométricos del espejo. Los pardmetros intrinsecos de la camara catadioptrica son
€y He.

Si s6lo se tiene en cuenta de entre los puntos X* el que es fisicamente coherente

i

Il
/-~
V| Qo8I

»

Il
/
ISTINS RSt

el proceso se puede dividir en tres pasos.
) € pP? ) € pP?
Hc

x
€ p3 x:(y>€T2
P i h

=N

Un primer paso consistente en representar el punto de la escena definido en el
espacio proyectivo P3 por sus coordenadas homogeneas en el sistema de referencia
del sistema catadidptrico y proyectar el punto sobre un plano a una distancia
unidad como un paso intermedio al espacio proyectivo P2

x = PX (2.1)

P=R(I| - Co) (2.2)

siendo Cp las coordenadas del origen del sistema catadioptrico central O en un
sistema de referencia global dado y R la orientacion del SCC respecto de la refe-
rencia global.

Un segundo paso definido por la funciéon no lineal A que encapsula la proyec-
cion sobre la esfera y su proyeccion a través de C, sobre un plano normalizado
denominado n-plano.

X = h(x) (2.3)

y (2.4)
z+ &6/ +y? + 22

(Nétese que al trabajar con ecuaciones homogeneas la expresion presentada es

. z y y
equivalente a h(x) = ( Va2ty2+22 fa2ty242? \fa24y2422 ¢
deduce de proyectar la interseccion de la esfera a traves del centro optico C,.

que es la que se

Un tercer paso que consiste en aplicar la transformacion lineal H. nombrada

anteriormente
X=HxXx (2.5)
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H, = K.R.M. (2.6)
b—€ 0 0 “n 00
Mc=| 0 é—w of=[ 0 5o (2.7)
0 0 1 0 01
f:c Sskew U0
KC — 0 fy UO (28)
0 0 1

La relacion entre las coordenadas homogéneas de la imagen X y las coordenadas
euclideas en la imagen (u,v) se calcula dividiendo entre el vector entre la tercera
componente.

u = vV =

W | &
ISTRNSSY

La relacién inversa viene definida por la inversa de la matriz H. y por la ecuacién
79 que mapea cualquier punto de la imagen X en un rayo 3D orientado.

2/ 2+ (1-62)(2+9°)
j2+62+22 x
—1/=\ ZE+ z24 1_52 Z2492) _
hH(R) = - +<g2+;2< iy (2.9)
z z2 —E£2) (721752
V)

72 _’_gQ _;’_52

>

—
W D B

i

I
—
ISIENSIER ]

x
HZ! Rt N rg = R7x
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2.1. Proyecciéon de una Recta

Sea II el plano definido por la recta 3D y el origen de coordenadas del sis-
tema catadioptrico central O (punto de vista efectivo) y descrito en coordenadas
homogéneas como IT = ( Ng My n, 0 )T. Obsérvese que cualquier recta 3D con-
tenida en este plano tendra la misma proyeccion en una imagen debido a que el
plano es el haz de rayos proyectados desde O.

Figura 2.2: Modelo de la esfera para sistemas catadiéptricos

nm"-X=0 (2.10)

(ne ny no 0) =0 (2.11)

X
Y
Z
1
Proyectando la expresién del plano a un plano generico de distancia focal unidad
y centrado en el origen definido por la matriz de proyecciéon P = (1|0) se obtiene
la recta del plano definida por n = PII = ( Ng Ny 1N, )T.

La ecuacién que define a la recta es nfx =0. Como x = h™!'(X) entonces

n’h (%) = 0. Desarrollando esta expresion se llega a una igualdad que puede
expresarse de la forma X7 Q% = 0 siendo 2 la expresién matricial homogénea de la
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conica.
_ ny (1 —&%) —n2g? ngny (1 — &%) Ng My
Q= ngny (1 =62  n2(1—£%) —n2* nyn, (2.12)
Ny Ny n?

La imagen catadiéptrica central de la recta es la cénica definida por Q después
de la transformacion proyectiva He.

Q=H_TQH? (2.13)

0% =0 (2.14)

2.2. Mapas de Veronesse

Algunos autores [B, ] solo tienen en cuenta la proyeccién positiva dada por
la funcién A, en cambio otros [G] usan coordenadas extendidas para trabajar con
las no linearidades que plantea la funcién h. Esta expansién del vector consiste
en aplicar un mapa de veronese V52 que extiende un vector de 3 coordenadas del
espacio proyectivo P2 en un vector de 6 coordenadas en el espacio proyectivo P®.
Esta operacion se describe en PCIA.

x= (4 &5 9 @2 ¢z 22)" (2.15)

Esto permite establecer una dualidad entre puntos, rectas y conicas. Asimis-
mo se expanden igualmente las coordenadas homogéneas del espacio a un espacio
proyectivo PY y se usan matrices extendidas para calcular la matriz de proyeccién
catadidptrica genérica.

X= (X2 XY Y® XZ YZ 7> XT YT ZT T*)"



Seccion 3

Calibracion Interna del SCC.
Comparativa de Métodos

En esta seccion se aborda la parte del trabajo realizado dedicada a la calibra-
cion interna de sistemas catadioptricos centrales. La comparativa entre métodos
de calibraciéon que se presenta, plantea una reconstruccién tridimensional de un
patrén de geometria bien conocida a partir de los datos de calibracién que se ob-
tienen de cada uno de ellos.

La comparativa se ha realizado entre cuatro métodos disponibles como cédigo
abierto en forma de utilidades para Matlab. El proceso de reconstrucciéon planteado
permite comparar métodos que no estan basados en el mismo modelo proyectivo,
lo que anade la posibilidad de evaluar muchos otros métodos.

3.1. Sistema Catadidoptrico Utilizado

Para comparar los distintos métodos de calibracion se ha calibrado un sistema
hipercatadioptrico. Este sistema estd compuesto de una camara perspectiva con
una resolucion de 1024 x 768 pixeles y un espejo hiperbolico de 60 mm de didmetro
y pardmetros geométricos conocidos a = 281mm y b = 234mm. El parametro del
espejo segun el modelo de la esfera es £ = 0,9662.

3.1.1. Imagenes Utilizadas

Se ha realizado la calibracién del sistema utilizando para cada método un set
de imagenes especifico, que busca la mejor calibracién posible en cada uno de los
métodos. Para la reconstruccion se ha utilizado un set de imagenes distinto a las

21
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secuencias de calibracion por dos motivos. El primero,es evitar dar ventaja a al-
guno de los métodos sobre otro. El segundo,es garantizar una traslacion relativa
entre las camaras suficiente para la obtencion de una buena reconstruccion debido
a que esta condicion es independiente de la calidad de la calibracion pero influye
notablemente en la calidad de la reconstruccion.

En definitiva se ha buscado obtener la mejor reconstruccion posible para cada
método, manteniendo comunes las variables en las que no influye la calibracién.

Figura 3.1: TImdgenes utilizadas para la calibracién y reconstruccién

3.1.2. Patrén Utilizado

Para comparar los métodos se ha construido un patrén 3D. Para obtener una
reconstruccién 3D por ajuste de rayos se ha usado un software de reconstruccion
fotogramétrica. Se han usado 6 vistas convergentes tomadas con una camara cali-
brada de alta resolucién. (Canon EOS 5D con 12.8Mpix.). La precisién estimada
para el modelo tridimensional es menor de 0.1 mm. La figura B muestra la
configuracion usada para el experimento de Structure from Motion. Los angulos
entre los planos son o = 90,06°, 5 = 89,60° y v = 90,54°.
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Figura 3.2: Patrén utilizado para el experimento de reconstruccién

3.2. Descripcién de los Métodos de Calibracion
Utilizados

Tres de los métodos evaluados estan basados en el modelo de la esfera mientras
que el cuarto plantea un modelo de distorsion basado en series de Taylor. A con-
tinuacién se describe brevemente las caracteristicas particulares de cada método,
del enfoque utilizado y del proceso de calibracion especifico de cada uno.

3.2.1. Enfoque de Patréon 2D Segtun el Modelo de la Esfera

Este enfoque [5] estd basado en el modelo de la esfera expuesto en la seccién
2. El modelo utilizado no tiene en cuenta la inversion simétrica inducida por el
espejo (Seccién B) e incorpora un modelo de distorsién radial y tangencial basado
en tres pardametros ki, ko v ks para la distorsion radial y otros dos k3 y k4 para la
distorsion tangencial.

L(p) =1+ kip? + kap" + ksp®

| 2kszy + Ry (07 4 227)

=1 (0% + 20%) + 2kay

La matriz de proyeccion de la caAmara proyectiva H. tiene valores distintos para
la distancia focal y tiene en cuenta el error antisimétrico (skew).
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Este método utiliza varias imagenes de un patrén bidimensional en forma de
tablero de ajedrez. Las dimensiones del patrén no son fijas y son especificadas a la
aplicacion antes del proceso de calibracién. La situacion del patrén respecto de la
camara debe variar en cada imagen.

Previamente a la ejecuciéon del proceso de extracciéon y calibracion la aplicaciéon
requiere cierta informacion previa que, basdndose en la suposicién de sistema pa-
racatadidptrico (espejo parabdlico & = 1), calcula una estimacion de la calibracién
que es utilizada como semilla en el proceso no lineal y en el extractor automatico.
El sistema solicita al usuario una estimacion del punto principal y una semilla
para la deteccién del contorno circular que limita la superficie del espejo calculan-
do mediante un método robusto el punto principal. Ademés, necesita un nimero
de puntos superior a tres que se encuentren alineados en una direccién no radial.
Asumiendo £ = 1 se calcula una estimacién para la distancia focal.

Las caracteristicas utilizadas son esquinas de los cuadros negros y blancos del
patron. La aplicacion pide al usuario las cuatro esquinas limitrofes. Conocidas las
dimensiones del patron que se han introducido anteriormente y la distancia focal
y punto principal estimados en el apartado anterior, se rota un patrén 3D y repro-
yectan los puntos en un proceso no lineal hasta hacer coincidir éstos con los cuatro
extremos del patrén. Las proyecciones de las esquinas interiores son reproyectadas
y, alrededor de ellos, con una ventana fija, se busca mediante un extractor de Harris
las esquinas que se utilizan en el proceso de calibracién. Este extractor automatico
tiene un buen comportamiento con las imagenes en las que el patrén se encuentra
alejado de la corona exterior. Desgraciadamente esta zona resulta crucial para una
calibracién del sistema debido a que es donde la distorsiéon radial provocada por
el espejo se manifiesta mas claramente. Dependiendo del sistema, la opcién mas
viable es desactivar el extractor automatico y seleccionar todos los puntos manual-
mente.

El proceso de calibracién basa su funcionamiento en un ajuste no lineal (Levenberg-
Marquardt) basado en la distancia euclidea entre las reproyecciones del patrén
definido a partir de la geometria dada y las esquinas extraidas.

m
F @)= 5 D16 (VX)) —x (31)

=1
El proceso permite la variacién de la orientacién y traslacién de la cdmara (de-
finidos por un cuaternién y un vector de traslacién V1), el pardmetro del espejo
(£), los coeficientes de distorsiéon (ky,ke,ks,ks v ks5) v la matriz de proyeccién de la
camara en la que el parametro 7 y la distancia focal estan acoplados en el parame-
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tro 7.

Como semilla para el proceso se utilizan las estimaciones de la distancia focal
acoplada y el punto principal calculados previamente. También se asumen una serie
de aproximaciones que se presentan a continuacion.

e sistema paracatadioptrico & =1
e crror de distorsiéon pequeno ky = ko = ks =p; =po =a =0

e pixel cuadrado v; = 7

3.2.2. Enfoque de Proyeccién de Rectas con el Modelo de
la Esfera

Este método esta basado en la proyeccion de rectas en imagenes omnidireccio-
nales segin el modelo de la esfera. El modelo utilizado no contempla distorsién en
la camara perspectiva. Como se muestra en la seccién B la proyeccién de una
recta del espacio es una cénica. En su articulo [[4] Barreto demuestra la posibilidad
de obtener la cénica absoluta (0., a partir de al menos tres cénicas en la imagen.
Para calcular Q. primero se necesita (7 = QO) la recta polar del centro de la
imagen O respecto de la cénica Q.

Esta recta intersecta € en dos puntos I y J que estan contenidos en la cénica
absoluta. Con los 6 puntos proporcionados por las tres conicas se puede ajustar la
cénica absoluta. A partir de la cénica absoluta se extrae H. por descomposicion
de Cholesky. El parametro del espejo £ esta relacionado mediante el ratio cruzado
con la proyeccién del origen y con los puntos geométricos D; N; v C; definidos en
detalle junto con sus propiedades en [[7].

¢=/{o.puxN, ¢}

Este método estd muy condicionado por el arco de cénica que se abarca en
la imagen. La curvatura de las proyecciones de rectas no es muy acusada y para
obtener una extraccién aceptable las rectas deben acercarse a los limites del espejo.
La metodologia propuesta y la adoptada en este caso es el trazo en el suelo de
rectas de longitud considerable intentando que rodeen completamente el centro de
la imagen. En el experimento realizado se utilizé6 una imagen omnidireccional que
contenia las proyecciones de seis rectas. La camara se sitia a una distancia de 30
cm del suelo. Fig B
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3.2.3. Enfoque por Transformacién Lineal Directa

Este método usa el modelo de la esfera basado en mapas de Veronesse con
coordenadas extendidas que linealiza la no linealidad presentada por la proyec-
cion. Se utiliza una transformacién lineal directa para calcular una estimacion de
la calibracion que posteriormente se utiliza como semilla en una optimizacién no li-
neal. Esta semilla se calcula sin informacion previa como se describe a continuacién.

La entrada para este procedimiento es un conjunto de al menos 20 corres-
pondencias 2D /3D distribuidos en 3 planos diferentes. Los puntos 2D se obtienen
manualmente a partir de una imagen omnidireccional de un patrén. Los puntos
3D se obtienen por reconstruccion de este mismo patron utilizando por ejemplo
dos imagenes de una camara perspectiva. La orientacién y traslacion entre la re-
construccién 3D y la camara omnidireccional es calculada por el método, lo que
permite que la reconstruccion 3D del patréon pueda ser reutilizada para futuras
calibraciones siempre y cuando se utilice el mismo patron.

Estos puntos correspondientes 2D y 3D, una vez extendidos, estan relacionados
entre si por una matriz de proyeccién extendida P, que incluye los parametros
extrinsecos e intrinsecos.

Peata = chg Iiﬁ:pﬁ ( le Teaa ) (32)
e
cata Tcata

donde R y T son matrices extendidas representando la rotacién y traslacion
relativas entre la reconstrucciéon 3D y la cdmara omnidireccional, X, es la matriz
que linealiza la funcién no lineal h y H. es la matriz de correlacion extendida.

En [6] se describe el procedimiento para descomponer Peaa €n Acata ¥ Teata des-
acoplando los parametros intrinsecos y extrinsecos y la extraccién de la calibracion
a partir de estas matrices extendidas.

Con esta informacion se inicializa una optimizacién no lineal que incluye un
modelo de distorsién radial y tangencial similar al utilizado por Mei en [4].

3.2.4. Enfoque de Modelo de Distorsiéon con Patrén 2D

En este enfoque el modelo adoptado es la descripcién de la proyeccion median-
te una serie de Taylor. Esto hace de este método el mas general de los analizados
ya que permite trabajar ademas de con sistemas omnidireccionales con cualquier
tipo de sensor basado en camara fotografica. Por contra, un sistema calibrado me-
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diante este método no podra beneficiarse de las propiedades derivadas del modelo
geométrico de la esfera. Los datos obtenidos con este método no pueden por ejem-
plo utilizarse en la segunda parte de este proyecto que trabaja con los parametros
del espejo especificos del modelo de la esfera.

En este modelo se define al igual que en el modelo de la esfera un plano norma-
lizado relacionado con el plano del sensor mediante una transformacion afin que
se puede simplificar con un factor de escala «.(z" pertenece al plano normalizado
y 2" al plano del sensor). La funcién de proyeccién g, engloba la relacién entre un
punto x” en el plano del sensor y el vector p que define la direccién de la recta que
une el origen del sistema de referencia O con el punto de la escena X

Ap =g (xX")=Ag(ax') =PX AX>0 (3.3)
g()= (2 y f@y)) (34)
F@' ) = a0+ a1p + azp”® + -+ anp™ (3.5)

donde f es la expansion por serie de Taylor de la distorsién, P la matriz pro-
yectiva que transforma un punto del espacio en un punto del plano proyectivo y A
el factor de profundidad. El proceso de calibraciéon esta basado en un ajuste de la
reproyeccion por minimos cuadrados en dos etapas una lineal y otra no lineal en
el que se calculan los n + 1 coeficientes de la funcién f. Asumiendo que los puntos
pertenecen a un plano se reduce el nimero de parametros extrinsecos a calcular de
manera que cada punto de la imagen aporta tres ecuaciones.

'Uj (7"31Xj + 7'32)/} + t3) — f (pg) (Tlej + 7“22}/;' + tg) =0 (36)
f (P;) (T’HXj + 7’12}/}' + tl) — Uy <T31Xj + ng}/j + tg) =0 (37)
uj (ro1 X 4+ ro0Y; +ta) — v (ruX; +r12Y; +4) =0 (3.8)

Con m puntos a partir de la ecuacion BR se puede construir un sistema li-
neal de m ecuaciones que permite resolver mediante descomposicién de valores
singulares los pardametros 711,r12,721,722,t1,t2. En una segunda fase y mediante una
seudo-inversa se resuelven las ecuaciones By ?7. Finalmente la utilidad da la
opcién de afinar el resultado mediante una optimizacién no lineal usando el algo-
ritmo de Gauss-Newton.

Para este método se han utilizado las mismas 11 imagenes que en el enfoque
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§ <u07 UO)
Ground Truth | 0.9662 | (511,88,399,25)
Mei 0.9684 | (513,93, 400,76)
Barreto 1.0215 | (523,82,416,29)
DLT 0.9868 | (509,95, 398,54)

Tabla 3.1: Calibracién basada en el modelo de la esfera

de Esfera-Patron2D, los puntos son seleccionados manualmente como esquinas de
un patrén de ajedrez y es necesario cubrir la corona exterior del espejo donde la
distorsion se manifiesta mejor para calibrar de forma correcta el sistema.

3.3. Meétodos de Analisis y Experimentos

Para realizar la comparativa entre los distintos métodos de calibracién se han
abordado diversos planteamientos. En primer lugar se han comparado entre si los
datos de calibracion interna aportados por cada método. En la tabla BT se pre-
sentan las estimaciones de cada método para el punto principal (ug,vg) y para
el parametro del espejo £. El enfoque Distorison-Patrén2D no ofrece informacion
sobre el sistema catadioptrico como consecuencia de utilizar un modelo genérico.

3.3.1. Reconstruccion Tridimensional del Patron

Para comparar los distintos métodos utilizados para calibrar sistemas cata-
dioptricos centrales se ha decidido desarrollar una tarea en la que sea necesaria
una camara calibrada. Siguiendo el planteamiento de vision estéreo se ha escogido
el algoritmo de ”Structure from Motion” a partir de dos cAmaras omnidireccionales
calibradas. Como no se trabaja en tiempo real y la geometria del patrén es estatica
las dos camaras pueden ser simuladas por dos imagenes tomadas por una misma
camara en dos instantes diferentes.

En primer lugar, se seleccionan manualmente en ambas imagenes puntos corres-
pondientes. El uso de modelos diferentes obliga a separar el proceso en dos partes.
Una especifica de cada modelo, que modela la proyeccién inversa, y otra comun
que reconstruye el patrén tridimensional y lo compara con la reconstruccién de
referencia.

A través del modelo de proyeccion inverso se calcula para cada punto seleccio-
nado el rayo correspondiente. Este proceso obtiene dos haces de rayos, cada uno
de ellos en su sistema de referencia, por cada método de calibracién. Existe una
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correspondencia entre cada rayo de cada haz. Si el i-esimo rayo del primer haz
es una proyeccion en la cdmara 1 del punto X; la proyeccion de este punto en la
camara 2 es corresponde con el i-esimo rayo del segundo haz. El procedimiento que
se va a describir a continuacién se realiza para cada par de haces de rayos.

El plano definido por cada par de rayos correspondientes contiene al vector to;
que es la traslacion del origen de la camara 1 desde la camara 2. Esta condicion
de coplanaridad se cumple para cada par de rayos y se conoce como geometria
epipolar.

Figura 3.3: Condicién de coplanaridad entre los rayos que proyecta un punto en cada camara
y la traslacion relativa entre ambas

Situado el origen de coordenadas en la referencia de la camara 2 y trabajando
en coordenadas euclideas el plano que contiene al rayo 1 y a t9; queda definido por
su normal n a través del producto vectorial n = taq X {r1}, = to; X Rojry.

El rayo 2 pertenecera a ese plano si cumple la condicién ry - n= 0. Esto se
resume en la expresion rs - (t2; X Rojry) = 0 que puede expresarse matricialmente
como 13 [t21], Rori= 0 codificando el producto vectorial en la matriz [ta;],,.

La condicién anterior queda definida por la matriz esencial E que se cumple para
todos los rayos y que codifica la rotacién y traslacion de la camara 1 respecto de
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la camara 2.

0 —tor, tan,
[to1], = lo1, 0 —ta, ryExri=0 Ey = [tu1], Ro (3.9)
—to1, to1, 0

Si se expresa la relacion anterior como un producto del vector fila por el vector
columna de vectores al - e= 0 ,condicién que se cumple para cada par de rayos
1, se puede construir la matriz A tal que Ae = 0. Mediante descomposicién por
valores singulares, se calbulan los coeficientes de la matriz esencial utilizando al
menos ocho pares de rayos.

ai:(r2xrlm T2xT1y T22T1z T2T1z ToyT1y T2yT1z 722712 72271y T2z7”1z)

(3.10)
e=(FEu Fi Ey Ey Ey FExy Es Es FEs )T (3.11)
A=(a ay -+ ay )T (3.12)

La rotacion y traslacién que representa esta matriz esencial se puede extraer
mediante la descomposicién en valores singulares de la matriz esencial. Siendo el
resultado de la descomposicion las matrices U, S y V cuyo producto es igual a la
matriz original E,(Ey; = U-S- VT) la traslacién entre las camaras t,; viene definida
por el producto de la matriz U por el vector de la recta en el infinito y se definen
dos matrices de rotacién a partir de la matriz W. Se obtienen cuatro soluciones
distintas de las cuales solo una es geométricamente consistente.

0 0
t21:U 0 W: ]_
1 0

R, = UWUT R, =UWUT

Una vez identificada la solucién consistente se pueden expresar el haz de rayos
de la cdmara 1 en la referencia de la cAmara 2. Resolviendo El sistema lineal B13 T,

ILa notacién r1,, representa a la componente y del vector r; con orientacién relativa a la
referencia 2
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Error entre los puntos 3D estimados y los reales
Media o Maximo
Esfera-Patrén2D 1.4166 | 0.8348 4.1243
DLT 1.0377 | 0.5675 3.4877
Esfera-Rectas 2.0129 | 0.9828 4.7089
Distorsion-Patron2D | 1.2744 | 0.7813 3.9996

Tabla 3.2: Precisién de la medida de coordenadas 3D

que expresa en coordenadas homogéneas la triangulaciéon de dos rayos, se resuelve
por descomposiciéon de valores singulares.

1y ’2 — T, |2 0 — T |2 o1, + 71, |2 t21y X 0

le 2 0 _rlz |:E - le z t211‘ + rlz |2 t21z Y — 0 1
T2, Ty, 0 0 Z 0 (3.13)
T2, 0 —Ta, 0 T 0

Esta primera reconstruccion es refinada mediante un ajuste de haces no lineal
basado en minimizar un error de reproyeccién. Se han utilizado 144 pares de rayos
utilizados para la reconstruccion del patron. Una vez obtenida una reconstruccion
precisa se introduce en el modelo reconstruido la métrica del patron real y se realiza
el analisis en base a dos criterios para medir la precision de cada método. Estos
criterios son:

e El error promedio entre los puntos 3D reales y sus estimaciones

e El dngulo entre los planos

En la tabla BZ se observa la precisiéon en milimetros de la reconstruccién del
patréon 3D para cada uno de los enfoques. Este experimento muestra que ninguna
de las reconstrucciones alcanza un error medio mayor de 3mm. La mejor recons-
truccién se ha obtenido con la calibracién dada por el algoritmo DLT con un error
medio de 0.10377 mm. En la tabla B=3 se pueden ver los resultados segtin el segundo
criterio. Los angulos «, 8y v representan el angulo entre los tres planos y Fgyge €s
la diferencia entre la estimacién y el Ground Truth (referencia tierra) Se observa
que en el ultimo experimento el resultado es similar para todos los métodos. El
mayor error es de 1.85 grados calculado segin el modelo de Esfera-Rectas. Incluso
se da la situacion de que el enfoque Distorsion-Patrén2D tiene un error de 1.31
grados en uno de los angulos aunque sea este mismo enfoque el que consigue el
menor de los errores con 0.6066 grados para otro de los angulos.
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Angulo entre planos

a/Eq B/Es V/E,
Referencia patrén 90.06 89.60 90.54
Esfera-Patrén2D 89.48/0.58 | 88.93/0.67 | 89.80/0.74
DLT 89.22/0.84 | 90.55/-0.95 | 89.73/ 0.81
Esfera-Rectas 89.99/0.07 | 90.98/-1.38 | 89.74/0.8
Distorsién-Patrén2D | 89.75/0.31 | 89.80/-0.20 | 89.23/1.31

Tabla 3.3: Angulos y error estimados entre los 3 planos del patrén
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Figura 3.4: Proyeccién de rayos sobre la esfera y reconstruccién del patrén 3D
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Figura 3.5: Diagrama de flujo del proceso de reconstruccién

3.3.2. Error de Reproyeccién

Se ha medido el error entre los puntos de la imagen original y los puntos repro-
yectados del patrén 3D de referencia. El resultado es dado en pixeles y puede verse
en la tabla B4.Como se observa el menor error corresponde al enfoque DLT con
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Media o Méximo
Esfera-Patron2D 0.4619 | 0.3041 | 2.0478
DLT 0.3281 | 0.2013 | 1.3740

Esfera-Rectas 0.7098 | 0.5422 | 2.9197
Distorsién-Patrén2D | 0.3895 | 0.2703 | 1.5978

Tabla 3.4: Error de reproyeccién en pixeles

un error de 0.2013 pixeles. Una vez més, se observa que el error dado por el resto
de métodos es igualmente pequeno. Todos ellos se hallan por debajo de 1 pixel de
error. Tras todos estos experimentos se observa que el comportamiento de todos
los enfoques es bastante similar.

Los enfoques basados en patrones 2D obtienen buenos resultados pero necesitan
varias imagenes de las que extraer esquinas. La mayoria de las veces las esquinas
tienen que ser seleccionadas manualmente. El enfoque Esfera-Patrén2D requiere
en un principio al menos tres puntos que pertenezcan a la proyeccion de una rec-
ta no radial para calcular la inicializacion de la distancia focal. El enfoque DLT
no requiere ninguna informacién a priori y solo necesita una tnica imagen pero
a cambio require que los puntos esquina estén distribuidos por tres planos distintos.

El enfoque basado en proyecciones de rectas [[7] no requiere un patrén especifico
o varias imagenes, requiere al menos tres rectas en una unica imagen omnidirec-
cional. En la practica las rectas deben ser lo suficientemente largas para que un
porcentaje elevado de la cénica este representada y para que se aprecie correcta-
mente la curvatura de ésta. Este enfoque realiza un calculo del punto principal a
partir de las coénicas que puede dar una idea de si el proceso de calibracién ha ido
correctamente. Una cuestion comun a todos los métodos es, que tanto las rectas
como los puntos deben cubrir la mayor area posible de la imagen omnidireccional.
Especialmente en el area periférica, mucho mas sensible a un cambio de calibra-
cién. Después de un célculo lineal todos los enfoques optimizan el resultado final
mediante un proceso no lineal.
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Seccion 4

Calibracion externa:
Calculo de la Orientacion de la Cama-
ra y Rectificacion

La segunda parte de este proyecto, dedicada a la autocalibracién externa, plan-
tea una aplicacién que, partiendo de la calibracién interna, sea capaz de calcular
la orientacion de la camara respecto de una referencia dada. Esta orientacién se
utiliza para rectificar la imagen original, obteniendo una imagen equivalente que
pueda ser utilizada en procesos que asuman como premisa una reduccion de los
grados de libertad del sistema. La referencia adoptada es una orientacion tal que
la direccion del sistema camara-espejo este en posicion vertical. Para ello se asume
que la mayoria de segmentos de recta, en un entorno hecho por el hombre tienen
como direcciones dominantes la vertical y horizontal.

Un ejemplo de aplicaciéon de este procedimiento puede ser la adaptacion de
algoritmos pensados para camaras montadas sobre dispositivos con ruedas a otro
tipo de dispositivos cuyo movimiento esté basado en piernas-articuladas. También
resulta util para corregir la oscilacién en cdmaras transportadas por seres humanos
en movimiento.

El procedimiento utilizado esta basado en el calculo de la orientacion de la es-
cena. El método empleado se basa en la deteccion de puntos de fuga en imagenes
omnidireccionales, cuya geometria es mas compleja que el de las cAmaras perspec-
tivas. A continuacién se muestra una descripcion general del proceso completo:

1. Se extraen las cénicas de la imagen omnidireccional. Estas cénicas estdn
condicionadas por la calibracion y son ajustadas mediante técnicas de ajuste
robusto.
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2. Se calcula la interseccion para cada par de conicas. Estas intersecciones son
las candidatas al punto de fuga de las rectas verticales.

3. Partiendo de la suposicién de que la mayoria de los segmentos rectos de la
escena son verticales u horizontales se estima el punto de fuga caracteristico
de las rectas verticales.

4. A partir del punto de fuga se calcula la orientacién del sistema camara-espejo
respecto a la referencia absoluta.

5. La orientacién calculada se utiliza para rectificar la imagen con respecto al
sistema de referencia adoptado.

4.1. Extraccion de Codnicas

Como se describe en la seccion P la proyecciéon de una recta del espacio en
un sistema catadidptrico central es una curva cénica.

En esta secciéon se aborda el proceso de extraccion de cénicas a partir de la
imagen omnidireccional. El proceso esta dividido en dos subprocesos.

1. Se detectan y clasifican los contornos presentes en la imagen.

2. A partir de los componentes conexos se realiza un ajuste robusto basado en
muestras aleatorias. Los elementos a ajustar son conicas condicionadas por
la calibracién, definidas por dos puntos.

4.1.1. Detecciéon de Puntos Contorno y Clasificacion segin
Conectividad

A la imagen de entrada se le aplica un detector de contornos que devuelve una
secuencia de puntos frontera, supuestas proyecciones de los segmentos de la escena.
Para la deteccién de los contornos frontera se ha utilizado el detector de Canny .
La razén por la que se ha elegido este detector de entre los multiples existentes es
su buen comportamiento para detectar trazos conectados. El algoritmo propuesto
agrupa los contornos en trazos conectados para reducir el tiempo de calculo del
procedimiento robusto de ajuste de cénicas. En contraste con la buena informa-
cién de base que proporciona, Canny es un algoritmo de deteccion relativamente
costoso que puede ser sustituido en funcion de las necesidades de la aplicacion.

Implementado con la funcién ’edge’ de Matlab
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Un paso previo a la deteccion de contornos es la eliminacion de zonas en la
imagen que no contienen informaciéon por medio de una méscara. Estas zonas son
la imagen del objetivo de la cAmara y las zonas fuera del espejo. La obtencion de
esta informacion se puede englobar en el proceso de calibracién previo de la cdmara
y el espejo y reduce el coste computacional del algoritmo.

4.1.2. Ajuste de una Coébnica en el N-plano a partir de Dos
Puntos y la Calibracion Interna

El ajuste de una cénica en su caso general requiere de al menos 5 puntos. La
expresion explicita de la conica se describe con 6 coeficientes.

17 + coxy + 3y’ + T+ sy +cg =0

(c1x2 + coxy + c3y® + e + sy + Cﬁ) A=0

1
A= —
C1
c c c ¢ Co
Pt Zay+ 2P 4 a4 —y+ 2 =+ day+ P+ dr+dy+ =0
C1 C1 C1 (&1 1

La ecuacién se sigue cumpliendo si se multiplica por cualquier factor lo que
hace que s6lo 5 de estos coeficientes sean independientes. En el caso que se aborda
en este proyecto, los coeficientes presentan restricciones adicionales entre si, que
permiten hallar una solucion con dos puntos. Para abordar este problema se retoma
la expresion de la proyeccion de la recta del espacio en un sistema catadioptrico que
se ha presentado en la seccién P Barreto describe el proceso de proyeccion en
dos pasos. El primero es una transformacion h que encapsula las no-linealidades del
proceso de proyeccion. El segundo es una transformacién proyectiva representada
por la matriz H.. Este espacio antes de la transformacion proyectiva H. se conoce
como plano normalizado (n-plano) y la proyeccién de una recta espacial en él es
una cénica representada por la matriz omega €.

XQx =0
_ ny (1 —¢&%) —n2g? ngny (1 — 52) NNz
Q= nany (1 — &) n2(1—¢&%) —n2& nyn,
Ny nyn., n?

donde n,,n, y n. describen la normal al plano que contiene a la recta y el origen
del sistema catadiéptrico O. En este proyecto se plantea la manipulacion algebraica
de esta expresion para separar los parametros que dependen de la calibracion de
los que no. Los datos a utilizar como entrada son los puntos en el n-plano X que
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se calculan a partir de los puntos de la imagen, a través de la inversa de la matriz
H..

- y-1a
x=H_"x

Definiendo X = ( Ty z )T la expresion XT'Qx = 0 desarrollada en forma de
ecuacion queda de la manera siguiente:

(2 (1— €2) — €n2) 2 + 2n,m, (1— ) 77 + (n2 (1 — €) — En2) 7 + ..

oo 2n,n, T+ 2nynL g +nE =0 (4.1)

Operando algebraicamente se pueden separar los pardmetros que dependen de la
calibracién de los que no.

(1—¢&) (n22° + 2non, Y + n27°) + 2n. (n,T + n.g) +n? — &n2 (2 + %) =0
(4.2)
Para ello se define un parametro o que encapsula la informacién de la recta expre-
sada en forma de normal al plano.

(1 =€) (neZ +nyy)? +2n, (e +nyy) +02 (1= (22 + 7)) =0  (4.3)

(1-&&)a”+2a+ (1-&r*) =0 (4.4)
r*= (22 + %) (4.5)

B NgT + NyY
a=—— = (4.6)

Observese que esta ecuacion introduce una discontinuidad cuando n, = 0 si-
tuacion caracteristica de una recta 3D vertical. En esta situacién la proyeccién de
una recta del espacio en la imagen omnidireccional es una conica degenerada a una
recta independiente de la calibraciéon. Esta discontinuidad puede suponer un pro-
blema de convergencia en este proyecto donde el objetivo es una configuracién en
la que la mayoria de los contornos rectos sean verticales. Los errores derivados del
mal condicionamiento del célculo aumentan cuando mas cerca se esta del objetivo.

Para evitar este problema, la discontinuidad se puede trasladar de las rectas
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verticales a las rectas horizontales definiendo la variable 3 en vez de la variable «.

(1= +28+(1-¢&)=0 (4.7)
n,
p= eZ + gy (4.8)

Partiendo de estas expresiones se puede calcular o o 8 a partir de un punto
del n-plano y con el coeficiente del espejo &. La transformacion de un punto de la
imagen a un punto del n-plano viene dada por la expresion lineal X = H;lfc. Tanto
H. como £ son variables que dependen unicamente de la calibracion del sistema.

1
a:—1_£2j:1_££2\/1+r2(1—§2) (4.9)
P S Sy y ) (4.10)
o 1—527"2 1—527“2 :

Se puede identificar rectas verticales § = 0 facilmente utilizando un umbral
|B| < threshold y considerar el caso particular en que n,z + n,y = 0. Una vez
calculado 3 en caso de no detectarse el caso singular de conica degenerada se puede

calcular « facilmente o« = %3

Caso General

Considérese el caso en que tenemos dos puntos en la imagen X;, Xy que perte-
necen a la proyeccién de la recta 3D. Con la calibracion del sistema, a traves de He,
i . _ T
tenemos definidos los puntos correspondientes en el n-plano X; = ( 1 y1 1 )
y X9 = ( To Yo 1 )T. Con la ecuacion B0 se calcula (8, para el punto 1y [
para el punto 2. Notese que aunque del calculo se deducen dos valores para [3;
y B2 Unicamente uno de los dos tiene sentido fisico generando el otro una coénica
complementaria. A partir de la definiciéon de a y 3 se obtiene el sistema lineal:

o _é w0 (4.11)
T2 Y2 —3, ny 0

que expresado en funcion de « es

Ny
X1 Y1 —0q n _ 0 (4 12)
Ty Yo —Qp Y 0 '
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despejando n, y n, en funcién de n, se tiene

n, = 2 TN (4.13)

ToY1 — T1Y2

y = wnz (4.14)
L2Y1 — T1Y2
El plano IT estd completamente definido por n que puede ser cualquier vector
normal definido en el espacio con dos pardmetros. Dado que el plano esta definido
por la orientacién y no por el médulo y que se conoce un punto del plano (el origen
del sistema catadiéptrico central O), se puede introducir una tercera condicién a
la hora de calcular n. Se asume que n es ortonormal

n

2 2 2 _
ny +n, +n;=1

n. — Tol1 — T1Yo
V@21 — 21 + (o — 1)’ + (1T — ao2)’
QY1 — 1Y
Ng =
\/(562’91 — 551@2)2 + (@1 — Oz1§2)2 + (1 Ty — 04297:1)2
1Ty — Qg
N —

\/(fzﬂl — j1??2)2 + (1 — a1g2)2 + (qZy — a2f1)2

Configuracion Singular

En el caso singular en que n. = 0 la cénica 2 es degenerada y la ecuacién de

la comnica en el n-plano se expresa de la manera siguiente.
(1—¢&%) (n22° + 2n,n, Ty + nigz) =0

Si & # 1 entonces (n,T + nyyj)z = 0, ecuacion en la que las dos soluciones del
contenido del paréntesis llevan a la misma solucion, una recta radial centrada en
el origen.

NgT +nyy =0
Con un tnico punto se calcula la recta 2D. Asumiendo la condicién ortonormal

de n

2 2 2 _
ny +n,+n;=1
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n, =20
—Yy
Ng =

I

Ny = —F—=—
V2 + 32

Siguiendo este mismo criterio se puede realizar un ajuste condicionado por la
calibracion con mas puntos si se desea un resultado mas preciso. El proceso consiste
en calcular los coeficientes ; para cada punto, que aportan n ecuaciones al sistema
lineal

|~
3
183
jan)

Tn Yn _gn

que puede ser resuelto por descomposicién en valores singulares (SVD).

4.1.3. Ajuste Robusto de Cénicas (RANSAC)

En la seccion E12 se ha descrito el proceso por el cual, conociendo la calibra-
cion del sistema, se calcula la conica que pasa por dos puntos, que esta definida si
es la proyeccién de un segmento recto de la escena. En esta seccién se aplica en un
método robusto, para extraer, a partir del conjunto de trazos conectados, el mayor
numero de conicas correspondientes a segmentos rectos de la escena.

La ventaja principal del método RANSAC ademas de ser robusto a puntos
espureos es que puede detectar mas de una cénica en un trazo. De hecho se puede
aplicar el método al conjunto de los puntos sin utilizar el agrupamiento por tra-
zos conectados, a costa eso si de un tiempo de célculo muy elevado. El algoritmo
RANSAC ajusta una serie aleatoria de elementos de nuestro conjunto de pun-
tos a una figura geométrica determinada. En este caso, se quiere ajustar coénicas
condicionadas definidas por dos puntos.

1. Entre los puntos del trazo se seleccionan dos al azar y se calcula la cénica
que pasa por los dos puntos.

2. A continuacién, se calcula la distancia de todos los puntos del trazo a la conica
ajustada. Los puntos cuya distancia es menor a un umbral dado aportan
un voto a la cénica ajustada. Este proceso se repite un ntmero de veces
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determinado estadisticamente y se selecciona la conica que méas votos ha
recibido.

Aplicando de nuevo el método a los puntos que no han votado a la conica elegi-
da se puede detectar una nueva conica. El proceso se para cuando la relacién entre
el namero de puntos sobre el que se va a detectar una nueva conica y el niimero
de puntos total es menor que un umbral dado.

La efectividad de este método depende del algoritmo para ajustar las cénicas
y de la seleccion entre los puntos que pertenecen a la conica y los que no.

Distancia de un punto a una cénica

La distancia de un punto a una coénica no es a priori un calculo trivial. En el
caso que se aborda en esta seccion la distancia de un punto a una cédnica es un
método que discrimina los puntos que pertenecen a la conica de los que no. El
algoritmo utilizado se ha de aplicar a la totalidad de los puntos detectados por
Canny en cada uno de los intentos del bucle de RANSAC.

Ante la necesidad de un algoritmo rapido y el uso que se va a dar a éste, se ha
implementado una aproximacion a la distancia entre punto y cénica. Los requisitos
de esta aproximacién es que se aproxime bien a la distancia real en el rango del
umbral de seleccion y que sea monoétona creciente. A continuacién se muestran
varias alternativas y la solucién empleada.

Distancia Algebraica

La ecuacion de pertenencia de un punto a una conica tiene la forma
17 + oy + c3y® + T+ sy +cg =0 (4.15)

Se define la distancia algebraica como dag = 12 + c2xy + c3y* + cax + c5y + ¢6 -
Esta funcién es cero cuando el punto pertenece a la cénica y va creciendo a medida
que el punto se aleja de la cénica. La principal ventaja de esta expresion es que su
computo es muy rapido, ademads z;;s; se puede calcular previamente al RANSAC.

$2

Y
2

<

/
dalg: ( C1 Ca C3 C4 Cs Cﬁ) = CXyift

—e 8
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La principal desventaja es que la magnitud resultante no es en pixeles lo que
hace dificil fijar un umbral de seleccion. Ademéds su aproximacién a la distancia
varia dependiendo del tipo de conica, haciendo necesario calcular un umbral para
cada cénica. Ademas, la cénica que separa las zonas de pertenencia y no pertenen-
cia c12? + coxy + c3y? + 4T + csy + 6 — dumpral = 0 1O se haya a una distancia
uniforme de la cénica.

Distancia basada en el Gradiente.

Sea, Xp un punto ajeno a la cénica, X, un punto perteneciente a la conica

. .z 2 2 — 1
(definida por la ecuacion c;2”° + coxy + c3y° + 4z + c5y + 6 = 0) ¥ dae la dis-
tancia algebraica definida anteriormente que representa a una familia de cénicas

~ T
concéntricas, se define el vector gradiente de d, al vector Vdy, = ( % g—i ) ,

de direccién perpendicular a la familia de curvas y magnitud igual a la variacion

de esta distancia en esta direccién.
= - | 2cr+yta
Vdag = ( ) o ( coT + 2c3y + 5

A partir de esta funcién vectorial se define al vector i como el vector normal
a la familia de coénicas en el plano.

@lml@
(g ey e

Vg
809 = 9]

La ecuacion paramétrica de la recta perpendicular a la cénica en el punto per-
teneciente a la cénica x. queda definida por r; = x. + Aii(x.). En este enfoque
se plantea una aproximacion a esta recta dada por rup... = X + Al (Xg) dado que
i (x.) = 0 (xp + Ax) ~ 01 (xp).

El procedimiento consiste en calcular la recta perpendicular aproximada, cal-
cular la interseccion de ésta con la cénica y una vez determinado el punto Xe,,,ox

calcular la distancia entre ambos.

Para ello se substituye en la ecuacién B3 la ecuacién de la recta aproximada:

Icapmw =9+ )\aproxn:v (XO)

Yeaprow — Y0 + )\aproxny (XO)

x? = 234 Q\aprostta + A2 02 Y2 =8 4 Qhaprosity + A2 02

Caprox aprox aproz Y
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2

xcaprox yCaprox = ToYo + xOAapro:cny + yO)\aproa:na: + )\apmznzny

A2 (clni + congny + c;;nZ) +Aapros (2¢1M + 2¢3ny + €2 (Tony + Yons)) +-..

aprox /, N

VvV WV
coefq coefy

+g1x§ + coxoyo + c;;yg + c4xo + C5Yo + Co = 0

coefe

donde A es la solucién a una ecuacion de segundo grado

—coefy, & /coef? — 4coef,coef,

2coef,,

)\aprox -

De manera que cada solucién es una de las dos intersecciones de la recta con la
conica.

Obsérvese que el sumando independiente coef. es la distancia algebraica que
se ha descrito anteriormente y que A es igual a menos la distancia del punto xy a
los dos puntos interseccién.

Si se observa la ecuacién a partir de la cual se calcula lambda )\Zmzcoe fao +
Aaprozcoe fy + daig = 0 se puede despreciar el término cuadratico para obtener una
aproximacion lineal de la distancia.

dal
)\linealcoefb + dalg =0 /\lineal = _COC;;b

Xiineal — X0 = /\linealﬁ (XC)

dal g
coe fy

En la practica se ha visto que esta distancia aproxima muy bien al problema
de pertenencia o no a la cénica que se quiere resolver.

dlineal - ||Xlineal - XOH - ||/\linealﬁ (XC)H - |)\lineal| -

El algoritmo utilizado utiliza una combinacién de distancias para determinar
la pertenencia a la cénica de los puntos.

1. Calcula el umbral algebraico para la conica a partir de un umbral en pixeles.

2. Se calcula para cada punto la distancia algebraica y se compara con el umbral.
Si es mayor que el umbral, el punto se descarta en caso contrario se pasa al
siguiente nivel.
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3. Se calcula la distancia lineal y se vuelve a comparar con el umbral en pixeles.
Los puntos que se encuentran fuera de la franja se descartan.

4. Se calcula la distancia basada en la recta seudo-perpendicular. Los puntos
que cumplen esta condicién y las anteriores emiten un voto positivo.

Este planteamiento hace que para la mayoria de los puntos solo se calcule la
distancia algebraica que resulta muy barata en cdlculo. En la practica, con un
umbral de dos pixeles, y utilizando una primera criba con la distancia algebraica
y utilizando ademas la distancia lineal se consiguen buenos resultados.

4.2. Calculo del Punto de Fuga de Rectas Verti-
cales

Una vez que se tiene una descripcién analitica de las proyecciones de los trazos
rectos se puede proceder al analisis de los puntos de fuga de estas conicas.

El punto de fuga de cada par de segmentos rectos de la escena, es un punto
proyectado en la imagen, que tiene la caracteristica de ser la interseccion de las
cénicas que definen la proyeccion. Este punto codifica informacion sobre la orien-
tacién de ambas rectas.

Partiendo del supuesto de que las direcciones predominantes de los segmentos
rectos en la escena son la direccion vertical y horizontal, existiran dos puntos para
cada configuracién (horizontal y vertical) a la que fugaran la mayoria de las cénicas.
El objetivo de esta seccién es identificar estos puntos de fuga mayoritarios, y de
entre éstos, aquellos que pertenecen a la orientacién vertical que es la orientacion
que se toma como referencia.

4.2.1. Sistema de Referencia Utilizado

La orientacion de referencia es la orientacién vertical. En esta situacion la pro-
yeccion de todas las rectas verticales de la escena estan representadas por cénicas
degeneradas a rectas en la imagen que intersectan en un punto de fuga en el centro
de la imagen o punto principal. El resto de rectas de la escena se proyectan como
cénicas intersectando en diversos puntos de fuga.
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Figura 4.1: Las rectas verticales se proyectan en rectas radiales que fugan al punto principal

Si la cdmara gira un angulo ¢ alrededor del eje vertical el conjunto de las
rectas verticales gira alrededor del punto principal un angulo igual a menos 1 con
un cambio de orientacién dado por el efecto del espejo.?

La orientacion de cada recta vertical respecto de los ejes queda determinada
por el angulo 0. Esta configuracién es muy utilizada en aplicaciones de SLAM,
o de localizacién por busqueda de iméagenes, debido a que se restringe los grados
de libertad a la posicién y un giro. Ademas, como se describe en el anexo D=,
esta configuracién degenerada no depende de la calibracién de los parametros del
espejo lo que hace posible utilizar el sistema sin calibracion.

Tomando la orientacién vertical como referencia y rotando la camara alrededor
del eje X, se observa que los segmentos rectos de la escena que corresponden a
rectas verticales ya no se proyectan en rectas radiales sino que se proyectan en
conicas. El punto de fuga de todas ellas se ha desplazado del punto principal.

Figura 4.2: Las rectas verticales se proyectan en cénicas y el punto de fuga se ha desplazado

La distancia de este punto de fuga respecto del punto principal esta relaciona-
da con el angulo de giro ¢ mientras que el angulo alrededor del punto principal

2Ver anexo 2
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esta relacionado con el angulo de giro ¢ .

Figura 4.3: Las rectas verticales se proyectan en cénicas y el punto de fuga se ha desplazado
v ha rotado

Por lo tanto, identificando el punto de fuga comin a las proyecciones de las
rectas verticales, se puede calcular la orientacién de la camara definida a través de
los angulos ¢ y 1.

Figura 4.4: Angulos que definen la orientacién de la cdmara y recta vertical
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Como referencia absoluta se elige la orientacién vertical que se ha descrito. En
esta referencia se puede expresar una recta vertical en forma paramétrica en funcién
de un angulo # que define la orientacién del plano que une esta recta vertical con
el origen del sistema catadiéptrico central.

7 cos 6 0
X=Xo+vA=| rsinf |+ 0 | A
0 1
siendo el vector ortonormal al plano
X x v sin 6
0
Nyert = 7———— = | —cosé
Xol V] |

La orientacién de la camara se puede definir con dos angulos ¢ y 1. Para
trabajar con estos angulos se va a definir una transformacion T que define la
referencia absoluta vista desde la referencia de la camara en funcién de los angulos
¢ alrededor del eje X y 9 alrededor del eje Z de la camara. La camara es la
referencia 0 y la referencia absoluta absoluta es la referencia 2.

costy —siny 0 1 0 0
oIt =rot, () = | sinyy cosyp 0 1T? =rot, (p) = | 0 cos¢ —sing
0 0 1 0 sing cos¢

costy —cos¢siny  sin¢gsiny
oT? =rot, (V) rot, (¢p) = | siny cosgcosyy —singcosy
0 sin ¢ cos ¢

2
Xeam = OT Xabs

Se puede definir la transformacion inversa correspondiente a la transformaciéon
que va de la referencia absoluta a la camara.

Cos 1 sin 0
TV = (OTZ)t =rot, (¢)' rot, (V) = [ —cos¢siny  cosgcosyy  sing
singsiny  —singcosy cos ¢

_ 0
Xabs = 2T Xeam

Con estas transformaciones se puede expresar a través del vector n una recta
que es vertical en el sistema de referencia absoluto en el sistema de referencia de
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la camara.

cos 1 sin 6 + cos ¢ sin 1 cos 0
n =T Nyert = | sinesinf — cos ¢ cos) cos (4.16)
—sin ¢ cos 6

Esta expresiéon se utiliza mas adelante para relacionar la norma del punto de
fuga con el angulo ¢.

4.2.2. Interseccion de Conicas

Considérense las conicas €2 y 2, pintadas en la figura EZ5. Dos curvas cénicas
intersectan en cuatro puntos Pt+, PT= P~1 y P~~. En esta seccién se presenta el
algoritmo basado en geometria proyectiva presentado por Barreto en [I0] asi como
la variacién realizada para el caso singular de interseccion de dos cénicas en dos
puntos cuando estas conicas son proyeccion de rectas del espacio.

Figura 4.5: Interseccién de dos cénicas en cuatro puntos y el tridngulo autopolar

El Triangulo Autopolar Comtn a un Dos Conicas

La ecuacién HET7 define una familia de curvas cénicas Q (). La familia de
conicas es la serie infinita de curvas cénicas Q (\); combinacién lineal de la ba-
se de cénicas €2; y 2. Notese que si P es un punto comun a ambas Q1 y €,
(PTQ,P =0y PTQ,P = 0) , entonces P pertenece a Q (\) para cualquier valor
de A (PTQ(X\)P = 0). Un par de curvas cénicas siempre intersectan entre s en
cuatro puntos que pueden ser reales o complejos, distintos o coincidentes. La fa-
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milia de cénicas determinada por ; y €2, es simplemente el sistema de todas las
cénicas que atraviesan los cuatro puntos comunes a €2 y £2s.

Q(\) = Q + A (4.17)

Los puntos P™*, P*= P~* y P~ definen un cuadrildtero. Los lados del cua-
drilatero intersectan respectivamente en Ny Ng y N3 que son los vértices del
triangulo autopolar para todas las cénicas de la familia. Esto significa que el par
de vértices (N1,N3),(N1,N3) v (N3,N3) son conjugados respecto de todas las
conicas Q (A). Se cumple que

NTQ(\) Ny =0 (4.18)
NTQ(A)N3 =0 (4.19)
N;Q(\) N3 =0 (4.20)

En general cuatro puntos definen tres pares distintos de rectas. El punto Ny
estd definido como interseccién de las rectas definidas por P™, P~~ y PT= P~
respectivamente. El punto Ny estd definido como la interseccién de las rectas defi-
nidas por P~7, P™~ y P~ P*7 respectivamente. El punto N3 est4 definido como
la interseccién de las rectas definidas por P~", P~ y P™* P*~ respectivamente.

Estos pares de rectas pueden ser descritos como conicas degeneradas que a su
vez pertenecen al conjunto de cénicas Q (). El rango de una cénica degenerada
formada por dos rectas es de un orden menor al maximo lo que significa que

det (Ql + )\Qz) =0 (421)

Se puede demostrar que la solucién de esa ecuacién es un polinomio de tercer
grado del tipo

coe f, 3 + coef)* + coef\ + coef; =0 (4.22)

Si la solucion de este polinomio son tres raices reales nos hallamos con el ca-
so expuesto de interseccion de dos cénicas en cuatro puntos. Para cada A queda
definida una coénica cuyo espacio nulo es el punto N correspondiente.
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Si la solucién obtenida es una raiz real y dos raices complejas las dos conicas
intersectan en dos puntos. En este caso sélo se puede obtener un punto N real como
espacio nulo de € (Aeal)-

Calculo de la Interseccién de Dos Cénicas
Usando el Triangulo Autopolar. Caso General

Los puntos Ny, Ng v N3 son los vértices del triangulo autopolar asociado a la
familia de cénicas Q (A). Si los elementos de la familia de conicas Q (\) intersectan
en cuatro puntos, entonces los vértices N1, No y N3 no son colineales. Cualquier
punto del plano proyectivo P? se puede escribir como una combinacién lineal de
tres puntos no colineales por lo que, escogiendo N1,IN5 y N3 como base, cualquier
punto del plano proyectivo se puede expresar como

Sustituyendo P en las ecuaciones de las conicas €2y y €2, y teniendo en cuenta
que N1, N5 y N3 son puntos conjugados respecto de ambas conicas se llega al
siguiente sistema de ecuaciones.

P (0,0)" QP (p,0) =0 (4.24)
P (0,0)" QP (p,0) =0 (4.25)
NTQIN; + ¢*N2Q Ny + 0°N2 QN3 = 0 (4.26)
NTQoN; + NI QN + 0*NI QN3 =0 (4.27)

Resolviendo el sistema de ecuaciones se llega a

. NTQIN1INT QN3 — NTQN1NTQ; N3 (4.28)
NI QN3NNI QN2 — NI QN3NI QN> '

0= — & TOINONT N1 — NI QLN2N{ QN3 (4.29)
NIQIN3NI QN> — NI QBLN3NIQiN, '

Los puntos de interseccién son PT = P (¢T,07), Pt~ =P (p*,07), P~ =
P(p7,07) y PTT =P (p,07)
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Calculo de la Interseccion de Dos Proyecciones
de Rectas de la Escena Usando el Triangulo Autopolar

El caso particular que se trata en este apartado aborda el problema de la inter-
seccion de dos conicas cuando éstas son la proyeccién de una recta de la escena. El
caso general expuesto en la seccion anterior y desarrollado ampliamente por Ba-
rreto [I0] asume que las conicas intersectan en cuatro puntos. En el caso particular
que se trata en este proyecto las conicas intersectan en 2 puntos haciendo inviable
el método anterior. Sin embargo profundizando en la configuracién degenerada se
ha llegado a una solucién a este problema.

P\

[}
|
|
|
|
|
|
|
:
Figura 4.6: Interseccién de la proyeccién de dos rectas del espacio en dos puntos en el n-plano

Sean ny y ng dos vectores cada uno de ellos normal al plano formado por la
recta del espacio correspondiente y el origen del sistema catadiéptrico central y Q4
y Q, la representacién en el n-plano de las proyecciones de estas rectas en forma
de conica.

nxl an
n; = | ny ny = [ ny,
L T2
xTx=0
_ n:2cl (1 - 62) - 7122152 2nx1ny1 (21 - 522) ) Mgy T2y
Q = Ty Ty, (1 o S ) Lo (1 - S ) - 71215 Ty, 12y (430)
Ty T2y Ty Mgy ngl

xTQyx =0
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_ nig (1 - €2> - n22£2 Mgy Ty, (1 - §2) Mo Mzy
QQ - Tz Ty, (1 - 52) n?jg (1 - 52) - n22§2 ThypMozy (431)
Mo Tz Thyp Mg ni

_ Los vértices del tridngulo autopolar asociado a la familia de cénicas Q(\) =
Q1 + A2, cumplen la condicién de conica degenerada

det (1 + AQ) =0

que es una ecuacién polindémica de tercer grado del tipo.

coefo\* + coe f)* + coef )\ + coefy =0

Si se calculan las raices de esta ecuacién de forma analitica con un software de
calculo simbdlico se llega a un resultado en la que una de las soluciones es real y las
otras dos complejas conjugadas. Esta situacion es una configuracion degenerada
del problema de interseccién de dos cénicas en la que las dos cénicas intersectan
unicamente en dos puntos.

A== A= f(nne) Az =conj(Ao)

El espacio nulo de Q (A1) = Q1 + AQ, es una cénica degenerada a recta que
pasa por el origen y que pasa por los puntos en los que las dos cénicas intersectan.

2 2 2 2 _
(n2 ngynsy — N2 ngyns,) 4 (n2ny,n., —n2 ny,n.,)y =0 (4.32)

Expresada en forma paramétrica esta recta queda expresada como:
2 2
T(ﬂ) _ ( Vg )M _ ( nzgnylnzl _nz1ny2nz2 >,U
= = 2 2
Uy N My Ty — M, My Ny
La interseccion de esta recta con la ecuacion de cualquiera de las dos cénicas da
como resultado dos puntos que son los dos puntos de fuga buscados. La solucion a

esa interseccion pasa por resolver el polinomio de segundo grado donde ¢; son los
coeficientes de la ecuacion de cualquiera de las dos conicas:

12 (102 + covgvy 4 c3v3) + i (cavy + cs0y) + 6 =0
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4.2.3. Identificacion del Punto de Fuga de Rectas Vertica-
les

En la seccién B2 se ha descrito el calculo de la interseccién de dos cénicas
que son imagen proyectada de dos rectas del espacio. Para identificar el punto de
fuga de las rectas verticales se parte del conjunto de intersecciones de cada par de
conicas.

El dangulo ¢ entre el eje vertical de la escena Z y la referencia Z’ de la camara
se va a limitar a un angulo maximo de 85°. Se asume esta situacién porque, en
ambientes hechos por el hombre, la mayoria de los segmentos rectos detectados son
verticales u horizontales. Un angulo de 90° o méas hace converger la solucion del
problema hacia rectas horizontales.

En la practica esta limitacién angular supone excluir del calculo a los puntos
de fuga cuya distancia al punto principal de la imagen sea superior a un umbral
calculado a partir del d4ngulo limite.® Estos puntos de fuga excluidos corresponden
a los puntos de fuga de las rectas horizontales.

Tras esta seleccion previa cada punto de fuga va a ser votado por el resto segtin
un umbral de distancia.Dado que la mayoria de las rectas van a ser verticales y van
a fugar a un tnico punto, se asume que el mas votado es el punto de fuga buscado.

4.3. Calculo de la Orientacion de la Camara

Una vez estimado el punto de fuga de las rectas verticales expresado en coor-
denadas polares Xjf,5, = ( Pfuga Ofuga ) se puede estimar la orientacién en el
sistema de referencia. Debido a la simetria de revolucion del espejo el angulo de
giro 1) alrededor del eje vertical de la cdmara coincide con menos el dngulo del
punto de fuga?.

w = _efuga (433)

El signo negativo se debe a la imagen simétrica producida por cualquier espejo.

El angulo ¢ esta relacionado con la norma del punto de fuga segin la expresién

3La relacién entre las coordenadas polares de un punto de fuga y la orientacién de la cdmara
se describe en la seccién B=3
4Ver el anexo D
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que se plantea a continuacion.

Relacién entre el angulo ¢ y la norma del punto de fuga
vertical

En la seccién B2 se ha descrito el calculo de interseccién de dos cénicas que
son proyeccion de rectas en el espacio. Se presenta como resultado una recta en
forma paramétrica que pasa por el origen de coordenadas en el plano normalizado
(n-plano) y cuya interseccién con cualquiera de las dos cénicas Q; y Q5 son los dos
puntos de interseccion entre las dos conicas.

2 2
IO B DT e e S B
Uy Mo Mgy Mzy — Ny Mgy Ty

Figura 4.7: Definicién polar del punto de fuga

Se plantea ahora esta ecuacién paramétrica para el caso de dos rectas verticales
descritas por las normales a los planos formados por las rectas y el origen n; y n,.
Estas dos rectas se van a describir segtn el criterio de dngulos de la seccion EZ21'y
dado que las rotaciones ¢ y 1 estan desacopladas y sélo interesa el célculo de ¢ (¢
es directamente menos el angulo polar del punto de fuga) se va a asumir que ) = 0.
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La expresién entonces para una recta vertical definida por el angulo 6 que se
ha rotado un angulo ¢ alrededor del eje X es:

sin 6
n=| —cos¢pcosh
— sin ¢ cos 6

Si se toman dos rectas verticales cualesquiera definidas por los angulos 6, y 65

sin 0 sin 6y
n; = | —cos¢cosb n, = | —cos¢cosby
— sin ¢ cos 61 — sin ¢ cos 6,

A partir de este punto se utiliza Sgpguio ¥ Canguio €11 susticion de sin(angulo) y
cos(angulo) como notacién. la recta r queda descrita como

Ug = Mgy Ny (nZQnyl - n21ny2) = Sicﬁcﬁb (S¢C¢C91 092 - S¢C¢091092) =0

Uy = 52091092 (092891 — Cgl 592>
(1) = !
PV 830, Co, (CoySa, — CoySay) )V

La recta r solo tiene componente en Y porque se ha supuesto que ¢ = 0. La
expresion de la cénica 1 expresada en el n-plano es:

(4.34)

(1= &%) (S0, — CyCo,7)° —254Co, (S0, T — CyCo,7)+55C5, (1 — € (2 +9%)) =0

Sustituyendo r en la cénica y agrupando en funcién de p queda una expresion
polinémica de segundo grado

coe fopi* + coe fop + coef, = 0
coefo = 55C5,C3, (CoySo, — CoySa,)* (CF — €7)
coe fyy = 25,C;,Co,C (Co,S9, — Co,5,)

coef, = 5;031
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Resolviendo la ecuacion de segundo grado mediante la soluciéon analitica se
calculan los dos valores de la variable paramétrica pu.
_ —Cp ¢

53)091092 (Co,So, — Co,Sp,) (C’i — 52)

I

Sustituyendo estos valores en B=34 y teniendo en cuenta que sélo tiene compo-
nente en el eje X se llega a la siguiente expresion para la distancia del punto de
fuga al origen.

P — Sp (—=Cs £ )
uga Cq% — 52
que simplificada se traduce en
—S,
Pfuga = 4.35
fug C¢ :tg ( )

Esta expresion permite relacionar el angulo ¢ con la norma del punto de fuga
elegido.

En la practica lo que se necesita es calcular el angulo ¢ en funcién de pyyqq
para lo cual se calcula una look-up table. El tamano de esta tabla influye en la
precision del angulo calculado pero permite separar el célculo del bucle principal
debido a que para su céalculo solo se necesita el parametro &.

4.4. Rectificaciéon de la Imagen

Una vez calculada la orientacién del sistema de referencia respecto del sistema
de la camara se procede a realizar una rectificacion de la imagen original. El obje-
tivo es obtener una imagen equivalente a la que se obtendria si la cdmara estuviese
en posicion vertical. Para ello se utiliza la transformacion inversa definida en la
seccion B2,

Cada pixel de la imagen original lleva asociado un rayo segun la proyeccién
inversa del modelo de la esfera (seccion B). Si se rota este vector la transformacion
inversa »T° que transforma cualquier vector en la referencia de la cdmara en un
vector en la referencia absoluta y después se proyecta se obtiene como resultado
una imagen rectificada. Para evitar huecos en la imagen resultante en la practica el
procedimiento es el contrario. Para cada pixel de la imagen de salida se calcula el
rayo correspondiente, se rota a la referencia de la cAmara con la transformacién (T2
y se reproyecta para ver el tono del pixel de la imagen original que le corresponderia.
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¢ ¥ Ly

420 [ 150.84° | 4°
48.19° -07.38° | 1.75°
62.4436 | -21,4357° | 1.25
24.75° 160.18° | 3.5°
47.87 -21.88 0.5°
19.72° 157.92° 1.5°
49.10° 164.91° | 4.5°
65.15° | -71.24 | 1.25°
46.82° -55.34° | 1.75°

Tabla 4.1: Orientacién y error angular

4.5. Experimentos

El algoritmo presentado en las secciones anteriores se ha desarrollado en un
primer lugar en lenguaje de Matlab y posteriormente se ha ido traduciendo a C
para Matlab poniendo especial énfasis en las secciones criticas. Los experimentos
realizados consisten en la rectificacion de una secuencia de imégenes tomadas con
el sistema catadidptrico en el interior de un edificio. El algoritmo devuelve la orien-
tacion de la camara respecto de la posicién vertical y una imagen rectificada que
se halla en configuracién vertical.

En la tabla BT se presentan los resultados de orientacién para varias de las
iméagenes tomadas en una secuencia. Las imagenes han sido seleccionadas exclusi-
vamente en funcion de la nitidez de la imagen influyendo tinicamente en el proceso
de extraccién de contornos con Canny. En la tabla también se presenta una medida
del error cometido en el calculo que se comenta a continuacién.

Partiendo de los contornos extraidos por Canny y de la matriz de rotacién de-
vuelta por el algoritmo se rotan los rayos que corresponden a cada punto hasta la
situacién referencia. En esta situacion singular los trazos conicos se han transfor-
mado en trazos rectos que intersectan en el punto principal.

Ajustando estos trazos a rectas y calculando la interseccién de todas ellas se
obtiene un punto de fuga. La distancia de este punto de fuga al punto principal
es una medida del error cometido que se puede expresar en una medida angular a
partir de la expresiéon H=33 presentada en la seccion E=3.
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Figura 4.8: Estimacién del punto de fuga y rectificacién

En un muestreo de 10 imagenes la media del error cometido es de 2.07° con
una desviacion tipica de 1.4°. No se observa una evolucién del error en funcién del
angulo de inclinacion ¢.
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4.5. Experimentos




Seccion 5

Conclusiones

Para la realizacion de este proyecto se parte inicialmente de una serie de pro-
cedimientos para calibrar sistemas omnidireccionales descritos en [8, B, [, 8] y
accesibles como OpenSource en forma de utilidades para Matlab. La implementa-
cién de la utilidad de reconstruccién basada en Structure from Motion plantea la
dificultad de adaptar la informacion de calibracién proporcionada por los distin-
tos métodos analizados a un sistema referencia comtun y manteniendo los distintos
modelos proyectivos. Se realiza una reconstruccion lineal y después se ajusta ese
resultado con un procedimiento no lineal de ajuste fotogramétrico .

Como resultado del trabajo de comparacion de metodos de calibracion de cama-
ras se ha escrito un articulo de investigacion, actualmente en proceso de revision
[2].

La comparativa plantea que todos los métodos permiten resultados de recons-
truccion de precision elevada si bien no siempre se dan las condiciones mas adecua-
das para obtenerlos. Muchos de los métodos han sido desarrollados para sistemas
paracatadioptricos y presentan problemas practicos cuando se utilizan con espejos
hiperbdlicos. La utilidad que acompana al método [5] por ejemplo incluye un ex-
tractor de puntos automatico basado en la suposicion de que el espejo es parabdlico,
que no funciona bien cuando la imagen del patron de calibracion se encuentra en
la parte mas exterior del espejo. Es sin embargo esa zona, la que mas influye a la
hora de la posterior calibracion no lineal invalidando los resultados. Para obtener
los resultados de reconstruccién que se presentan en este documento se tuvo que
modificar la utilidad desactivando el extractor automatico e implementando uno
manual.

Es importante resaltar que todos los métodos asumen que el sistema es cata-
dioptrico central, situacion que no es facil de garantizar porque se desconoce la
situacién geométrica exacta del centro 6ptico de la camara perspectiva. Para ga-
rantizar unos resultados buenos se realizo un procedimiento sencillo de ayuda al
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posicionamiento del espejo que se presenta en el anexo M.

En la préactica un sistema omnidireccional de estas caracteristicas necesita ser
calibrado cada vez que se modifica la distancia focal. En este contexto el parametro
geométrico del espejo & necesita ser estimado una tnica vez, incluso es conocido si
el fabricante del espejo adjunta en la documentacion técnica los pardmetros a y b
de la hipérbola generatriz.

En [8, B, 8] se optimizan la calibracién con un proceso no lineal a partir de
soluciones estimadas mediante procesos lineales. La influencia de la calidad de los
datos de entrada en los resultados de la geometria del espejo es mayor de lo espe-
rado, lo que obliga en ocasiones a repetir la calibracién del sistema buscando un
dato que en realidad ya se conoce. Se hecha en falta en estos métodos la posibilidad
de introducir como semilla el parametro geométrico £ para realizar una calibracion
rapida en el contexto de un uso cotidiano del sistema en el que se da facilmente
un cambio de la distancia focal. Esto facilitaria asimismo el uso de los extractores
automaticos haciendo aun maés rapido el proceso.

La segunda parte del proyecto intenta aplicar el conocimiento de la calibra-
cién interna a la hora de calcular parametros externos como la orientacién. Los
métodos de ajuste de conicas que se toman como partida estan enfocados a un
uso de calibracién interna (por ejemplo los presentados por Barreto en [I0]) y se
basan en ajustes de cénicas a partir de 5 puntos. La convergencia de estos métodos
precisan de un arco de conica muy amplio, situacién que es dificil de conseguir en
un proceso offline como es la calibracion que presenta el método [[@], se torna casi
imposible en un proceso automatico.

En este proyecto se aporta como novedad el método de ajuste de conicas a
partir de dos puntos basado en la calibracion, deducido e implementado durante la
realizacion del mismo. Este método posibilita la convergencia del ajuste asi como
una reducciéon del tiempo de calculo que plantea la posibilidad de implementaciéon
del algoritmo completo en tiempo real. Este método solo funciona con aquellas
conicas que son proyecciones de rectas de la escena (definidas en el espacio por dos
puntos) donde la conicidad de la forma geométrica a detectar en la escena viene
determinada por la calibracién interna.

El algoritmo se realiza inicialmente en Matlab y posteriormente se traduce a
C para Matlab optimizando las secciones criticas. En el algoritmo,que se presenta
en el CD anexo, las funciones de C se han implementado pensadas para ser utili-
zadas directamente y posteriormente encapsuladas en funciones interfase entre C
y Matlab .



Anexo A

Geometria de la Hipérbola

Un espejo hiperbdlico es un hiperboloide de revolucion. En este anexo se plan-
tean las relaciones geométricas que definen una hipérbola y las propiedades y
parametros que resultan ttiles en el estudio de un sistema hiper-catadioptrico
central.

A.1. Definicién Geométrica de Hipérbola

Figura A.1: Definicién de la hipérbola

Una hipérbola es el lugar geométrico de los puntos tales que el valor absoluto
de la diferencia de sus distancias a dos puntos fijos, llamados focos, es igual a una
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constante positiva igual a la distancia entre los vértices.

rn—ro=k k=cte (A.1)

A.2. Deduccion de k

En el caso en que r; pasa por O e incide en el minimo local de la cénica
ry =c—a, r, = c+ a, a partir de A se deduce el valor de la constante k

k=ri—ro=(c+a)—(c—a)=¢+a—¢+a=2a

A.3. Ecuacién Explicita de la Hipérbola

La ecuacién explicita de la hipérbola se deduce a partir de B sustituyendo
las distancias 1 y ro por su expresion en coordenadas.

rlz\/m Tzz\/m

7‘1—7”2:\/R2+(Z+0)2—\/R2+(Z—c)2:2a
VR2+ (Z+¢) =20+ \/R*+ (Z —¢)*
R+ 22427 + % =4a* + RZ+ 2% — 2cZ + # + 4a\/ R? + (Z — ¢)?

4cZ — 4a* = 4ar/R? + (Z — ¢)°

cZ — a?

a

= \/R2+ (Z —¢)°

7% —2cZa® + a*
2

=R*+(Z—¢)
- +(Z -0

A7? —2eZa% + a* = a®>R? + a* 7% + o’ — 2eZa®

(02 - a2) 72— PR’ +a* —ad’* =0
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(—a*) 2 —d®R*—a*(*—a®) =0 (A.2)

2

Por analogia con la elipse se define el parametro b = ¢ — a? de manera que se

puede expresar ¢ = a? + b°.

F!

Figura A.2: Definicién del pardmetro b en la ecuacién de la hipérbola

V7% — a*R* - d*0* =0 (A.3)
Z*  R?

A.4. Definicion de Semi-Latus-Rectum

En el caso en que el punto de la hipérbola donde inciden r; y ro tenga la altura
del foco F’ se llama semi-latus-rectum a la distancia de ese punto a la recta gene-
ratriz y se define a través del pardmetro p de manera que 2p = semilatusrectum.
Se define la distancia entre focos d = 2c.
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2p

<

"

Figura A.3: Definicién de los pardmetros p y d

ro=\/d>+ (2p)" = /> +4p> 1y =2p

k=2a=r—ry=+/d*>+4p> —2p
2a + 2p = \/d? + 4p?
4a® + 47 + Sap = d® + 47

8ap = 4¢* — 4a®

?—a? b?

2¢  2a

a y b se expresan en funcién de d y p

k=2a=r—ry=1/d?>+4p> —2p
<\/d2+4p2 - 2p>

1
a=—
2
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Excentricidad Semi Distancia entre cos(x) sin(x)
lineal latus-rectum focos
— 2 2 _ b — — d )
c=+va+b 2p =X d=2c 3 Tr n N

Tabla A.1: Pardmetros de la hiperbola

Excentricidad | parametro focal | Distancia de la directriz al origen

c 2p b2 a a?

Tabla A.2: Pardmetros de la hipérbola 2

|
0 = (@ + 8% + P+ 4p?)
d2
2 _ JR—
© Ty

d d
bz:CZ—GQZZ‘IZ—Z;—QpQﬂLp\/dQ—I-ZLp?

b= \/p\/d2—|—4p2—2p2

A continuacién se definen geométricamente dos parametros que resultan de
utilidad en el modelo de la esfera.

§ = 4 cos (A.5)

/d2 + 4p2

2P = —siny (A.6)

La hipérbola se define también como el lugar geométrico de los puntos cuya
distancia al foco [, y cuya distancia a la directriz l; estan relacionadas por la
excentricidad.
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Figura A.4: Definicién de la hipérbola a partir de la directriz

R*+(Z—¢) = Z—Zz2+a2—2cz
R+ 7%+ * —2e7 = Z—ZZera?—zeZ
a’R*+a*Z* +a® (C2 — a2) =277
72 (02 — a2) —a’R* - a? (02 — a2) =0
7202 _ 2R% — a2 —

72 R2

2z et



Anexo B

El Sistema Hipercatadioptrico
como SCC

En [I] Baker y Nayar demuestran que un sistema catadiptrico se comporta
como central inicamente si el espejo tiene perfil hiperbdlico, parabdlico o eliptico.

Cada rayo que incide en la cdmara perspectiva 7, ficjado €sté relacionado por la
ley de Snell con un rayo que incide en el espejo 7ipcidente-

\F'-‘: -

T

Figura B.1: En un SCC la proyeccién de los rayos incidentes pasa por un tnico punto F’

Se dice que un sistema catadioptrico es central si, para cada rayo reflejado
,definido por el centro 6ptico de la caAmara perspectiva C' y un pixel del plano de
proyeccion, existe un rayo incidente que pasa por un punto de la escena (el que
se ve en el pixel) y por un punto definido como origen del sistema catadioptrico
central O que es comun para todos los rayos incidentes.

En este anexo se muestra cémo un sistema catadioptrico formado por espejo
hiperbdlico y cAmara perspectiva se comporta como un sistema central si se situa el
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centro 6ptico de la camara perspectiva en el foco opuesto de la hiperbola generatriz
que define el hiperboloide de revolucién.

Se va a asumir la simetria de revolucion del hiperboloide y el sistema de refe-
rencia utilizado en el modelo de la esfera en el que la camara se situa en el foco
superior y esta orientada hacia el espejo definido por el foco inferior.

C

Figura B.2: Geometria de la reflexién de un rayo

_d—z __ 2¢c—2z _z _ dz __ ng
tana—T—T tan@-; tanﬁ——ﬂ—n—z
En la figura B2 se han definido los angulos «, 3, v y 6. Observese como en
la figura el angulo entre el vector normal n y el rayo incidente es igual al angulo
entre n y el rayo reflejado quedando la ley de Snell implicitamente contemplada
en la igualdad siguiente.

a+0+28+2y=r (B.1)

T _

Por otro lado el dngulo v = 7 — a de manera que una vez sustituido, la ex-
presion BT queda como 25 = a — 6. Si se toman tangentes a ambos lados de
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la ecuacién, tan (28) = tan(a —#) y se utiliza la propiedad geométrica de las

tangentes, tan (A + B) = % la ecuacién queda como

2tanf8  tana —tand
1—tan®’f 1+tanatand

(B.2)

La ecuacién B3, que es la ecuacién presentada por Baker y Nayar en [1],
es general y a partir un vector gradiente genérico define una ecuacién diferencial
cuya solucion es multiple y define los perfiles de los espejos hiperbdlico,eliptico y
parabdlico.

En este anexo se presenta la solucion particular que corresponde a un espejo
hiperbdlico.

A partir del gradiente de ecuacion explicita del espejo en coordenadas polares
con origen en O se puede obtener la expresion del vector normal.

(z—0* () _
a? 2 L

—a*r? +0*2% — 2’2 + bt =0 (B.3)

f(r,z) = —a*r?* + b*2% — 2cb®z + b*
B —2a’r
T\ 207 (2 —¢)

n ( —21365?— ¢) )

Conocido n en funcién de r y z se sustituye en la ecuacion B el valor de los
angulos buscando que se cumpla la ecuacién del espejo.

Vf(r,z):(

SIS

tan Ny 2a°%r a? r a? r
anfl = — = = =
. =202 (z—¢) b2 (z—c) b (c—2)
2 T
2b_2 (c—2) . (26 - 22) T
1 (2 _r 27 p2 4 9cz — 22
T\ B2 (c—2)
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2

2% (r*+2c2 = 2%) =2(c=2)" = 2(c—2)° (Z_j(ciz))z

4

20 (r* + 2cz — 2%) = 2b* (c — 2)? — 22—27‘2

2
2a* (2cz — 2%) = 20% (c — 2)? — 2a%r? (2—2 + 1)

20V (2cz — 2%) = 20%b* (c — 2)? — 2a’r? (a® +b%)
0= 2b° (6202 + 0222 — 22¢b% — 2cza® + a222) — 2a°r? (a2 + b2)
0= 20° (17202 + 22— 2zc3) —2a%r%?

0 = 2v? (62 + 22— 220) — 2a%r?

llegando a
—a®r? + %22 — 2?2 + 01 =0

que es la ecuacion del espejo B3. Este desarrollo demuestra que se cumple la
condicién de sistema catadioptrico central impuesta a traves de la definicién de
0,partiendo de la ley de Snell en BTy la condicién geométrica de que la camara se
encuentre a una distancia 2c¢ del origen, y de que el perfil del espejo sea hiperbélico.



Anexo C

Modelo de Proyeccion para un SCC
Hiperbdlico

En el anexo B se ha demostrado que un sistema hipercatadiéptrico cumple
la condicion de sistema catadioptrico central. Por otro lado en la seccion B se ha
presentado un modelo de proyecciéon abstracto que engloba a los sistemas catadiop-
tricos centrales en base a unos parametros geométricos que para el caso de espejo
hiperbdlico pueden ser identificados geométricamente en el Anexo A. En el presen-
te anexo se va a exponer la proyeccién de un punto de la escena en una imagen
omnidireccional generada con un sistema hipercatadidptrico y se va a comparar
este resultado con el obtenido segiin el modelo de la esfera mostrando la analogia
entre ambos modelos.

La condicién de sistema catadiéptrico central afirma que debido al perfil hi-
perbdlico del espejo, el rayo reflejado definido por el centro éptico de la cadmara
perspectiva C' y un punto del plano proyectivo xp, es el reflejo de un rayo inciden-
te, que queda definido por el punto de escena X que se observa en la imagen y el
origen del sistema catadioptrico O.

Esta condicién define un método para proyectar el punto X en la imagen om-
nidireccional.”

1. Célculo del rayo incidente r;,. a partir del punto 3D de la escena y el origen
del sistema catadiéptrico O.

2. Célculo de los puntos 7 y xf, mediante la interseccion de 7, con la superficie

INétese que en caso de no darse la esta condicién puede establecerse una relacién entre el
rayo incidente (que ya no pasa por O) y un pixel de la pantalla pero un punto de la escena no
puede proyectarse porque solo se conoce uno de los puntos que definen el rayo incidente.
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74  C.1. Proyecciéon de un Punto sobre el Hiperboloide de Revolucién

del espejo.

3. Proyeccién de los puntos x| y x5, sobre el plano de proyeccién de la cdmara
perspectiva a traves del centro éptico C.

Figura C.1: Proyecciéon de un punto de la escena en la imagen a partir de la reflexién en el
espejo hiperbdlico

Este método calcula la proyeccion de un punto de la escena en dos puntos en la
imagen de los que solo uno es opticamente coherente. Una de las soluciones genera
la imagen real en la que se distingue el efecto de simetria que se da en cualquier
espejo. La solucion no coherente genera una imagen irreal sin el efecto de simetria.

C.1. Proyeccién de un Punto sobre el Hiperbo-
loide de Revolucién

El punto de la escena en coordenadas homogéneas X es transformado al sistema
de referencia del SCC mediante la matriz proyectiva Pscc.

X = Psch
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Pscc = Rscc (I|Csce)

2
Partiendo de la ecuacién del hiperboloide de revolucion con origen en O % =
(+2°)

7z = 1 se desarrolla para llegar a una expresién homogénea.

—a’z? — a®y + 0722 — 2’2+ b =0

Modelando el rayo incidente como una recta paramétrica centrada en el origen
O la interseccién del rayo con la recta x’ puede expresarse como x’ = Ax.

/

x x
v =Xy
Z z

Se sustituye la expresion paramétrica de la recta en la ecuacién del hiperboloide
de revolucion y se calculan \; y Ao pardametros que definen los puntos xj y x5.

—a2x/2—a2y/2+b22/2—20b2z/+b4:0

(b222 — a? (xQ + y2)) A —2z2eb* A + b =0

\— 22¢b? £ /422" — 4020222 + 4bla® (22 + y?)
B 2 (0222 — a2 (22 4+ y?))

 2zeb? £ 207/ 222 — 222 + a? (22 4 y?)
- 22— @ (@ + 57))

A

\ 22¢h? £ 26%/22 (2 — b%) + a2 (2% + y?)
B 2(b222 — a? (22 + y?))

zeb® £ bPav/a? + y? + 22

b222 — g2 (1’2 + y2)

)= 2cb? £ b?ar/x? + y? + 22

C 0222 — a2 (22 + y? + 22) + a22?

zch? £ brar/a? 4+ y? + 22

222 —a? (2% 4+ y? + 2?)

definiendo p = /2% 4 y? + 22
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_zeb® £ bap
222 a2p2

?2? —a*p? = (z¢+ ap) (zc — ap)

_ b? (zc & ap)
(z¢ + ap) (zc — ap)
b2
A= Gewan) o

El par de puntos 2 y 2/, quedan definidos como

b2
xX'=—x
(zc F ap)

C.2. Proyeccion de x’' en la Camara Perspectiva

La camara perspectiva esta localizada a una distancia d = 2c¢ del origen y rotada
respecto de la referencia base 180° en el eje X. Se define la cdmara perspectiva a
través de la matriz de proyeccién P que proyecta los puntos en la imagen.

fx Sskew UO 1 000 R t
P=1| 0 f, 0100 (Ol)ch(Rt)
0 0 1 0010
Ke
1 0 0 0
R=rot,(m)=| 0 =1 0 t=1 0

o
o
|
—_
ISH

Se va a expresar a partir de ahora el punto X’ en coordenadas homogéneas.
La proyeccion de este punto en la imagen en coordenadas homogéneas X puede
expresarse de la manera siguiente.

toooN (o 0o (E
$=K. | 0100 v
0010 0O 0 -1 d z

00 0 1 1
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1 0 0 0 v
x=K. [ 0O -1 0 O y,
0 0 —1d Zl

Figura C.2: Proyeccién de un punto en el plano normalizado a distancia 1

Se define el punto x” como el punto x’ proyectado en coordenadas homogéneas
sobre un plano normalizado situado a una distancia unidad del origen del centro
optico. Este paso intermedio se realiza para desacoplar la matriz de calibracion
de la camara proyectiva del resultado. Observese que es el resultado de aplicar la
matriz de proyeccién sin tener en cuenta K. por lo que

/

/

< 8

/

_UL O O
I

—_
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C.2. Proyeccién de x’ en la Camara Perspectiva

% = Kx"
=1 =\ = i T
(zc F ap)
bZ
" — Dy — —
y' = —y V= "Toza)
bZ
Y =—24+d=-24+d=——"—2+d
(zc F ap)

Como x” es un vector en coordenadas homogéneas, multiplicado por cualquier
factor de escala representa al mismo punto.

T
" o__ b2 P b2 _
X = ( Geran® G " Gean? T ) =

_ ( 2 2 ez )

X = ( Po Sy oz <—’b2a+dc) +dp )T
(25
"o b2 b2 —c2+a2+2c2 +d T
X =7 N\ a¥ Y A\ P
(z5 F0)

"no__ a b? b? c2+a? T
x——(—x —Zy z(—):l:dp)
(z5Fp) N © ‘

Z a<c:a ﬁ ﬁ d T
Y (@ e tEE) @)

La definicion de la hipérbola cuando el punto esta a la altura del latus-rectum

es2a =11 — 71y =/4p? +d? —2p

Se opera y se llega a la siguiente relacion

b2 242+ 2 — 2 2 | 2
VAP +d?> =2a+2p=2a+ — = e _wre (C.3)
a a a

2Ver Anexo A
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por otro lado

2p=— (C.4)

2p 2p

. d T
Se sustituye C3y Cden C21legando a x” ~ < \/4p2+d2$ —\/4p2+d2y z+ mp >

en el que se identifican los parametros definidos en el Anexo A y caracteristicos
del modelo de la esfera.

X'~ (—ne oy zxép )T (C.5)

El modelo proyectivo completo es analogo al modelo de la esfera presentado en
la seccion B

T

)
22 &%+ y? + 22

—1
=K. [ 0 (C.6)
0

o3 O
_ o O

Figura C.3: Referencias tomadas para el modelo de la esfera y el modelo de proyeccién de
espejo hiperbdlico



80

C.2. Proyeccién de x’ en la Camara Perspectiva




Anexo D

Formas Geométricas Independien-
tes de la Calibracion

Los casos que se exponen a continuacién describen situaciones en las que el
sistema catadidptrico puede ser usado sin calibraciéon previa. Evidentemente esta
afirmacién solo se puede realizar bajo ciertas aproximaciones que en la realidad
nunca se cumplen completamente. Se utiliza el modelo de la esfera presentado en
la seccion B. y se asume que no existe distorsion radial ni tangencial en la camara
proyectiva, que no hay ’skew’ y el pixel es cuadrado.

D.1. Simetria de Revolucion

En un sistema catadioptrico central basado en espejo hiperbdlico o parabdli-
co existe simetria de revolucién respecto del eje Z. Se van a expresan en forma
cilindrica las coordenadas de un punto de la escena en el sistema de referencia del

SSC.

Se parte de un vector x de tres coordenadas tras la rotacién y traslacion que
plantea la ecuacién Pl donde cuatro coordenadas homogéneas se han proyectado
a tres en el plano proyectivo P?. A pesar de trabajar en el plano proyectivo P?
imaginarse la equivalencia de estas tres coordenadas en el espacio euclideo puede
ayudar a visualizar la solucién.

7 cos
X = rsin
z

Se proyecta sobre el n-plano mediante la funcién no lineal h.
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82 D.2. Rectas Verticales

rcosf
X = rsin 6

2+ EVTr2 4+ 22

Aplicando la transformacién H. para el caso expuesto anteriormente y expre-
sando las coordenadas de la imagen v y v en forma polar se llega a la expresion
polar de la proyeccion.

-nf 0w — fnrcos 0 + ug
H. = 0 nf vy |: X fnrsin€ + vy

0 0 1 24+ EVr2+ 22

fnrcos@

B _z+€\/r2+22

+up = rpcost, + g

IS
Il
ISHIIRSH

_ fnrsind n
2+ EV/r2 + 22

v — sin 6
tant, = 0 _ _ = —tand
U — Ug cos 0

vg = Tpsinf, + vy

ISS NS

tanf, = —tan6

0,=—0 (D.1)

La simetria de revolucién del espejo hace que la coordenada 6 se conserve. En
caso de no cumplirse la aproximacion de pixel cuadrado y ausencia de distorsion ya
no se cumple sin embargo esta relacién angular se sigue cumpliendo en el n-plano.

La expresion del radio si depende de la calibracién y queda expresada como:

_ s (D.2)

r, = —
P 24+ EVTr? 4+ 22

D.2. Rectas Verticales

Segun el modelo de la esfera la proyeccién de una recta es una cénica que se
puede expresar en modo matricial a partir del plano definido por la recta y el

origen del sistema catadiéptrico central II = ( ng ny n, 0 )T
N ~ -T- _
En la imagen se cumple que X7Q% = 0 siendo Q = H_, QH, ! y X las coorde-
nadas homogéneas en la pantalla.
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_ ny (1 —§&%) —n2g? ngny (1 — &%) NNz
Q= nany (1 — &) n2(1—¢&%) —n2& nyn,
N nyn. n?

Las rectas verticales se expresan paramétricamente como

7 cos 0
X=Xg+vA=| rsinf |+ 0 | A
0 1

se calcula el vector unitario normal al plano I1

NI LI (e
- Xoxv [
S ¥ 1l

Se sustituye el vector normal en la expresiéon matricial de la cénica en el plano
normalizado (n-plano) y se observa que la cénica resultante es una cénica degene-
rada definida por dos rectas (Ver Anexo [).

) sin?@ (1 — £2) —sinfcosf (1 —¢&%) 0
Q= | —sinfcosf(1—&?) cos? 0 (1 — &%) 0
0 0 0

La expresién de la cénica degenerada en el n-plano puede simplificarse y se
observa que las dos rectas de la cénica degenerada son la misma: una recta radial
centrada en el origen.

(1 — 52) (sin2 6% — 2sin 6 cos 0Ty + cos? 9372) =0
(1 —¢&%) (sinfz — cos 07)° =0

Si & # 1 en el caso de espejo hiperbdlico

(sin 0% — cos 07)> = 0
sin 0z — cos 6y = 0

sin 0
—cos b

0

—|
|
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. .
= H-TT
1
HT=| 0 & 0
WUO _WUO ]_
_% 0 0 sin 6 —sinf
1= 0 nif 0 —cosf | = —%
1 _ 1 sin 0 cos 6
pfto —5pvo 1 0 nf do 5l
I'x =0

Li+by+12=0

se asume que z distinto de cero y 7 distinto de cero

N AP | PN - - sin 6 cos sin ¢ cos 0
l17—|—l27—|—l3:llu+lgv+l3:— U+ — v+ UO+—U0 :0
z Tz nf nf nf nf

—sin fu — cos Ov + (ug sin @ + v cos ) = 0

que es una recta centrada en el punto principal y radial.
—siné (u — ug) — cosb (v —vy) =0

(u—1ug) (v—19)

cos sin 6

=\

u = ug — cos A

v = vy + sin A



Anexo E

Enfoque Esfera-Patron2D

El enfoque propuesto por Mei Rives [6] usa el modelo de la esfera expuesto en
la seccion B, con la diferencia de que no tiene en cuenta la inversion simétrica de
la imagen inducida por (¢ — &) que resulta de ver la imagen en un espejo. Este
enfoque anade al modelo, pardmetros de distorsién radial y tangencial para consi-
derar las no linealidades que en la realidad se dan en la camara perspectiva . Este
método es multivista, por lo que necesita varias imégenes del mismo patrén en las
que se vean el mayor ntimero de puntos posible.

Se requiere del usuario cierta informacion previa para inicializar ciertos parame-
tros. Uno de estos parametros es el punto principal que es calculado a partir del
centro y el borde interior del espejo.

También se requieren tres o mas puntos no radiales para calcular la inicializa-
cién de la distancia focal del sistema catadiéptrico. Una vez que los parametros
intrinsecos y extrinsecos han sido inicializados un proceso no lineal (Levenberg-
Marquardt) es lanzado. Este enfoque es vélido igualmente para lentes de ojo de
pez y espejos esféricos.

E.1. Modelo de Proyeccién
El autor lista 17 pardametros involucrados en la proyeccion de un puntos 3D

X en un punto la imagen x = ( x Yy ) Estos pardametros estan organizados en
vectores y denotados por transformaciones como sigue:

1. (P1) Pardmetros extrinsecos. V1 = [ Q1 Q2 q3 qq t1 to 13 ] . Los parame-

tros ¢; representan la orientacién del sistema respecto del mundo descrita
como un cuaternion.t; es un vector de posicién.
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86 E.2. Ecuacion Final

2. (P2).Transformacién del espejo V2 = [¢]. Corresponde con la funcién no lineal
24 del modelo de la esfera.

3. (P2).Distorsién V3 = [ ki ko ks p1 po } Estos parametros modelan la
distorsion radial y tangencial que se da en las camaras perspectivas. Estas
distorsiones se aplican antes de la colineaciéon inducida por ¢ — &.

4. (P3).Modelo de la cdmara.V* = [ a Y1 Y2 Uy Vo ] donde ~; y 72 son la
distancia focal de la caAmara virtual v = fn, a es un parametro que describe
el 'skew’ (Sskew = @y) 5 ug y vo son las coordenadas del punto principal.

E.2. Ecuacion Final

Siendo G la combinacién de las distintas funciones y V los 17 pardmetros que
describen la calibracién intrinseca y extrinseca la transformacién queda como:

G =P1o0Py0P30Py (E.1)

V= [ | AN VAR VA S Ve } (E.2)
Si el patron usado para calibrar la camara esta compuesto de m puntos X; ,que
estan asociados a los puntos de la imagen ,la solucién del problema de calibracion

puede ser resulta minimizando la distancia euclidea entre la proyeccion el patron
y los valores extraidos de la imagen. Esta funcién de coste es la siguiente:

G (V,X;) = xi]? (E.3)

=1

F(z) =

N | —

La minimizacion de esta funcion es calculada segin una variacién del algoritmo
de Levenberg-Marqardt. Como semilla inicial del proceso no lineal, se utilizan una
serie de informacién que se pide al usuario asi como una serie de aproximaciones
basadas en la naturaleza del sistema. Se asume que los errores de distorsiéon son
pequenos y que el tamano de pixel es uniforme, para inicializar los parametros

ki=ky=k3=pr=pr=a=0y ="

Como semilla para el punto principal ug y vy el interfaz grafico pide al usuario
una estimacion del centro del espejo y del borde circular del espejo. Mediante un
ajuste RANSAC calcula el centro del circulo como estimacion mas fiable del punto
principal. La distancia focal v es estimada a partir de 3 puntos no radiales dados
por el usuario partiendo del presupuesto de que £ =1 .
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E.3. Estimacion de la Distancia Focal
Generalizada
Con n puntos no radiales (en la practica, al menos 3) p1, pa,..., Pn, definidos

como p. = X contenidos en la proyeccion de una recta en la imagen, se verifica
el sistema:

Pn><4CZL><1 =0
w2, +v?
Uel (S % - 612 <l
P= : :
2 2
Uen,  Uen % _ucn—zi—vcn

Mediante descomposicién en valores singulares P = USVT, la solucién por mini-
mos cuadrados se obtiene a partir de la ultima columna de V asociada al minimo
valor singular. Se aplican los siguientes pasos para obtener N y en particular v a

partir de C = ( C1 Cy C3 C4 )T
1. Célculo de t = ¢f + ¢3 + c3¢4 comprobando que t > 0.

2. d:\/gyny:@d.

3. Comprobacién de que n? + nZ > thresh para asegurar que la proyecciéon de
la recta no es una recta radial (configuracién degenerada).

4. Finalmente, v = =

Estos parametros constituyen la semilla del proceso no lineal.
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Generalizada




Anexo F

Enfoque Esfera-Rectas

Este método [{] propuesto por Barreto y Araujo estd basado en la proyeccién
de rectas en imagenes omnidireccionales. En un sistema catadidptrico central la
imagen de una recta del espacio es una cénica. Por ello el primer paso consiste en
ajustar las conicas correspondientes a estas rectas. Se puede establecer una rela-
cién entre estas cénicas,el punto principal y otras entidades como las rectas polares,
rectas del infinito y puntos circulares. De estas entidades se derivan una serie de
propiedades invariantes de colinealidad, incidencia y ratio-cruzado. Estas propie-
dades son utilizadas para calcular la imagen de la cénica absoluta y el parametro
del espejo.

Figura F.1: Proyeccién catadioptrica central de una recta

39
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90 Central

F.1. Calibracién del Sistema Catadioptrico
Central

Para calibrar la camara catadidptrica central se calcula la imagen de la conica
absoluta Q. = HZTHZ1 y el pardametro del espejo €. Para calcular €., primero se
necesita (7 QO) la recta polar del centro de la imagen O respecto de la cénica €.

Esta recta intersecta € en dos puntos I y J que estan contenidos en la cénica
absoluta. Al menos 5 de estos puntos son necesarios para calcular Q.. De cada
proyeccion de una recta se obtienen 2 puntos, por lo que al menos se necesitan tres
proyecciones de rectas para calcularla.

Una vez que la conica absoluta es calculada H. es determinada por descompo-
sicion de Cholesky de Q.. El célculo del parametro del espejo & se describe segtin
los siguientes pasos:

1. Para cada par de cénicas O, y Qj, se determina la recta correspondiente que
pasa a través de los polos de fi;; respecto de €2; y £2;,/1;; intersecta con la recta
Too-

2. Cada imagen de una recta €Q; tiene asociada una familia de rectas 7);;.Se
determina el punto IN; como interseccion de estas rectas.

3. Para cada proyeccién catadidptrica de la recta Q) se determina la recta i =
N; A O.

4. Se estima la localizacién de la linea en el infinito 7, sabiendo que esta
contiene a los polos de fi; respecto de la conica 2.

5. Para cada conica fAZ; se determina la interseccion dada por f)z =p; N7y el
polo C; = Q7w que debe pertenecer a la recta fi;.

6. El parametro & se deduce a través de la expresion basada en el ratio cruzado

¢ = \/{O,f)i,Ni,Ci}.




Anexo G

Enfoque por Transformacion
Lineal Directa

Este enfoque [6] usa también el modelo de la esfera. Para tratar con las no-
linealidades presentes en este modelo, se utiliza la extension de vectores y matrices.
En esta aproximacion se utiliza una transformacién lineal directa que se usa de se-
milla de una posterior optimizacion no lineal evitando la necesidad de informacion
previa. Este método calcula una matriz de proyeccion extendida de 6 x 10 que es
valida para cualquier sistema catadioptrico central.

Esta matriz se calcula a partir de las coordenadas extendidas de los puntos de la
imagen y de los puntos 3D. La entrada requerida consiste en una tnica imagen con
un de minimo de 20 correspondencias 2D /3D distribuidos en 3 planos diferentes. De
esta matriz de proyeccion extendida se pueden extraer los pardmetros intrinsecos
y extrinsecos.

G.1. Modelo de Camara

El modelo usado en este enfoque es igualmente el modelo de la esfera. En esta
aproximacién se han tenido en cuenta las dos intersecciones de el rayo tridimensio-
nal con la esfera y son representadas mediante una cénica dual degenerada. Ambos
puntos son proyectados a continuacion segin un modelo de camera proyectiva que
da como resultado dos puntos en la imagen X+ de los cuales uno es fisicamente po-
sible. Como se ha mencionado anteriormente este modelo es valido para cualquier
sistema catadiéptrico central, encapsulando el tipo de espejo y su geometria en el
parametro £ , que es la distancia entre la centro éptico virtual y el centro de la
esfera.
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Este enfoque usa las siguientes expansiones: de vector-3 X a vector 6 x en la
imagen y de vector-4 X a vector-10 X en el espacio. La extension de una matriz
A es denotada por A.

G.2. Matriz de Proyeccion Genérica

Un punto tridimensional es matematicamente proyectado sobre dos puntos de
la imagen que pueden ser representados via la cénica dual degenerada generada
por ellos. Estos puntos son X, y X_ y la conica dual es dada por

Q~ %, %+ R%_R% (G.1)

La triangular inferir de la cénica es calculada utilizando las coordenadas exten-
didas del punto tridimensional, parametros intrinsecos y extrinsecos.

Vsym (§2) ~ F|c6:c6X§§6ac6 ( le Teza ) X0 (G.2)

Donde, R representa la rotaciéon de la camara catadidptrica,X¢ y Texa dependen
unicamente del parametro del espejo £ y de la posicion de la caAmara catadidptrica
C = (t,, t,,t.) respectivamente.

1 0 0 00 0
0 1 0 00 0
0 0 1 00 0
=1 09 0 0 10 0
0 0 0 01 0

—€ 0 - 00 (1-¢)
De ese modo Py, ,una matriz de proyeccion catadioptrica de tamano 6x10,

puede ser descrita como el producto de una matriz dependiente tnicamente de
parametros intrinsecos A4 v otra dependiente de parametros extrinsecos T ...

Peata = I:"cX§ I’iﬁxG ( l Teua ) (G3)
R
cata Tcata

G.3. Calculo de la Matriz de Proyecciéon Genéri-
ca

El procedimiento para calcular la Matriz de Proyeccion Genérica es el mismo
que en el caso perspectivo [[1]. La tinica diferencia se da en que ambos puntos, los



G. Enfoque por Transformacién
Lineal Directa 93

2D y los 3D estan extendidos. Por lo tanto, la relacion entre las correspondencias
y la matriz de proyeccién se expresa como sigue

(B @ X) Peata = 06 (G.4)

El vector-60 pe.tq contiene los 60 coeficientes de P..,. Apilando estas ecuacio-
nes para n correspondencias 3D-2D se obtiene un sistema de ecuaciones de tamano
6nx60, que puede ser resuelto por minimos cuadrados. El minimo ntimero de co-
rrespondencias requeridas es 20: una matriz antisimétrica de tamano 3x3 tiene por
definicién rango 2, su correspondiente extendida rango 3. Por ello cada correspon-
dencia aporta 3 restricciones lineales independientes.

G.4. Descomposicién de la Matriz de Proyeccion
Genérica

Para descomponer P, en parametros intrinsecos y extrinsecos como en la
ecuacion [G3 se debe tener en cuenta tinicamente la submatriz superior izquierda
6x6 de P.u,. Esta matriz se denomina Py y es definida por P, ~ IZICX,gl-:{. Si se
define M = P,D'PT y tras aplicar propiedades propias de las matrices extendidas
se consigue eliminar la matriz de rotacion.

M ~ A.XRD'RTXTA; ! = A.X D 'XIAT (G.5)

Los parametros intrinsecos: (&, 7y, ug, vg) parametro del espejo, distancia focal y
las coordenadas de el punto principal de la camara perspectiva respectivamente
son extraidas de los elementos de la matriz M;;.

Uo—%—zg vo—%—gg §=
M.
v = \/2 (264 + (1 + €2)%) <M—44—u%)
66

Una vez que la matriz de parametros intrinseca A.., se ha extraido de la matriz
de proyeccién, la submatriz 6x10 correspondiente a T4, se calcula multiplicando
Pata por la inversa de A.qsq.

o~ ~ -1
Teata = R (16Tea) ~ (AXe)  Peata (G.6)

La submatriz superior izquierda de tamano 6x6 de T.., corresponde con la
matriz de rotacién estimada R.g.A partir de esta matriz se pueden estimar los
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angulos de rotacién «a ,5 y ¢. Como se esta trabajando con una matriz de rotacion
extendida el proceso de extraccion no resulta trivial, pero se simplifica una vez que
uno de los angulos ha sido calculado.

Una vez que se han estimado los parametros intrinsecos e extrinsecos, éstos son
utilizados como semilla inicial de un proceso no-lineal. Para este proceso se incor-
poran ciertos parametros adicionales que no se incluian en el modelo de la esfera.
Estos parametros parametros de distorsion radial y tangencial que son inicializados
a cero. Este enfoque usa dos parametros por cada tipo de distorsion. El criterio de
minimizacion es la raiz cuadratica media del residuo de la distancia entre el punto
medido en la imagen y su correspondiente reproyeccion.



Anexo H

Enfoque Distorsion-Patron2D

En este enfoque [R] el tinico modelo asumido es que la funcién de proyeccién
puede ser descrita como una expansion por serie de Taylor. Los coeficientes se
estiman resolviendo un problema de minimizacion por minimos cuadrados en dos
etapas. Esto hace que no se requiera ninguin conocimiento a priori, ni modelo del
sensor omnidireccional. Por ello, este enfoque asume el hecho de que la imagen
omnidireccional es un caso particular de una imagen distorsionada y que esta
distorsion se puede calibrar de forma empirica. Este enfoque hace uso de una serie
de imégenes de un patrén 2D en distintas posiciones. La precisiéon depende del
nimero de imagenes usado asi como del grado de el polinomio.

H.1. Modelo de la Camara

En el modelo general de camara omnidireccional, se distinguen dos referencias:
el plano de imagen de la cdmara (z’,y') y el plano del sensor (z,y). Todas las
coordenadas se expresan en el sistema de referencia situado en O, con el eje del
sensor alineado segin el eje Z. Sea X un punto de la escena se denomina x” =
( "y )t a su proyeccién sobre el plano sensor y u’ = ( oy ) a su imagen
en el plano de la camara. Los dos sistemas estan relacionados entre si por una
transformacion afin. De este modo x” = AX'+t , donde A € R2*? y t € R2*!. Esta
transformacién puede ser sustituida por un factor de escala « obteniéndose una
relacion mas simple entre los dos sistemas. La funcién de proyeccién g, engloba
la relacién entre un punto z” en el plano del sensor y el vector p que define la
direccién de la recta que une el origen del sistema de referencia O con el punto de
la escena X. Entonces, el modelo completo de una camara omnidireccional es

Ap =N (X")=Ag(ax') =PX A>0 (H.1)
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96 H.2. Calibracién de la Camara

donde X € R?* estd expresado en coordenadas homogéneas, P € 234 es la
matriz de proyeccién perspectiva. La funcion g tiene la siguiente forma

gx)=(a y fly)) (H.2)

y f es definido como

F@'y) = a0+ arp’ + azgp® + -+ anp™ (H.3)

donde p’ es la distancia euclidea en la referencia de la imagen. Dado que g es
una funcién lineal g (au’) = ag (u’). Reescribiendo la ecuacién HI se obtiene

.T,

Ap = Mag (X') = A v = PX (H.4)
a0+...+anpln

El factor a se puede integrar directamente con el factor de profundidad A . Por
ello ,para calibrar la cAmara omnidireccional se deben estimar los n+ 1 pardametros
(ap,ay, ..., a,) correspondientes a los coeficientes de la funcién f.

H.2. Calibracion de la Camara

Durante el procedimiento de calibracién, un patrén plano de geometria conocida
se muestra a la camara en distintas posiciones desconocidas, las cuales se pueden
describir respecto del sistema de coordenadas del sensor mediante una matriz de
rotacién R = [ ry ro rs ] y una traslacién t., los parametros extrinsecos. Sea I°
una imagen en la que se observa el patrén de calibracién, M;; = [X,;,Y};, Zi;] las
coordenadas 3D de los puntos en el sistema de coordenadas propio del patron y

T .
Xij = ( Tij  Yij ) las coordenadas de los correspondientes puntos en el plano de
la imagen. Si se asume que el patrén es plano sin perdida de generalidad Z;; = 0.
La ecuacién HA se convierte en:

\ijpi; = P X = [ riorl ol ] éj = [ riorl t } Y (H.5)
1
1

Para resolver la calibracion de la caAmara los parametros extrinsecos deben ser
determinados para cada posicién y orientacién de el patrén de calibracién.
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H.2.1. Resolucion de los Parametros Extrinsecos de la Cama-
ra

El primer paso es eliminar la dependencia con el factor de escala y profundidad
Nij- Esto se resuelve multiplicando ambos lados de la ecuaciéon HZ3 por p;;. Si se
tiene en cuenta una observacion particular del patrén de calibraciéon, cada punto
p; de el patréon aporta tres ecuaciones homogéneas.

UV (7“31Xj + 7’321/} + tg) — f (pj) (7”21Xj + 7"22}/;' + tQ) =0 (HG)
f (p]) (TllXj + 7’12}/}' + tl) — Uj (T’ngj + 7"32}/]' + tg) =0 (H?)
Uj (T‘QlXj + ng}/j + tg) — Uj (T’HX]‘ + 7"12Y} + tl) = 0 (Hg)

Donde X;,Y;,Z;,u; y v; son conocidas. La ecuacion [HZH es la tinica de las tres
que es lineal e involucra a los parametros rq1,r12,721,729,t1,t2. Por ello, apilando
todas las entradas desconocidas de la ecuacion HZE en un vector, esta ecuaciéon
se reescribe para m puntos de el patrén de calibracién como un sistema lineal de
ecuaciones que puede ser resuelto por descomposicién de valores singulares (SVD).

El parametro t3 es calculado en el siguiente paso.

MH =0 donde H = ( ri1 T2 Tor T2 b1t )T

H.2.2. Resolucion de los Parametros Intrinsecos de la Cama-
ra

Una vez que se han calculado los parametros extrinsecos, éstos se introducen
en las ecuaciones HGy HT para calcular los parametros intrinsecos ag,ay,as,...,a,
y t3. Todas las variables desconocidas de las ecuaciones H@ y HT se apilan en
un vector y las ecuaciones se reescriben como un sistema de ecuaciones linear. En
este paso se incorporan las k observaciones del patrén de calibracién.

Qo

A1 A1p1 cee Alp? —U1 o --- 0 . Bl
Cy Cipp - Ciypp —up 0 -+ 0 ) D,
. . . . . . Qp o .

. . e . : : s . 1«/.:15 - .
Cp Cipr -+ Crpp 00 -0 —uy : Dy,
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donde

Ai =15 XP 1Y + 1)
B, =w; (r5; X' + ri,Y")

N R AR Ve BT

Ci =r X' +rY' + 1)

R A A ARy
Finalmente se obtiene una solucién por minimos cuadrados del sistema sobre-
dimensionado mediante una seudoinversa. Después de estos dos pasos la camara

esta calibrada. Aunque los autores no hacen mencién e ello, después de este proceso
lineal se realiza una optimizacién no-linear usando el algoritmo de Gauss-Newton.



Anexo 1

Geometria Proyectiva

El espacio euclideo utilizado habitualmente para la representacién de puntos en
dos y tres dimensiones plantea una serie de limitaciones a la hora de trabajar con
propiedades proyectivas. Una de ellas es por ejemplo que una operacién matricial
permite escalar y rotar un vector pero no trasladarlo. Las coordenadas homogéneas
que se introducen a continuacién plantean un sobredimensionado del espacio re-
presentado introduciendo la transformacion afin (rotacion, escalado y traslacion)
y transformaciones proyectivas.

I.1. Coordenadas Homogéneas en el
Plano Proyectivo P?

I.1.1. Representaciéon de Puntos Bidimensionales

Un punto (z,y) se representa por x = )\( r y 1 )T VA # 0. El punto x =

( r1 Ty T3 )T corresponde al punto ( i—; i—i ) si 3 # 0 0 a un punto del infinito

en la direccién ( T1 T ) sixg = 0.

I[.1.2. Representacion de Rectas Bidimensionales

La ecuacion de la recta A (az + by +c¢) = 0 YA # 0 se puede expresar como
1™x = 0 donde 1 = )\ ( a b c )T VA # 0 es una representacion en coordenadas
de la recta.

Notese que una triada puede representar tanto un punto como una recta exis-
tiendo una dualidad entre punto y recta.lTx = 0,xT1 = 0. n puntos definen una
recta si cumplen el sistema homogeneo
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L | 1=0
X,

que se puede resolver por descomposicién en valores singulares (SVD). La dua-
lidad entre recta y punto permite calcular la interseccién de rectas mediante el
sistema

|l x=0
lT

El caso particular de recta que pasa por dos puntos se puede calcular con el
producto vectorial.

1:X1XX2

Y el caso particular de interseccion de dos rectas se calcula como
X = 11 X 12

I.1.3. Representacion de Coénicas Bidimensionales

Sea la ecuacién de una cénica en el plano A (azx? + bay + cy® +dr +ey + f) =0
VA # 0 puede ser representada como A (XTQX) = 0 siendo Q la representacién
matricial de la cénica.

Q:

DI O olor
S NoNIR

vlanic Q

Si expresamos la conica como un vector ¢ = ( a b c de f ) se pueden
estimar los coeficientes de la cénica a partir de al menos 5 puntos que lo definen
resolviendo el sistema

e} iy Yy ooy 1
. . . . . C:O

S e

T2 Tpln yg Tpn Yn 1

donde n > 5 es el nimero de puntos.
Se define 2* como la conica dual que cumple A (ITQ*I) = 0 VA # 0 donde la
recta 1 que cumple la ecuacion es cualquier recta tangente a la coénica.
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4fc—e? ed—2bf be— 2cd
V=Q""1'=| ed—2bf 4daf —d® bd— 2ae
be — 2cd  bd — 2ae  4ac — b?

En el plano proyectivo P? una cénica estd representada por una matrix 3x3.
Cuando el rango de la matriz 3x3 es menor del méximo se dice que representa a
una coénica degenerada. Si rango () = 2 la matriz representa dos rectas que se

cortan 1 y r y puede ser definida como
Q=Ir" +rI"

donde el producto entre un vector columna por un vector fila viene definido

segun la definicion de producto tensorial

Liry Lirg lirs
lI'T = 127"1 ZQT'Q l27’3
lsry lgry lsrs

Si el rango de la matriz es uno, las dos rectas son la misma.

I[.1.4. Transformaciones Proyectivas

En el plano proyectivo P? las transformaciones lineales estdn representadas por
una matriz H a la que se llama transformacion proyectiva y que incluye traslacion,

rotacién, escalado y proyeccion.

1 0 0 1 0 cosf —sinf O s1 0 O
H=X[ 0 1 0 0 1 ¢ sinf cosf O 0 s9 0
vy vy 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1
M T R S
La transformacion de un punto viene dada por
x' = Hx (L.1)
de una recta
I'=HT1 (1.2)

T T —
rx _IOT:_IOHX_O }IT:I’TH—>1’T:ITH1—>1’:HT1
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y de una cénica
Q =HTQH™ (1.3)

xTQ'x' =0 — x"HTQ'Hx =0

_ uTo /I g-—T —1
TOx — 0 }Q_H QH— Q' =HTQH

1.1.5. La Recta del Infinito

La recta en el infinito se define como

y al igual que un punto en el infinito puede ser proyectada mediante una trans-
formacion proyectiva en otro plano de manera que sea visible.

1.1.6. Los Puntos Absolutos o Circulares

Se definen los puntos circulares como

1 1
I=1: J=| —

y mantienen la propiedad de que son el resultado de aplicar a si mismos una
transformacion de similaridad (escala uniforme,rotacion y traslacién).

scosf —ssinf t, 1 1
I'=HJI=| ssinf scosf t, i :&29’ i | =1
0 0 1 0 factor 0
escala
scosf —ssinf t, 1 1
J=HJ=| ssinf scosf t, —i zgijf —i | =J
0 0 1 0 factor 0

escala

Se llaman puntos circulares porque todo circulo intersecta en un punto circular.

1.1.7. El Punto Polar

Se dice que la recta 1 es la recta polar de un punto x respecto de la cénica €Q si
1 intersecta a la conica en dos puntos x* y x~ de manera que las rectas ,ry pasante
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por X1 y x, y ry pasante por X~ y X, son tangentes a la cdnica.
En el plano proyectivo se calcula como:

1=0x

Analogamente se dice que x es el punto polar de 1 respecto de Q.

I.2. Coordenadas Homogéneas en el
Espacio Proyectivo P?

I[.2.1. Representacion de Puntos Tidimensionales

Un punto del espacio euclideo R? ( XY Z ) se representa por X = \ ( XY Z 1 )T
VA # 0. El punto x = ( X Xo X3 Xy )T corresponde al punto( % % % )
si X4 # 0 0 a un punto del infinito en la direccion ( X Xo Xj ) si Xy =0.

[.2.2. Representacion de Planos Tridimensionales

La ecuacién del plano A (AX + BY + CZ + D) = 0 VYA # 0 se puede expresar

como ITTx = 0 donde IT = ) ( A B C D )T VA # 0 es una representacion en
coordenadas del plano.

Notese que un vector de cuatro componentes representa tanto un punto como
un plano existiendo una dualidad entre punto y plano.IITx = 0.xTr =0

n puntos definen un plano si cumplen el sistema homogéneo

Xi
: =0

XT
que se puede resolver por descomposicién en valores singulares (SVD). La dua-

lidad entre recta y punto permite calcular la interseccién de rectas mediante el
sistema
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Anexo J

Procedimiento para Garantizar la
Condicion de SCC en un Sistema
Hipercatadioptrico

Una céamara fotografica basa su funcionamiento en conseguir que sobre cada
pixel incida Unicamente el rayo que une el centro 6ptico con el punto que se quiere
proyectar. A esta propiedad se le llama unicidad del centro éptico y en una camara
perspectiva se consigue mediante la obturacion de la luz con un diafragma.

En un sistema catadiéptrico basado en un conjunto de camara y espejo se debe
garantizar igualmente que existe una unicidad entre cada rayo que incide en el
espejo y el rayo que se refleja hacia la camara. En su estudio sobre los sistemas
catadiéptricos centrales Baker y Nayar [I] han demostrado que esta propiedad se
cumple Unicamente utilizando espejos parabdlicos, hiperbdlicos o elipticos y bajo
ciertas restricciones geométricas.

En el caso de los sistemas hipercatadioptricos la condicion que se debe cumplir
es que el centro optico de la camara perspectiva coincida con uno de los focos de
la hipérbola generatriz siendo el otro el foco del hiperboloide de revolucién que
define al espejo. Se puede ver una demostracién de esta caracteristica en el Anexo
B. Garantizar esta condicion no es una cuestiéon trivial pues si bien la distancia
entre los dos focos viene dada por la geometria del espejo, a menudo resulta dificil
estimar donde se halla el centro optico de la camara perspectiva.

En este anexo se presenta una metodologia que permite ajustar esta distancia
como un paso previo a la calibracién del sistema completo. Una vez ajustada esta
distancia existen diversos métodos disponibles que permiten de una manera rapida
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y eficaz obtener facilmente todos los pardmetros de calibracion. El método imple-
mentado se basa en el conocimiento de cierta geometria del sistema en cuestion.

El el caso que se expone la geometria del espejo esta perfectamente definida en
la documentacién aportada por el fabricante. El procedimiento se basa en calcular
la distancia segun el eje Z del centro optico de la camara perspectiva al borde
exterior del espejo hiperbdlico. Esta distancia esta perfectamente definida por la
geometria del espejo segun la expresion siguiente.

RQ
Zowt = \/a2 (1+b%xt) +c

Y por otro lado a partir de la calibracién de la camara perspectiva y la pro-
yeccién del borde exterior de la imagen se puede estimar esa misma distancia. El
método se presenta segin la secuencia siguiente.

Rext

Toxt

f

ext —

1. Medida con la ayuda de un calibre del didmetro exterior del espejo.

2. Célculo de la distancia que deberia darse entre el borde exterior del espejo y
el centro optico de la camara perspectiva.

3. Estimacion de la distancia focal de la camara perspectiva mediante un méto-
do de calibracion clasico.

4. Estimacion mediante un programa implementado en Matlab de la distancia
del borde exterior del espejo a partir de la imagen tomada por la camara
perspectiva ya montada.

5. Desplazamiento de la camara una distancia igual a la diferencia entre la
distancia medida y la calculada.
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