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Metodologia de la Programacion

La asignatum

* Marco general:

- metodologia y tecnologia de la Programacion

» 1P, MP, EA

- estructuras de datos y de la informacion

» EDA, FBD
e Créditos:

— teodricos: 4.5

— practicos: 1.5+1.5

adquirir madurez
en Programacion

OBJETIVOS

/

evaluar la eficiencia de un algoritmo y

poder compararlo con otros que resuelvan

el mismo problema

programas

razonar sobre la correccion de un algoritmo
habituarse a documentar formalmente los

diseflar algoritmos recursivos e iterativos,

demostrar su correccion y evaluar su

eficiencia

conocer y saber aplicar un conjunto de

técnicas algoritmicas fundamentales
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Metodologia de la Programacion
La asignatura

Tema 1: Analisis de la eficiencia

— Nociones sobre eficiencia de algoritmos

— Notaciones para medir la eficiencia de
algoritmos

— Jerarquia de eficiencias
— Calculo de la eficiencia de un algoritmo

Tema 2: Introduccion a la especificacion y
verificacion de algoritmos

— Especificacion de algoritmos mediante
predicados

— El transformador de predicados “pmd”
- Semantica de un lenguaje imperativo

— Introduccién a la derivacion de algoritmos
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Metodologia de la Programacion

La asignatum

Tema 3: Disefio de algoritmos recursivos

- Introduccion a la recursividad

— El método de induccion

— Demostracion de propiedades por induccion
- Ejemplos de planteamientos recursivos

- Induccién Noetheriana

— Algoritmos recursivos: disefio, verificacion y
calculo de la complejidad

— Técnicas de inmersion
» transformacion de algoritmos por
Inmersion

* inmersion por cuestiones de eficiencia
* técnicas de plegado y desplegado

» disefio de algoritmos por inmersion
* por debilitamiento de Post
* por reforzamiento de la Pre
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Metodologia de la Programacion

La asignatum

Tema 4: Disefio de algoritmos iterativos

- Introducciéon

— Recursividad final con Post constante y
solucion iterativa

— Correccion de programas iterativos
— Transformacion recursivo-iterativo

— Derivacion de algoritmos iterativos

Tema 5: Esquemas algoritmicos
- El esquema “divide y venceras”

* Programa de practicas:

— Construccion de médulos y medida
experimental de la complejidad

— Especificacion y anotacion de programas
- Disefio de programas recursivos
- Disefio de programas iterativos

- Transformacion recursivo/iterativo
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Metodologia de la Programacion
Bibliografia

* "Programacion metddica"
J.L. Balcazar, McGraw-Hill, 1993
[Balc 93]

* "Algoritmica: concepcion y analisis"
G. Brassard, P. Bratley, Ed. Masson, 1990, [BrBr 90]

* "Verificacion y desarrollo de programas"
R. Cardoso, Ediciones Uniandes, 1991, [Card 91]

* "The science of programming"

D. Gries, Texts and Monographs in Computer
Science, Springer-Verlag, 1981, [Grie 81]

* "Disefio de programas. Formalismo y abstraccion"

R. Pena, Prentice-Hall, 1993, [Penia 93]
segunda edicion de 1997 [Pefia 97]

* Algtn buen libro de Matematica Discreta
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Metodologia de la Programacion
Sobre Practicas

* Sobre las practicas:
- realizacion obligatoria
- asistencia no obligatoria
— precondiciOn para presentarse a examen
— inscribirse en lista de practicas

— al igual que la teoria, se guarda nota las tres
posibles convocatorias

- por parejas
- se entregaran con tiempo para preparar
» trabajo en casa
» clase: dudas, implementacion, evaluacion
— Fechas:
- Lugar:
— Nota: hasta 1.5 puntos
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TEMA 1: Analisis de la eficiencia de

algoritmos

1) Nociones sobre eficiencia de algoritmos

2) Notaciones para medir la eficiencia de
algoritmos

3) Jerarquia de eficiencias

4) Célculo de la eficiencia de un algoritmo

5) Ejemplos y ejercicios
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Nociones sobre eficiencia de

algoritmos

Algoritmo

Conjunto de operaciones elementales
organizadas de acuerdo a reglas precisas,
y cuyo objetivo de resolver un problema
dado.

Para cada dato del problema (entrada)
el algoritmo debe dar respuesta en un
numero finito de pasos

* Para un mismo problema, el algoritmo
no es inico

- ¢Qué algoritmo elegir?

- ¢Con qué criterios se determina si un
algoritmo “me conviene més o menos”?
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Nociones sobre eficiencia de
algoritmos

Eficiencia de un algoritmo [——

medida de 1os recursos necesarios
para su ejecucion

* Aspectos que deben considerarse:
- espacio
— simplicidad
— adecuacion a los datos

- tiempo :.Donde esta
el tiempo?

Eficiencia en tiempo =

nimero de operaciones elementales a
realizar, en funcidn del tamafo de los
datos de entrada

Operacion elemental

operacion cuyo tiempo de ejecucidn esta
acotado superiormente por una constante

» no depende del tamafo de los datos
* coste unitario
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Nociones sobre eficiencia de
algoritmos

* Normalmente, tres mé’cod@lr""baJ oso! ]

empirico/tedrico/hibrido

* Método empirico:

- implementar los distintos algoritmos, y
mediante pruebas, tomar una determi-
nacion

e Método tedrico:

- determinar, teéricamente, la cantidad de
recursos que cada algoritmo necesitaria, en
funcion al tamano del problema

» tamafio: nimero de bytes, pero,
habitualmente, niumero de datos

- Ventajas claras:
» no depende del computador

» no depende del lenguaje ni del com-
pilador

» eficiencia “medible” para cualquier
tamafio de datos
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Nociones sobre eficiencia de
algoritmos

e Método hibrido:

- calculo de la eficiencia tedrica

- implementacion especifica para ajustar
ciertos parametros (constantes) a la maquina
especifica

e ;COmo medir la eficiencia de un
algoritmo?

Principio de invarianza

la eficiencia de distintas implementa-
ciones de un mismo algoritmo difiere
unicamente en una constante
multiplicativa

- notacion “del orden de”: establece coOHmo es el
crecimiento de las necesidades de recursos en
funcion al tamano de los datos a procesar

» notacidn asintodtica: crecimiento lineal,
cuadratico, exponencial,....
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Nociones sobre eficiencia de

algoritmos

* ;Merece la pena complicarse tanto la
vida?

— Un ejemplo: calculo del determinante

» método de los adjuntos

n=10 — t=600 sg.

n=20 — t=10 millones de afios
» método de Gauss-Jordan:

n=10 — t=0.01 sg.

n=20 — t=0.05 sg.
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Nociones sobre eficiencia de
algoritmos

* Ejemplo 1: Producto escalar de dos
vectores.

30
vector[1l..n] de real

Constantes n
Tipos vect

Funcion prodEscalar(E vl1l,v2:vect)
dev (pE:real)
__Q:

--R: pE=producto escalar de vl y v2

Variables 1:entero

Principio
pE := 0
Para 1 = 1 hasta n
pE = pE + vi[1]*Vv2][i1]
FPara
devuelve(pE)
Fin

e ;Tamafio del problema?

* N° de operaciones elementales
- 3n+2 (mdas o menos)
- tiempo = an+ 3
- ¢Espacio?
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Nociones sobre eficiencia de
algoritmos

Ejemplo 2: Ordenacion de un vector por
seleccion

Constantes n = 30
Tipos vect = vector[l..n] de real

Algoritmo ordenaSeleccion(ES v:vect)
__Q:
--R: v queda ordenado “<=”
Variables 1,posMin:entero; Xx:real
Principio
Para 1 := 1 hasta n-1
—-posMin: pos. del minimo en v[i], ..., vin]
posMin = 1
Para J = 1+1 hasta n
Si1 v[jl<v[posMin] ent
posMin = j
FSi
FPara
x -= v[i1]; v[i] := v[posMin]
vlposMin] := X
FPara
Fin

- ;Tamafo del problema?
— N°. de operac. elementales
- ¢Cuéando funciona mejor y/o peor?
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Nociones sobre eficiencia de
algoritmos

* El tiempo de ejecucion depende de:
1- el tamafio de los datos
2- el valor de los datos
3- la eficiencia del compilador
4- el computador
* Normas de “sentido comun” para medir
la eficiencia

» de manera independiente de la maquina
(3 y 4 no se consideraran)

— considerar 2 implica conocer distribuciones
probabilisticas de los datos

— s6lo consideraremos 1 Qta superior |

» coste en el peor caso

» coste en el mejor caso | cota inferior |
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Notaciones para medir la
eficiencia de algoritmos

* Analisis tedrico de la eficiencia
- no constantes multiplicativas
» abstraerse de implementacion
» abstraerse de lenguaje
» abstraerse de computador
— notacion "del orden de" (asintdtica)

* Objetivo: encontrar

— cota superior para el crecimiento, como f(n)

» Ejemplo: coste inferior a n®
— cota inferior para el crecimiento, como f(n)
» Ejemplo: coste superior a n
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Notaciones para medir la eficiencia
de algoritmos

Jocg) @zR*u{O}}

Sea g:N ---> R". Denotamos

O@m))={f:N —--> R* | 3 ceR*,d n,eN,
¥V n >= ng, F(n) <= cg(n) }
- 0(g(n)):

» conjunto de funciones del ordende g

» conjunto de las funciones mayoradas por

g(n)

¢ Se suele denotar como:

f=0(gm) 6 feOlgm)

\NO\

» Introducida por Bachmann en 1894,
y "popularizada" por Landau
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Notaciones para medir la

eficiencia

de algoritmos

* Fundamental: significado

de c,n,

f(nN)<O0(g(n))

¢ Significado si el tiempo de ejecucion de una

1mp1ementac1on concreta es f(n) eO(g(n))

1A £(n)

cualquier otraimplementaciés
solo en la maﬁiﬁ?ﬁ'&! F@&ﬁﬁﬁﬂm@r

}y que difiera
lcuaje, serd

también del ord.gl,lrpfﬁﬁﬁ ntos
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Notaciones para medir la eficiencia
de algoritmos

* ;Qué significa que un algoritmo sea

O(an?+bn+c) ?

* Pero, iNo es la panacea!

f(N)eO(n?d) = F(N)eO(nK),k>=2

* Mas general:

—

f(N)0(@()),g(n)0OCh(n))

fF(n)eO(h(n))

* Ejercicio: Probar que

n3:0(n2)
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Notaciones para medir la eficiencia

de algoritmos

* En conclusién, para una f(n)dada,
deberiamos encontrar la funcién g(n)
“mas pequenia” que verifique

f(n)<0(g(n))

* También nos interesa acotar "por

debajo"

objetivo: "emparedar"
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Notaciones para medir la eficiencia

de algoritmos
4 Q(g(n)) I

Sea g:N ---> R". Denotamos

Q))={f:N —-—> R* | 3 ceR*,d n,eN,
¥V n>=n, f(n) >= cg(n) }

- Q(g(n)):

» conjunto de las funciones minorantes de

g(n)

e Se suele denotar como:

f=Q(gn)) é‘ f < Q(gn)) I

* Proposicion:

f(n)e O@()) < gn)eQ(F())
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Notaciones para medir la eficiencia
de algoritmos

* Y uniendo ambas notaciones

OCF(n)) =
OCF(M) N QF(M))

* O(f(n)):orden exacto de f
* Ejercicio:

f(N)e®@)) <
= C,deR+,3 nOeN B) Vn>:no
cg(n)<=F(n)<=dg(n)

* Proposicion:

f(nNe O@m) < F()Ow@m))
y g(n)eOF())
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Notaciones para medir la eficiencia

de algoritmos

e Graficamente:

‘ﬁ T(n)eQa(n))
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Notaciones para medir la eficiencia
de algoritmos

e Suma de 6rdenes de eficiencia

OFm)+O@))={h:N-->R" U {0} |
3 e O(F(n)),3g O(g(n)),In e N
Vn>=n_, h(n)=F"(n)+g"(n)

0

e Producto de 6rdenes de eficiencia

O () --On))={h:N-->R" U {0} |
3 e O(F(n)),3g e O(g(n)),In e N
Vn>=n_, h(n)=F"(n)-g"(n)

0
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Notaciones para medir la eficiencia

de algoritmos

* Propiedades interesantes:

b) f(n)e O (g(n)) = f(n) € O(g(n)

V) El recipro de 6) no es cierto
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Notaciones para medir la eficiencia

de algoritmos

* Lo mismo vale para Kk funciones,
en lugar de dos

 EJercicios interesantes:

1) Si f(n)e Om) ;=?
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Jerarquia de eficiencias

* Jerarquias de 6rdenes

O@ <cOWogm)) < Om) c
O@mlog(M) c... «c O™ c...
O@»H < Oy

e Denominaremos:
complejidad

()(1) constante
()(Iog n) logaritmica
()(n) Iineal
()(nlog(n)) "enelogene”
()(na) polinomial
N ()(aﬁ) exponencial
()(n!) factorial

» IINTRATABLES!
iPero necesarios!
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Jerarquia de eficiencias

e [.as distintas curvas tienen el
sigulente aspecto

1000 T

900 T

800 T

700 T
— 200

600 T —_

500 + — 0.1*n"2
400 + 100*Ig(n)
— n*lg(n

300 1 g(n)
200
100 <+

0

© N M < 0 © ~ o)

— N ® < 1O © ~ o©
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Jerarquia de eficiencias

* Proposicion:

- f p a <>
DI R S (QECICIOY

Lim f(n) _
2 nigery = Z FM<Om)
i Fm HOECICIO)Y

im —
D e gy ~ P35 9M<OEm)
g(M O F(M))

* Consideraciones sobre jerarquias:

— dan una idea del comportamiento
ASINTOTICO del algoritmo

- pero también puede ocurrir que, para los
tamafios de datos que vayamos a
manejar, sea mejor n> que 10000n?

- en la “bondad” también son factores a

considerar el trabajo de desarrollo y de
uso
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Calculo de la eficiencia de un
algoritmo

* Objetivo: medir la eficiencia de un
algoritmo

e Formas “comunes”:

— ver que es equivalente a uno de complejidad
conocida

» No siempre es posible
- la cuenta de la vieja
» posible, con astucia

* Algunas reglas para calcular la eficiencia
- regla de coste constante
- regla de composicion secuencial
— regla de composicion condicional
- regla de composion iterativa
- regla de invocacion a proc. y func.
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Calculo de la eficiencia de un

algoritmo

* Regla del Coste constante

asignacion (indep.de n)
H /S (indep.de n)
evaluacion de expresiones (indep.de n)

. coste= (1)

* Regla de la Composicién secuencial:

ALGA,

|
A; €O ("))

!
coste= O(Ff (N)+O(F, (N))=

O (max{f,(n).,(M})
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Calculo de la eficiencia de un

algoritmo

* Regla de la composicidon condicional:

*(F(n)) *(F (M)
_— /

— F(F,(n)

T(n)=
O (max{f(n), f(m.f,(nM})

T(n)=
Q(max{fg(n), mi n{f (n).f,(N})

> Tpromedio(NM)= iReflexionar!
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Calculo de la eficiencia de un

algoritmo

* Regla de la composicidn iterativa

O(Fier (M)

. O(fEB+A(n))

A

Mq [<EB> ‘

FMq

— se aplica regla del producto

OF(M)) -O@(M)H=0(F(n).g(n)

- Si coste de cada iteracion el mismo:

T(n)=
O(fEB+A(n) Fiter (M)

- Si coste iteraciones distinto:

fiter(n)

=1

T(n)= Z O(coste iteracion i)
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Calculo de la eficiencia de un
algoritmo

* Regla de la invocacién a un
procedimiento o funcién:

— tiempo total:

1) tiempo de llamada
2) tiempo de ejecucion
3) tiempo de retorno

— en general: 1) y 3) es O(1)

jOJO! No siempre. Es preciso tener
presente paso por valor de vectores,
evaluacion de expresiones,
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Ejemplos y ejercicios

Para 1:=1 hasta n
1 2 Para j:=1 hasta n
% = x+l Para Kizl hasta n
X:o=xX+1
FPara
FPara
__ 3 FPara
x:=0
Para 1:=1 hasta n
XI=X+1 _
FPara Si n MOD 2=0 entonces
Para 1:=1 hasta n
X:=ROUND(x+1/1)
FPara
FS1 — 5
Mq 1<=n
XI=x+1
- 6 540
Para 1:=1 hasta n 12=1
Para j:=1 hasta i FMq
XI=x+1
FPara 7.
FPara x-=1
Mg x<n
X:>=2X
FMQ
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Ejemplos y ejercicios

* Ejemplo:

Constantes n = 7?77??
Tipos vect = vector[1l..n] de real

Algoritmo ordenaSeleccion(ES v:vect)
__Q:

--R: v queda ordenado no decrecientemente

Variables 1,posMin:entero; Xx:real
Principio
Para 1 := 1 hasta n-1
—-posMin: pos. del minimo en Vv[i]
posMin = 1
Para jJ := 1+l hasta n
Si1 v[j]l<v][posMin] ent
posMin = j
FSi
FPara
X = v[i1]; v[i] := a[posMin]
afposMin] = x
FPara
Fin

Metodologia de la Programacion. CPS. Univ. Zaragoza -J.Ezpeleta-

37



Ejemplos y ejercicios

* Bjemplo: producto de matrices
cuadradas

Constantes n=...
Tipos M=vector[l..n,1..n] de real

Algoritmo mulMat(E ml1,m2:M;S m3:M)

__Q:
——-R: m3=m1*m2

Variables 1,j:entero

Principio
Para 1 = 1 hasta n
Para J -= 1 hasta n
m3[1,J]:=0
Para k = 1 hasta n
m3[1,§1:=m3[1,3]+
mi[i,kK]*m2[k, ]
FPara
FPara
FPara
Fin
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Ejemplos y ejercicios

* Ejemplo: ordenacion por insercion
directa

(v[0] es el centinela)

Constantes n = 77777
Tipos vect = vector[0..n] de real

Algoritmo ordenalnserDir(ES v:vect)

--R: Vv[1].,---, v[n] queda ordenado “<=”

Variables 1,j:entero; x:real
Principio
Para 1 = 2 hasta n
x:=v[i]
v[0]:=x
J:o=1
Mg x<v[j-1]
v[il:=v[j-1]
J1:=)-1
FMq
—--como —(x<v[]j-1]),
--X debe estar en v[j]
vlj]:=x
FPara
FiIn
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Ejemplos y ejercicios

* Ejemplo: ordenacion por intercambio

(burbuja)

Constantes n = 77777
Tipos vect = vector[1l..n] de real

Algoritmo ordenaSeleccion(ES v:vect)

--R: v[1].,---, v[n] queda ordenado “<=”

Variables 1,j:entero; temporal,x:real
Principio
Para 1:=1 hasta n-1
Para j:=n descend hasta i1+1
Si v[j-11>Vv[]j] ent
temporal:=v[]j-1]
vii-11:=vlil
v} ]:=temporal
FSi
FPara
FPara
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Ejemplos y ejercicios

algoritmo busgSecOrd(ES v:tipoVec
E miClave:entero
S éxito:booleano...)

--Pre: v[1l]<=v[2]<=..<=v[n]

--Post: Si 1 es el indice menor de manera que
—— miClave=v[i], entonces exito el valor
—— Cierto. Si no existe indic que coincida,
-— exito toma el valor falso. Ademas...

variables 1ndice:entero;
principio
indice:=1
Mg (indice<nEl) A (v[indice]<miClave)
indice:=1ndice+l
FMq
--¢Qué condicidon de la guarda
--ha sido violada?
exito:=miClave=v[indice]

¢cHubiera cambiado algo que en lugar
de “ES v:tipoVec* apareciera
“E v:.tipoVec* ?
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Ejemplos y ejercicios

algoritmo busqgDicotéomica(ES v:tipoVec
E miClave:entero
S éxito: booleano...)
--Pre: v[1l]<=v[2]<=..<=v[Nn]
-—Post: Si 1 es el indice menor de manera que
-— v[1]=miClave, entonces exito toma el valor

-— que coincida), exito toma el valor falso.
-- Ademas....

variables 1,S:entero
--Acotan spacio de busq.

Mz=(1+S) div 2
Si1 miclave<=v[M]
ent S:=M --Esta en [1,M]
sino I:=M+1 --Esta en (M,S]
FSi
FMq
exito:=miClave=v[I]

-— Cierto. En caso contrario (no existe i1ndice

M:-entero
--Punto medio espacio de busq.
principio
1:=1; S:=n --Buscar entre todos
Mg 1<>S
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Ejemplos y ejercicios

* Ejemplo: ordenacion por insercion
binaria

Constantes n = 77777
Tipos vect = vector[1l..n] de real

Algoritmo ordenalnserBin(ES v:vect)
--Pre:
--Post: v[1],---., v[n] queda ordenado “<=”

Variables 1,}),1z,de,m:entero; x:real

Principio
Para 1 = 2 hasta n
x:=v[i1];1z:=1;de:=1-1
Mg 1z<=de
m:= (iz+de) DIV 2
S1 x<=v[m]
ent de:=m-1
sino 1z:=m+1
FSi
FMq
Para j:=i1-1 descend iz
vib+1]:=v[]j]
FPara
vliz]:=x
FPara
Fin
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Ejemplos y ejercicios

Funcion contarPalabras(ES f:texto)
dev (nP:entero)

--Pre: T abierto para lectura y al principio
--Post: nP=num. palabras del fichero

Variables numPal:entero
elCar : caracter
Principio
numPal -=0
Mg —FfinFichero(f)
Si1 finLinea(f)
ent leerLinea(f)
Si_ho
leer(fT,elCar)
S1 elCar<>“ “
ent numPal :=numPal+1
Mg —FinLinea(P)relCar<>“ *

leer(f,elCar)
FMq
FSi
FSi
FMq
dev(numPal)

FiIn
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TEMA 2: Introduccion a la
especificacion y verificacion
de algoritmos.

1) Introduccion

2) Especificacion de algoritmos mediante
predicados

— Fundamentos para la especificacion
- LPPO y especificacion de algoritmos
- Ejemplos y ejercicios

3) El transformador de predicados “pmd“

4) Semantica de un lenguaje imperativo
- Las instrucciones “seguir” y “abortar”
- La asignacion: simple y multiple
— La composicion secuencial
- La composicién condicional: simple y maltiple
- La invocacion a procedimientos
- La invocacién a funciones
— Operadores sobre ficheros secuenciales

5) Introduccion a la derivacion de
algoritmos
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Especificacion y verificacion de
algoritmos

* Cuando se hace un programa

:Como se sabe realmente que es correcto?

e Hasta ahora, DEPURACION

- buasqueda y eliminacién de errores

* Pero
- no asegura CORRECCION
» salvo jjPrueba exhaustiva!!
- no ayuda al DISENO
- aunque importante (baterias de test)

* En esta asignatura buscamos

— especificar “formalmente” los programas:
LO QUE DEBE HACER

— verificar formalmente que REALMENTE
hace lo que debe

— derivar : usar la especificacion para guiar la
escritura del algoritmo
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Especificacion y verificacion de
algoritmos

e Distinguir:
— especificar: qué hace
— implementar: como lo hace
¢ ;Como podemos especificar ?
- lenguaje natural
» ambiguo
» “verbose”

- férmulas logicas expresando las propiedades
que han de verificar las variables y/o
pardmetros antes y después

* Especificaciones PRE/POST:

— Precondicion/Postcondiciéon
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Introduccion a la especificacion

e Sea A una accidon

siendo Pre y Post predicados (jjLogical!!) que
dicen algo (;?) sobre el estado (;?)

e Aclaremos cosas:

Estado de un programa
tupla de los valores de sus variables

Especificacion sobre un estado

aserto sobre los valores de las
variables
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Introduccion a la especificacion

* Ejemplo:

vars X,y:entero
principio

* Algoritmo como caja negra: sus efectos
SOLO se ven a través de los parametros

algoritmo niSeSabe(E Xx:....
S yi....
ES z:....)

--Pre:  Q(x,2)

--Post: R(X,Y.,Z)
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Introduccion a la especificacion

* Significado

--Pre
A

1 ——Post

verifica Pre
entonces
* Ja accion TERMINA

* al i1nvocar la accion el

* el estado al que se llega la accion
verifica el predicado Post

f/ﬁre toma el
0

valor Ciert

estado

Post toma el
valor Cierto

* Importante: no sabemos como llega al

estado final
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Un ejemplo de especificacion

e Asumamos el entorno

tipos vect=vector|[1l..1000] de entero

* Se nos pide

funcion haySuma(E v:vect;E n:entero)
dev (hS:booleano)

- tal que, dado un vector y el namero de datos
ocupados, determine si existe algin elemento
igual a la suma de todos los anteriores

e Pero:
- ;Asumimos que n>=0?
- ;Asumimos que n<=10007

- ;Qué pasa si hay més de un dato
verificando la propiedad?

- Si v[1]=0, ;La propiedad es
verificada?
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Un ejemplo de especificacion

* Especifiquemos mejor:

Disefar una funcién que tomando un dato
de tipo vect y un entero en el rango 1..1000
determine si hay un elemento tal que es la
suma de todos los anteriores.

Sino hay ningin elemento que cumpla la
propiedad, el primer elemento debe ser 0
para que la propiedad sea verificada.

Por otra parte, si en el vector no hay
elementos, entendemos que la propiedad no
puede ser verificada por ningtn elemento,
por lo que la funcién debe devolver Falso.....

* Problema: es muy duro hacer las
especificaciones asi, por lo que buscamos
otro “lenguaje”

— MAs coNnciso

- no ambiguo
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Un ejemplo de especificacion

e Mas o menos, lo haremos asi:

funcion haySuma(E v:vect;E n:entero)
dev (hS:booleano)

--Pre: (0<=n)A(N<=1000)

—-Post: hS= (dae{l..n}.

vlo]= 2 Be{l..a-1}-v[B]1)

* Significado de la especificacion
- quien invoca a la funcién debe suministrarle
los pardametros. Asumamos que se invoca
miRes := haySuma(miV,miN)
- Si al invocar se verifica que
0O <= miIN <= 1000

- la invocacion se termina de ejecutar, y el
valor de miRes es equivalente al hecho de
que en miV haya algtan dato verificando la
propiedad
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Un ejemplo de verificacion

* La especificacion es fundamental para
la verificacion

® Ejemplo (intuitivo, de momento):

algoritmo swap(ES X,y:entero)
--Pre: Xx=X A y=Y
--Post: X=Y A y=X
Principio
--Pre: X=X A y=Y
X 1= x+ty
--Q1: X=X+Y A y=Y
y -= X=y
—-Q2: X=X+Y A y=X+Y-Y
X 1= X-y
—-—-Post: X=X+Y-X A y=X
FiIn

programa anotado 6 esquema de demostracion

* En lo que sigue:
— herramientas para especificar
— herramientas para verificar
- ayudas para disefiar
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Ejemplo de especificacion y
verificacion

funcion modulo(E Xx:entero)
dev (VA:entero)

--Pre: x=X
--Post: VvA=|X]
Principio
Si1 x<0
ent —-P1: x=X A X<O0
VAI=-X
—-P2: X<O0 A VA=-X
--P3: VvA=|X]
S1 no ——P4: x=X A x>=0
VA:I=X

* Algan convenio:

- daremos nombres a las aserciones para
referirnos a ellas

- dos aserciones seguidas, sin instruccion entre
ellas, implica la deduccion de la segunda a
partir de la primera
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Especificacion de algoritmos
mediante predicados

e Usaremos LPPO"

— Logica Proposicional de Primer Orden

- légica proposicional + cuantificadores’
* Especificacion: FBF

- férmula bien formada

Las FBF I

cualquier formula atomica es un FBF
* True,False
* una variable booleana
* cualquier expresion booleana
P) siendo P una FBF
—P siendo P una FBF
P AQ siendo P,Q FBF
P v Q siendo P,Q FBF
P —> Q siendo P,Q FBF

P& Q siendo P,Q FBF D- dominio

Y aeD.P siendo P FBF
JdoaeD.P siendo P FBF
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Especificacion de algoritmos
mediante predicados

* Ejemplos de FBF
- T
- (x>7.0) A (x <=26.9)
- die{l.n}.v[i]=0

- (x MOD 2=0) A (x < 25) ¢ representa un
- (j=0) > (x MOD 2 =0) cuantificador

e Prioridades: —Av > & ¢

* Paréntesis: maxima prioridad

* Dos proposiciones E1 y E2 son
equivalentes cuando E1=E2 es una
tautologia

— tautologia: siempre es cierto

" __ 1t

- lo denotaremos mediante

* En lo que sigue, algunas equivalencias
fundamentales
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Especificacion de algoritmos
mediante predicados

* Leyes conmutativas
(E1 A E2) = (E2 A E1)
(E1 v E2) = (E2 v E1)
(E1 & E2) = (E2 & E1)
* Leyes asociativas
E1 A (E2 A E3) = (E1 A E2) A E3

* Leyes distributivas
E1 A (E2 v E3) = (E1 A E2) v (E1 A E3)
E1v (E2 A E3) = (E1 v E2) A (E1 v E3)
* Leyes de Morgan
—(E1 A E2) = —F1 v —E2
—(E1v E2) = —F1 A —E2
* Ley de la negacion
_(—E)=E
* Ley del “medio” imposible
Ev—-E=T
* Ley de la contradiccion
EA—-E=F
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Especificacion de algoritmos
mediante predicados

* Ley de la implicacion
El —» E2 = —-E1 v E2

* Ley de la igualdad
(E1 & E2) = (E1 > E2) A (E2 - E1)

* Leyes de simplificacion del OR
Elv E1l=El
ElvT=T
ElvF=El
E1v (E1 A E2) = E1

* Leyes de simplificacion del AND
E1l A E1=E1l
E1AT=El
E1IAF=F
E1 A (E1v E2) = E1
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Especificacion de algoritmos
mediante predicados

* Leyesde Vy 3
(VaeD.P)=T si D=
(JoeD.P)=F si D= &
—~(VaeD.P)= (Ja.eD.—P) Qﬁﬁﬁiggﬁ
—(daeD.P)= (VaeD.—P)
(®aeD.P)=(¢peD.P[B/a]) Sipgvariables(P)
¢o0eD,. ¢BeD,P=¢peD,. ¢aeD,.P

* Reglas de inferencia: generan nuevas
equivalencias

e Forma:
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Especificacion de algoritmos
mediante predicados

* Regla 1: de la transitividad

* Regla 2: de sustitucion

P,=P,
Q(PD=Q(P,)

e En resumen:

LEYES

+

REGLAS INFERENCIA

Calculo de Predicados
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Especificacion de algoritmos
mediante predicados

* En LPPO* aparecen dos clases de
variables:

- no controladas por un cuantificador

» libres

» asociadas a variables de programa
- controladas por un cuantificador

» ligadas (mudas)

» asociadas a “recorridos” de posibles
valores de variables de programas

e Siendo E una FBF, denotamos
— libres(E)={variables libres de E}
— ligadas(E)={variables ligadas de E}

* Bjemplo: | Exvicgn md.x*i>0

— libres(E)={m,n,x}
— ligadas(BE)={1}
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Especificacion de algoritmos
mediante predicados

* Mas formalmente [Pefia 93] :
ligadas(E) y libres(E)

— libres(E)=variables(E),
ligadas(E)=Y si1 E es un atomo

— libres(—-E)=l1bres(E),
ligadas(—E)= Iigadas(E{;;jqr&mmﬁuE]

conector binario

— libres(ElvE2)=l1bres(El) v
libres(E2)
l1gadas(ElvE2)=l1gadas(El) v

l11gadas(E2)
¢ representa un
cuantificador

— libres(®aeD.E)=libres(E)\{a}
ligadas(¢®aeD.E)=li1gadas(E){a}
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Especificacion de algoritmos
mediante predicados

* Hjemplo:
Vo e{l.n}3p e{l..B}.(oFc2 =B Av(a) =V(B))
_Q :

- P

— libres(R)={v,a.,B}, ligadas(R)={}

- libres(Q)={v,a}, ligadas(Q)={B}
— libres(P)={v,n}, ligadas(P)={a,B}

* Propiedad [Gries 78]: Sea E un predicado
~ libres(E) N ligadas(E)=J

- una misma variable NO puede aparecer
simultdneamente en dos cuantificadores

NO | (Vae{m..n}.x*a>0) A (Vae{l..5}.y*a<0)

gl | (Vae{m..n}.x*a>0) A (VBe{1..5}.y*p<0)
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Especificacion de algoritmos
mediante predicados

* Determinar si son validas o no los
siguientes predicados. Establecer las
variables libres y ligadas en cada caso

DER<maAaMIn-DA(Vae{2.m-1}.m DIV o #0)
2)2<mAa(MIn-)A(Vne{2.m-1}.mDIVn=0)

3) (A e{1..24}.25DIVa = 0) A (o €{1..24}.25MOD . = 0)
S) Vaef{n+1.n+53pef{2.m-13.m DIV =0

) Vae{n+1.n+5rIne{2.m-1}.m DIVn=0
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Especificacion de algoritmos
mediante predicados

* Buscamos mayor flexibilidad para
escribir predicados.
* Sea P un predicado:

- renombramiento: sea y ¢ variables(P)

Ply/Xx]

todas las apariciones de x se sustituyen
SIMULTANEAMENTE por y

- sustitucion: sea x libre en P; sea E una
expresion del mismo tipo que x

En E sdélo
PE libres de P
X

denota el predicado resultante de sustituir
SIMULTANEAMENTE todas las apariciones
de x por la expresion E
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Especificacion de algoritmos
mediante predicados

X1 ..... Xn €
— sustitucion maltiple: libres(P)
P EL,....En
xX1,...,Xn

* Hjemplo 1: E=(x<y) A (Vae{6..20}.y DIV 0=0)

1) E%=(z<y) A (Vae{6..20}.y DIV a=0)
2) EY=(x<(x+y)) A (Vae{6..20}.(x+y) DIV a=0)

3) EP=E (lo definimos, pues s6lo para libres)

4) (Ewr)ar=((x<wz) A (Voe{6..20}.wz DIV a=0))3"'=

(x<w(atu)) A (Vae{6..20}.w(a+u) DIV a=0)

* Bjemplo 2: P=x+x+y<7
PYY? = X+y+x+y+2<7

(PY); = X+z+x+z+z
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LPPO vy especificacion de algoritmos

* Objetivo: aplicar los conceptos
presentados a la especificacion de
algoritmos

* Nomenclatura: Sea un programa

~ ID es el conjunto de identificadores de
las variables/pardmetros declarados en
el algoritmo

- seax € ID. D, denota el “dominio
semantico” de x, al que se ha afiadido un
valor L para el caso en que el valor de
x esté indeterminado

* Espacio de estados del programa:

€= Il p Dy

valores

e Estado de un programa:g,a,\,ector di

OecC
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LPPO vy especificacion de algoritmos

* Para hablar de propiedades de
programas, hablaremos de predicados
verificados por sus estados

* Sea ¢ un estado y P un predicado

P estda bien definido

Vxevariables(P).x # L_

evaluacion de P en o

sustitucion de atomos por valores,
aplicacion de prioridades, evaluacion de
funciones i1nvocadas, ...

(c) (e{F.TH

Lo denotaremos como: || P

O satisface P cuando del estado ©
se deduce P
| Pl (o) =

Lo denotatemos como: G |[=DP

Metodologia de la Programacion. CPS. Univ. Zaragoza -J.Ezpeleta- 69



LPPO vy especificacion de algoritmos

* Alguna definicion mas (j!)

- P es universalmente valido ssi

Voe&, o |=P

- P es una contradiccion ssi

Voe&, o | #P

- Q es consecuencia légica de P ssi

Voe&, o |=P
implica que

G [=Q

Se denota como P [=Q
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LPPO vy especificacion de algoritmos

* Sea P un predicado. Definimos:

‘estados(P):{ ce€ | o |=P }I
* Entonces: P es mas fuerte que Q
“restringe” mas

P ]=Q ssi estados(P) c estados(Q)

* Ejemplo. Asumamos el entorno
- var X,y:integer
~P=(x>0)A (xy >27)

- Q= (x>-3) A (x-y >27)

- Tenemos: € =72 (jimplementacion!)

- Todo estado que haga cierto P hace también
cierto Q: P es mas fuerte

— Luego P |=Q
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Especificacion de algoritmos

* Ya casi estamos listos para especificar
algoritmos. Falta un poquito....

* Algunas convenciones y

“cuantificadores” especificos (noson de
la LPPO)

- {a..b}| denota
» Dsia>Db
» {a,atl,a+2,...b-1,b}sia<=b

E es ur_ui\]
-2 ae {a..b}.E(a))| denota expresion

» 0sia>Db

Zb:E(oc) sia<b

- [l o € {a..b}.E(ar) | denota
»1 sia>Db

ﬁE(oc) sia<b
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Especificacion de algoritmos

P P es un
e E] altimo: @red i cadoj
- Na e {a.b}.P(a) Famm

» 0sia>Db
» #( {Befab)|PPB)) sia<=b

Especificacion de un algoritmo A fI—

é_Q También
__R {Q} A {R}
donde:

* A es la cabecera de un procedimiento o
funcion (con sus parametros E,S,ES)

* Q es un predicado (Precondicion)
Sus unicas variables libres son los
parémetros de tipo E,ES, &

* R es un predicado (Postcondicion)
Sus unicas variables libres son los
parametros (de cualquier clase)
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Especificacion de algoritmos

Ejemplos

1)

2)

3)
4)

5)
6)

Constantes dim=.... -->=1
Tipos vect=vector[l..dim]de entero

funcion dividir (E dividendo,
divisor:entero)
dev (coc,rest:entero)
--coc: cociente divisioéon entera
--rest: resto division entera

funcion raizCuadeEntera (E n:entero)
dev (r:entero)
--r: raiz cuadrada entera

funcion maxV(E v:vect) dev (max:entero)
—--max: valor maximo de v

funcion posPriMax(E v:vect) dev (pPM:entero)
--pPM: posicion de la primera aparicion del
-— maximo valor del vector

funcion max(E a,b:entero) dev (eM:entero)
--eM: el maximo de {a,b}

funcion estakEnV(E v:vect;E n:entero)
dev (eV:booleano)
--eV: ¢(Es n uno de los elementos de v?
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Especificacion de algoritmos

Ejemplos

7)

8)

9)

Constantes dim=.... -—>=1
Tipos vect=vector[1l..dim]de entero

funcion esGuay(E n:entero) dev (eG:booleano)
--eG: ¢Es n ““guay”? Un numero es guay cuando
—— es la suma 1+2+...+k para cierto k

funcion esPermutacion(E v:vect)
dev(eP:booleano)

--eP: ¢Contiene v una permutacion de los

—— los numeros 1,2,...,dIm?

funcion mcd(E a,b:entero) dev (gcd:entero)
--gcd=maximo comun divisor de (a,b)

]lI)anoritmo sustit(ES v:vect;E x,y:entero)

--Sustituye las apariciones de X por y

11) algoritmo invierte(ES v:vect)

—-Invierte el vector v

12) algoritmo insertaOrd(ES v:vect;E nD,Xx:entero)

—-Suponiendo v con nD datos ordenados no
--dec., y cabiendo uno mas, iInserta x en la
—-—-posicion que le corresponde
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Especificacion de algoritmos

13)

14)

Ejemplos
Tipos dato=Registro
codigo: entero
transaccion: real

Freg
fichDato=fichero de dato

funcion estadoC(E cod:entero;E fD:fichDat)
dev (e:real)

--Q: se asume “fD” abierto para lectura y el

-— el buffer sobre el primer dato

--R: “e” da el estado de la cuenta del

—-— cliente cuyo codigo es ‘“cod”

funcion estadoC2(E cod:entero;

E nF:string) dev (e:real)
--Q: se asume “nF” como el nombre de un
—— fichero fisico con datos de tipo “dato”
--R: “e” da el estado de la cuenta del
-— cliente cuyo codigo es ‘“cod”
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Especificacion de algoritmos
Ejemplos

e Considerar el entorno de datos

Constantes m=..... ——m >= 2
— . ——1l <=n<m
Tipos vect=vector[l..n] de entero
fichEnt=Fichero de entero

* Especificar formalmente y disefiar el
siguiente algoritmo, teniendo en cuenta

que la complejidad asint6tica en tiempo
ha de ser O(m)

algoritmo escribeFallos(E v:vect;ES f:fichEnt)
--Pre: f=(<>,1,E) y v contiene n enteros,

—-— distintos, del conjunto {1.. m}

--Post: f=(<di,..., d _,>,m-n+1,E)

-- y d,,...,d . son los enteros

—— del conjunto {1..m} gque no

—— estan en el vector v

e ;Es el algoritmo propuesto ®(m)?
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Especificacion de algoritmos
Ejemplos

e Mismo entorno de datos
* Hspecificar y disefiar:

funcion mayorCola(E v,v":vect)

dev (pM,s:entero)
--Pre: True
--Post: pM es la primera posicion del vector
—-— v, empezando por 1, tal gue todos
—-— los elementos de v y v", desde
—— pM hasta n, coinciden. Por otra
—— parte, s es la suma de dichos
—— elementos. Tener presente que puede
—-— no haber ninguna coincidencia

* Calcular su complejidad
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Especificacion de algoritmos
Ejemplos

* Se representan vuelos entre ciudades
como sigue

Vuelos directos Numero de vuelos con una escala

Destino Destino
i1 2 a2 4 5 &/ 7 =8 1 2 = 4 5 & 7 =
1 a1 0o 1 1 o 0o 0 1 1 o 1 1 o 3 3 Z
c =z o o oo 1 o0 1 1 1 e Z tr 1z 1 0o 2z 2 3
o = O 0o 0o 0o o o o 1 o @ 1 1 o o o o 1 0
? 4 0 0 1 0 0 1 1 1 ? 4 1 1 1 1 ] 1 1 2
O & 1 oo o o 1 1 0g 2 o1 1 =z 1 1 0 =z
& o o o 1 o o o G 1 1 1 o o 1 z 1
. o o0 1 0 o0 1 0 A9 7 1 1 o 1 0o o 1 =z
g 1 1 o 0o 0 0o 1 0 g a1 1 z 1 2 1 Z

Constantes n=..._.. ——N>=2

Tipos matVuelos=vector[l..n,1..n] de entero
matPuentes=vector[1l..n,1..n] de entero
--vuelos con una escala intermedia}
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Especificacion de algoritmos
Ejemplos

* Hspecificar formalmente y disefar:

funcion hayPuente(E m:matVuelos;
cOr,clnt,cDes:entero) dev (hV:booleano)

—--Pre: 1<=cOr<=n A 1l<=clnt<=n A 1l<=cDes<=n

—-—Post: hV indica si hay un vuelo de cOr a

—— cDes haciendo transbordo en clint

funcion numPuentes(E m:matVuelos;

E cOr,cDes:entero) dev (nP:entero)
—-—-Pre: 1<=cOr<=n A l<=cDes<=n
—-Post: nP=numero de formas de llegar de cOr
-— a cDes con una escala Intermedia

algoritmo numPuentesGlobal (E m:matVuelos;
S mP:matPuentes)

--Pre: True

--Post:cada elemento mP[1,jJ] indica el

-— numero de formas de llegar de 1 a j
—— haciendo una escala i1Intermedia
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El transformador de predicados
Ilpmdll

* Primer objetivo: definir un lenguaje de
programacion que permita razonar sobre
programas

- Tomaremos el lenguaje algoritmico manejado
hasta ahora

e Fundamental: establecer claramente su
semantica

- (Qué hacen sus instrucciones? 6

- ¢(COmo acttian sus instrucciones? ¢

- ;Como transforman el estado del programa
sus instrucciones?

e Se definird a través del transformador de

predicados “pmd”

- “Precondicion Mas Débil”
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El transformador de predicados
Ilpmdll

pmd(A,R)

* Az accion

* R: predicado sobre el estado

* “pmd(A,R)* es el conjunto de todos los
estados tal que, si la ejecucion de A
comienza en uno de ellos, A termina de
ejecutarse en un tiempo finito vy,

lademas, termina en un estado que
verifica R.

* ;Por qué el nombre de “pmd”?
— recordar el significado de

— notar que de las propias definiciones se
deduce inmediatamente que si {Q} A {R},
entonces

Q |= pmd(A,R)
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El transformador de predicados
Ilpmdll

* Sea Alaaccion “1:= 1+1” y sea
R=(1<=1)
- pmd(S,R)=(1<=0)

- Ademas, si Q=(1<=-4), entonces

{Q} A {R} ]
pues Q es mas fuerte que pmd(A,R)=(1<=0)

e Sea R= (z=max(x,y)),; sea A=
Si x>=y

ent  z:=X

SI_No z:=y

FSi pmd(A,R)= x<=y

e Mismo A, R= (z=y) omd(A,R)=F

pmd(A,R)=True

* Mismo A, R= (z=y-1) pmd(A,R)=(x=y+1)

e Mismo A, R= (z=y+1)
e A cualquiera, R= True
:Qué conjunto de estados denota “pmd(A,R)”*?
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El transformador de predicados
Ilpmdll

* Fijemos una accion “A”:

pmd(A, ™)

“transformador de predicados”

* Importante:
- En general, las especificaciones seran
1Qr A {R}
- La correccion se asegura probando que
Q = pmd(A,R)

— Pero no siempre sera necesario obtener
pmd(A,R), pues en muchos casos se podra
probar directamente

- Sin embargo, en otros casos serd necesario
establecer el propio Q
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El transformador de predicados
Ilpmdll

* Leyes fundamentales del “pmd”

— Ley del milagro imposible

pmd(S,F)=F

- Distributividad de la conjuncién

pmd(S,Q) A pmd(S,R)=pmd(S,Q A R)

— Distributividad de la disyuncién

pmd(S,Q) v pmd(S,R)=pmd(S,Q v R)

- Ley de monotonia

S1 Q = R entonces
pmd(S,Q) = pmd(S,R)
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Las instrucciones
“segquir” y “abortar”

* Objetivo: dar la seméantica del
lenguaje algoritmico que manejamos

e La instrucciéon “seguir”
- no hace nada (inst. vacia de Pascal, p.e.)
— transformador identidad

- Sintaxis: seguir

- Semantica;: pmd (Segu ir , R) =R

e [a instruccion “abortar”

- nunca es ejecutable (no hay estado que
verifique la precondicion)

- representa una interrupcion del calculo o
un tiempo infinito de calculo

— util para casos de errores en tiempo de
ejecucion

— Sintaxis: abortar

- Semantica | pmd(abortar,R)=F
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La instruccion de asignacion

* La asignacion
- X variable, E expresion del mismo tipo

— Dom(E) conjunto de estados en que E esta
definida

— Sintaxis: X = E

- Semantica:

pmd(x := E,R)=Dom(E) /\RE

- Recordar significado de R)E(

— Principio de limpieza: cuando E sea una
expresion parcial (hay estados en los que no
estd definida) hay que poner el dominio de la
expresion en la precondicion

— Por comodidad, y si no hay confusion, se
omitird por lo general Dom(E)

Metodologia de la Programacion. CPS. Univ. Zaragoza -J.Ezpeleta-

87



La instruccion de asignacion

* Ejemplos @ominios?j
1) pmd(x:=5,x=5) = (6=5) =T

2) pmd(x:=5,x=25)=(b=5)=F
3) pmd(x:=x+1,x<0) = (x+1<0) = (x<-1)
4) pmd(x:=x*x,x*=10) = (x3=10)

5) pmd(x:=A DIV B,P(x)) =
(B=0) A (P(A DIV B))

6) pmd(x:=e,x=c) = (e=c)

7) pmd(x:=e,y=c) = (y=c)
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La instruccion de asignacion miiltiple

* Usaremos asignacion multiple

- Sintaxis

<Xyy---,X>I=<E;,...,E>

- Semantica

pmd(<xl’ --- 1Xn>::<E1’ - - - ,En>,R):
.LE,
-, X

E
Dom(E)A- - .ADom(E)A R Xl
1

* iOJO! No es lo mismo
<X,y>I=<y,X>
yI=X
ni que yI=X XI=y
* El funcionamiento es como sigue:

— evaluar simultdneamente las expresiones de
la derecha

- realizar las n asignaciones simultaneamente

que X:zy
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La instruccion de asignacion

* Ejemplos
1) {Q= x=a} q:=0 {R= gy+x=a}
2) --Q= qy+x=a
XI=X-Yy
--R= qy+x+y=a
3) —--Q= gy+x+y=a
q:=qg+1l
-—-R= qy+x=a

* Hjercicios: obtener (un) Q en
{Q} x:=x+1 {R}

para R=
1) x=7
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La composicion secuencial

* La asignacion serd la tnica instruccion
bésica para modificar los estados

* Los programas seran composiciones de
asignaciones
* Recordar esquemas de composicion:
- secuencial
— alternativos (simple o miltiple)
- iterativo

* Siguiente paso: estudiar los “pmd” para
cada una de las composiciones

* Para cada esquema de composicion
recordaremos su “sintaxis” (relajada) y
daremos una semantica formal
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La composicion secuencial

* Se utiliza para encadenar calculos
* Sean S; y S, dos acciones

- Sintaxis:

Sy
Sz

Si:S,

- Semantica:

pmd(s,;S,,R)=pmd(s,,pmd(s,,R))

* Por asociatividad de predicados, se
puede generalizar a tres acciones, cuatro
acciones, etc.

pmd(S;;S,;S;.R) =
pmd((sl;SZ) > S3, R):
pmd (S;;(S;,:S5).R)
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La composicion secuencial

* Aplicacion a la correccion:

algoritmo swap(ES Xx,y:entero)
--Pre: x=X A y=Y
-—-Post: x=Y A y=X
Principio
--Pre: x=X A y=Y
X I= Xty
y == X2y
X I= X-y
-—Post: xX=Y A y=X
Fin
Demostracion:

e pmd(x::x—y,x:Y A Y=X)=X=Y=Y) A (y=X)
e pmd(y::x—y,x—y:Y A Y=X) =
X=X=Yy=Y) A (X-y=X) = (Y=Y) A (X-y=X)

* PMd(x:=x+y, (y=Y) A (x-y=X)) =
Y=Y) A (x+y-y=X)=(y=Y) A (X=X)
* Como Pre = el tltimo predicado (es

igualdad) se deduce la correccion del
algoritmo
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La composicion secuencial

* PPara verificaciones, es util hacerlas por
partes

* Para ello, se aplica la regla de la comp.
secuencial:

{P}S.{Q}{Q}S,{R}
{P} S;:S, {R}

_| Interpretacion

S1 S, se ejecuta bajo la precondicion P,
se garantiza Q al terminar.

Si1 ademas ejecutando S, cuando Q es cierto
se asegura al terminar R,

entonces la ejecucion de S;;S, cuando P es
cierto asegura la terminacidon en un
estado que verifica R
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La composicion secuencial

* Ejercicio: Probar la correccion de

——-Q: Xx=XAy=Y

T
XIzy
y

--R: X=Y Ay=X

* Forma 1: Calcular la “pmd” y probar que
es deducible de Q

* Forma 2: “ Aventurar” predicados
intermedios y aplicar la regla de la
composicion secuencial

* En cualquier caso:

— Escribirlo en forma de “programa anotado”
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La composicion condicional

* En funcién a una expresion booleana,
ejecuta una accion u otra

* Sean A; y A, dos acciones, y sea E una
expresion booleana

— Sintaxis:

Si1 E
ent A
si_no A,
FSi
- Semantica:

pmd(Si E ent A, si_no A, FSi,R)=
Dom(E)A
((E—pmd(A,,RIIA(—-E—>pmd(A;,R)))

- 0, lo que es lo mismo

pmd(Si E ent A, si_no A, FSi,R)=
Dom(E)A
((EApmd(A;,R))v(=EApmd(A;,R)))
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La composicion condicional

* En términos de algoritmos

—-Dom(E)A ( (E—»pmd(A;,R))
A (—E—>pmd(A;,R) )

Si

E
ent
Al
Si_ho
A2

--E—»>pmd(A;,R)

~-R

--—E—>pmd(A,,R)

—-Dom(E)A ( (EApmd(A,,R))
- v (=EApmd(A,,R))

Si E
ent --E Apmd(A;,R)
Al
--R
si_no --—-E Apmd(A,,R)
A2
--R
FSi
--R
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La composicion condicional

* Ejemplo 1: disefiar y verificar la
siguiente funcion:

funcion valAbs(E n:entero) dev (VA:entero)
--Pre: True
--Post: vA=|n]|

* Ejemplo 2: Encontrar una precondicion
Q para el siguiente trozo de algoritmo

--¢Q7?
S1 x<0
ent X:=X+1
SiI_no XxX:=x-1
FSi
--R: x >=0
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La composicion condicional

* Asumiendo una precondicion Q dada, la
semantica se puede establecer mediante
la siguiente regla

{QAE}A{R}, {QA-E}AA{R}
{QADom(E)} Si E ent A; si_no A, FS1 {R}

* Ejemplo 3: Siendo
v:vector[l..n] de entero
probar la correccion de

--Q:-a>0
Si1 a>b
ent m:=a
si_no m:=b
FSi
--R: m>0 A m=max{a,b}
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La composicion condicional

* Ejemplo 4: Verificar la correccion del
siguiente algoritmo

--Q: y>0 A z+XxXy=A*B

S1 1mpar(x)
ent <z ,X>:=<z+y,X-1>
Si_no seguir

FSi

<y ,x>:1=<2*y,x DIV 2>

--R: y>=0 A z+Xy=A*B

* A propo6sito, ;Semantica del condicional
“degenerado” ?
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La composicion condicional miiltiple

- Sintaxis: Sel

BB=E,v....VE,
UNO(BB) = (Nae{l,..,n}.E)=1

pmd(Sel E;:S; ...E,:S, FSel,R)=
Dom(BB)A BB A UNO(BB) A (

(E;.—>pmd (S, R))A..A(E,—pmd(S,,R))

- Semantica:

)

* ;Queé significa exactamente?

* Hay otras semanticas alternativas

Aungque, en realidad,
UNO(BB) — BB
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La composicion condicional miiltiple

°:EKanﬂ0 Se sabe que vl y v2 estan
ordenados T y tienen al menos un
valor comun X. Obtener un Q que haga

correcto

--Q
Sel
vi[i]<v2[j]: 1:=1+1
vi[i1]=v2[]]: sequir
vi[i]>v2[j]: j:=)+1
FSel

vl,v2:vector[l..n] de entero

—--R: ordenado(v1l)A ordenado(v2)Aa
—— Vi[1]<=X AVZ2[J]<=X

* Asumiendo una precondicion Q, la
semantica se puede establecer mediante

{QAEl}Sl{R}’ --- s{Q/\En}Sn{R}

{QADOM(BB)AUNA(BB)}Sel E,:S, ...E,:S, FSel{R}
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Invocacion a procedimientos

* Un procedimiento es la abstraccion de
una accion: accidn virtual

e Sintaxis de la declaraciéon

Algoritmo miAlIg(E X:tX;ES y:tY;S z:tZ)
--Pre: Q(X’X)
--Post: R(X,y,Z)

A

— Barras: representan listas de pardmetros

— Por simplicidad, a veces manejaremos sélo
parametros de E y de ES

Algoritmo miAIg(E X:tX;ES y:tY)
--Pre: Q(§7¥)
--Post: R(X,y,Z)

A

e Invocacion:

miAlg(a,b,c)
-- R(a,b,c)
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Invocacion a procedimientos

* Semantica [pmd(miAlg(a,b,c),R)=

pmd( <X,y>:=<a,b>;
A ;
<b,c>:I=<y,z>,
R

e .0 mismo, de otra forma:

pmd(miAlg(a,b,c),R)=

CPnd((A.RYZII

* Ejemplo: Calcular
pmd(raro(a,b),a>=0 A b>=0)

algoritmo raro(E x:entero; ES y:entero)
Vars z:entero

Principio
Z:=2*X
y:=y-3*z

Fin
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Invocacion a procedimientos

* Lainvocacion no introduce complejidad :

— bastaria con sustituir la invocacion por el
codigo que genera y asignaciones de parametros

* El siguiente teorema es de ayuda para la
verificacion cuando hay invocacion

Si
“algoritmo miAlg(E X:tX;ES y:tY;S z:tZ)
--Pre: Q(K’X)

—-Post:R(X,Y,2)} miAlg(a.b.c)
A --S(a,b,c)

1

es correcto  (es decir, Q—>pmd (A, R))

Entonces

X 1@

sV
A(VYu,v.R ; —S

)
—pnd(miAlg(a.b,c),S)

| |
0 1<

< IS

b
Y

Q
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Invocacion a procedimientos

* Asumamos
algoritmo miAlg(E X:tX;ES y:tY;S z:tZ)
--Pre: Q(ﬁ ) X)
--Post: R(X,Y,Zz)
A

Teorema I

Considerar miAlg(a,b,c) (b,c distintos))
Sea 1 un predicado que no depende de b,c .

Entonces

invariante

Al'}

IN 10O

K IT

%A1} miAlg(a.b.o) {R

IX 1o

0JO: no podemos
T asignar nada a X
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Invocacion a procedimientos

* Hjercicio 1: Verificar

algoritmo cambia(ES s,t:entero)
-—-QC: s=SAt=T
--RC: sS=T A t=S

--Q: s1=A As2=B As3=A+B
cambia(sl,s2)

—--R: s1=B A s2=A A s3=A+B

Ejercicio 2: Verificar

algoritmo eleva(E x,n:entero;S e:entero)
--QE: n>=0
--RE: e=x"

--Q: X,=A
s:=1
eleva(x;,8,s7)
S:=s + S’

—--R: s= A8 +1
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Invocacion a funciones

* Algunas normas de “buena educacion”
- no usar variables globales

— en una invocacion, los parametros actuales
han de tener distintos nombres...

— ademas, parametros act/formales distintos

e Sintaxis declaraciéon de funcién

Funcion miFunc(E x:tX) dev (r:tR)
1PreCO} A {Post(x,nN}

e Semantica

— Asumamos un proc. asociado a la funcion:

Algoritmo miProcg(E X:tX; S r:tR)
1Pre()} A {Post(X,rn)}

- y sea una instruccion 1 (f(a))

pmd(1(F(2)),.R)=
pmd(miProc¢(a,TEMP); 1 (TEMP),R)
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Invocacion a funciones

* Sea

funcidn F(E x:tX) dev (z:t2Z)
—=Preq(x)
--Post(X,2)

— Teorema 1

—> R

IN IT

E
Q - Pref; ,Post,

X 1M

1Q} b= T(E) {R}

— Teorema 2

Caso en que T(E) aparece en una
expresion 1,

e:= 1(Ff(E))

es equivalente a

TEMP := T(E)
e:= 1(TEMP)
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Operadores sobre ficheros
secuenciales

e Vamos a denotar un fichero secuencial
COmo:

f = (<d,,d,,...,d.>,pB,M)

- <d1,d2,...,dn> es la secuencia de datos

— pB e {1..n+1} representa la posicion del
buffer

» “pB=n+1" significa que finDeFichero(f)
toma el valor cierto

— M e {L,E} representa el modo en que esta
abierto:

» L: sOlo lectura
» M: sOlo escritura
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Operadores sobre ficheros
secuenciales

* Sea f=(<d,,d,, ...,d.>,pB,M)un fichero

f: fichero de T
y sea R un predicado

1,L
pmd(iniciarLectura(f),R)= R 0B,M

pmd(iniciarEscritura(f),R)=

<> 1E
|:2<d1 d,>,pB,M
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Operadores sobre ficheros
secuenciales

[/Qes una variable
de tipo T

pmd(leer(f,v),R)= =

pB+1,d ;5
(pB<n+)Aa(M=L)AR
[jExp es una expresién::J
de tipo T

P
pmd(escribir(f,Exp),R)=

(pB=n+DA(M=E)AR

<dq,...,d,,,Exp>,n+2
<dy,...,d,,>,pB

fF es una variable
de tipo booleano

pB=n+1
pmd(fF:=FinFichero(f),R)= FQfF
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Operadores sobre ficheros
secuenciales

* También podemos establecer reglas
alternativas para los operadores

A Ntoerinrec

CALLUVGOC LI AIUVL WU

I: predicado que no depende ni de pB ni de M

{f=(<d,--,d>,pB, M~ I}
iniclarlLectura(f)

{f=(<d,,..,d>,1,) I}

I: predicado gque no depende de T

{f=(<d,--,d>,pB, M)A I}
iniclarEscritura(f)

{f=(<>,1,BEDA |}
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Operadores sobre ficheros
secuenciales

v: variable de tipo T
I: predicado que no depende ni de pB ni de v

{f=(<dy,..,d,>,pB,L)ApB<n+l A I}

leer(f,v)

{f:(<d11 - - 1dn>, pB+1, L)/\ V:de /\ I}

Exp: expresion de tipo T
I: predicado que no depende de n

{f=(<dy,..,d>,n+1,E) A I}

escribir(f,Exp)

{f=(<d,, --,d ,Exp>,n+2,E) A I}
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Operadores sobre ficheros
secuenciales

fF: variable de tipo booleano
I: predicado que no depende de fF

{f=(<dy,...d>,pB,W) A I}

fF = finFichero(f)

{f=(<d,, --,d,>,pB,M)A TF=(pB=n+1) A I}
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Derivacion de algoritmos

e Hasta ahora, hemos hablado de como
verificar (validar) la correccion de un
algoritmo

* Gries: la programacion es una actividad

dirigida por objetivos T Incluso j
!

- se conoce la Post desconocidal

— la Pre es menos importante

derivacion

deducir 1nstrucciones a
partir de su especificacion
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Derivacion de algoritmos

* Proceso para la derivacion:
— establecer muy claramente la Post

— a partir de ella, tratar de derivar cuales
pueden ser las instrucciones que lleven a la
Post

— El proceso es mixto: se construyen simulta-
neamente el algoritmo (sus instrucciones) y
su prueba (argumentacion de la correccion)

— el proceso es “retroalimentado”: conforme se
avanza en la derivacion, se modifican inst.
anteriores, prueba de la correccién

— Util: la verificacién ayuda al desarrollo en
cuanto que determina claramente algunos
elementos “peligrosos”: dominio de los
valores iniciales, conjunciéon/disjuncién de
las guardas, comparacion “<” o “<=",...

* No es un proceso “mecanizado”: hay
que darle al “coco”
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Derivacion de algoritmos

e Sentido comun:

- Si en la Post aparecen igualdades entre
variables y expresiones

» probar asignaciones
— Si en la Post aparecen disyunciones:
» probar selecciones
— Si en la Post aparecen conjunciones
» intentar satisfacerlas por separado

» tratar que todas “encajen” conjuntamente

* Proceso heuristico: de prueba y error

* Hjemplo: Derivar la accion A

——-Q: X+y=T A z=Z
A

--R: X+y=T A X=z A z=Z
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Derivacion de algoritmos

* Ejercicios:
1) Derivar “Q” y “A” para:

--Q
A

—--R: z=maximo(x,y)

2) Derivar “A” para:

--Q: X=X AY=YA XY=uU+Xy
A

——R: X=X DIV 2 Ay=2Y A XY=U+Xxy

3) Derivar “Q” y “A” para:

--Q
A

--R: z=abs(x)
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TEMA 3: Diseiio de algoritmos
recursioos

1) Introduccioén a la recursividad

2) El método de induccion

3) Demostracion de propiedades por
induccion

4) Ejemplos de planteamientos recursivos

5) Induccioén Noetheriana

6) Algoritmos recursivos

- disefio

— verificacion

— calculo de la complejidad

7) Técnicas de inmersion

— transformacion de algoritmos por inmersion
» inmersion por cuestiones de eficiencia
» técnicas de plegado y desplegado

— disefio de algoritmos por inmersion
» por debilitamiento de Post
» por reforzamiento de la Pre
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Introduccion a la Recursividad

* Definicion recurrente de un conjunto: se
compone de 3 partes
— BASE: establece un subconjunto de elementos
iniciales
» Sirven, junto con la recurrencia, para
construir nuevos elementos

- RECURRENCIA: permite construir nuevos
elementos del conjunto a partir de otros

» ya sean del conjunto base o construidos
por aplicacion de las reglas

- CONCLUSION: es la “afirmacion” de que los
elementos asi definidos son todos los del
conjunto
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Introduccion a la Recursividad

* Ejemplo: las “fbf” de la LPPO

— cualquier formula atbmica es un FBF
» T,F
» una variable booleana
» cualquier expresion booleana

— (P) siendo P una FBF

— —P, siendo P una FBF

- PAQ siendo P,Q FBF
-PvQ siendo P,Q FBF
-P->0Q siendo P,Q FBF
- P Q siendo P,Q FBF

— V aeD.P  siendo P FBF (D: dominio)
— JdaeD.P siendoP FBF
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Introduccion a la Recursividad

* Ejemplo: Secuencia de datos de tipo T
- Base: B={< >}

» <> se denomina “secuencia vacia”, y esta
compuesta por el conjunto vacio de
elementos de tipo T

- Recurrencia: Si 6=<d,, . . . ,d > esuna
secuencia de datos de tipo T, y deT,
entonces la “insercion por la derecha” de d a
T, denotada como “ced=<d,,....d _,d>" , es
también una secuencia de datos de tipo T.

— Conclusion: s es una secuencia de datos de
tipo T ssi o es la secuencia vacia o se ha
formado usando la ley de recurrencia.

- Comentarios:

» La regla de recurrencia es siempre
“constructora”

» Esto estara ligado a la idea de “tipo
abstracto de dato” (asignatura de EDA)
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Demostracion de propiedades por
induccion

conjunto definido por recurrencia

demostracion de propiedades
por recurrencia

* Prueba en tres fases:

— BASE: probar la propiedad para cada
elemento del conjunto base

- RECURRENCTA: si los generadores de una
regla verifican la propiedad, probar que
también los generados la cumplen

- CONCLUSION: se afirma la generalidad de
la propiedad sobre el total de los elementos

» generalmente obviaremos esta ultima
etapa

e Generalizacion de la induccidon sobre los
Naturales
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El método de induccion

e Conocemos induccién sobre los

Natiirales
Primer principio de Induccion

éea P(n) un predicado (propiedad)
que depende de neN. Si se verifican
las condiciones:

B) P(0) es cierto
) VneN.P(n)-»P(n+1)

entonces VneN.P(n)
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El método de induccion

Segundo principio de Induccion

Sea P(n) un predicado (propiedad)
que depende de neN. Si se verifica
que

') VneN.( (Vk<n.P(k)) — P(n))

entonces VneN.P(n)

* Ejercicios: i
— Probar que ZI _ n(n +1)
2

~ Probar que todo natural N>=2 se puede
poner como producto de primos
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Demostracion de propiedades por
induccion

* Mas ejercicios

— Probar que

VneN.((n+1)2-(n+2)2-(n+3)2+(n+4)2=4)

— Probar que

VmeN.dneN A dB;, - - ., B e{-1,1}.

m=0,12+p,22+...4+p,,n?

» Pista: Probarlo primero para
me{0,1,2,3}
e Para definir una funcién sobre un
dominio definido recurrentemente:

— para un elemento base: definir el valor
“directamente”

— para un elemento generado: definir su valor
en funcion a los valores de los elementos
generadores

FUNCION RECURRENTE
(RECURSIVA)
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Ejemplos de planteamientos
recursiovos

* Ejemplo 1: ;Cuantas permutaciones se
pueden hacer con n datos?

4_L:Gafrf)—lﬁ-si n=1, s6lo una permutacion

— Caso 2: supongamos que M es el namero de
permutaciones de (n-1) elementos

jrecurrencial

0oL T

d, d, d...

n-1

dld, d,...

n-1

= Yn-1

o |(Qf | | &

n-1

nPerm(n) = n*M

= n*nPerm(n-1) = n!
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Ejemplos de planteamientos
recursiovos

* Ejemplo 2: ;De cuantas formas diferentes
se puede alcanzar la losa N, partiendo de

la losa 0 y sabiendo que hay dos
movimientos posibles?

- movimiento 1: saltar 1 losa a derecha

- movimiento 2: saltar 2 losas a derecha

0] 1 2 3 n-2 n-1 n

I || || Il I I || I |
. I

0w T

- Caso 1: si n=1, s6lo una forma

- Caso 2: si n=2, hay dos formas
- Caso 3: si n>2,

numFormas(n)=numFormas(n-1)+
numFormas(n-2)

!

jrecurrencial
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Ejemplos de planteamientos
recursiovos

* Ejemplo 3: Caminos en una ciudad
cuadri-culada

5

4

0 1 2 3 4 )

* ;Cuantos caminos de longitud minima
hay para ir desde (0,0) hasta un (m,n)
dados? (0<=m,n <= 5)
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Algoritmos recursivos

<

< ==

Funcion FTactorral(E n:Ientero)
dev (r:entero)
--Pre: n=0
--Post: r=n!
Principio
Sel
—  (n=0)v(n=1): r:=1 -
n>1: r:=n*factorial(n-1)
FSel o l
dev(r) recurrencia

FiIn

Funcion caminosLosas(E n:entero)
dev (r:entero)

< = =

——Pre: n=0
—--Post: r=n® de caminos de 0 a n
Principio
Sel
o |(n=0)v(n=1): r:=
n=2: r:=2

n>2: r:= caminosLosas(n-1)+

FSel

caminosLosas(n-2) kl

dev(r) recurrencia

Fin
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Algoritmos recursivos

* Forma de una funcidén recursiva:
Funcion funRec(E x:tX) dev (r:tR)

--Pre:  Q(X)
--Post: R(X,Ir)
Principio
sel
T.: r:=AT,

— AT, : es la accion asociada a la guarda, que
no genera invocaciones a la propia funcién

- JnTj : representa un caso recurrente (no triv.)

- AnT; : contiene invocacion a la propia
funcion, pero los pardmetros de la
invocacion son una transformacion de los
originales, y estan “mas cerca” de un caso
basico
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Algoritmos recursivos

* Intuitivamente: coste en tiempo y
espacio del factorial rec.

Invocacion memoria
factorial(b) 5* ¢
factorial (4) 4* ’
factorial (3) 3* e
factorial (2) 2% ? j
factoi 1al (1) 1 j

* Tenemos

TfactRec(n):® (n) IVlfac:tRec(n):@) (n)

Tfactlter(n):®(n) Ivlfactlter(n):@)(l)

* En general, seran menos eficientes
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Verificacion de algoritmos recursivos

e En muchos casos, cuando se disenia un
algoritmo recursivo se sigue “lo que la
intuicion” dice

* Como siempre, esto es ttil

* Pero, ;Hace el algoritmo lo que
realmente queremos que haga?

¢ ;COomo podemos demostrar que es asi?

VERIFICACION-VALIDACION

* La verificacion va a tratar de seguir la
propia construccion recurrente:

— verificar su correccion para los casos de base

— supuesta correcta una invocacion, demostrar
correccion de la(s) invocaciones que la usan

— asegurarse de que la invocacion acaba
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Verificacion de algoritmos recursivos

e Recordemos: validar la funcién

Funcion funRec(E x:tX) dev (r:tR)

--Pre: Q(X)
--Post: R(X,r)}

es demostrar que

VxeDy-Q(X) — R(X,I)

e |.os valores de salida verifican la Post

siempre que los de entrada verifiquen la
Pre

* Como hay que probarlo para todo dato
del dominio, y habitualmente sera muy
grande, trataremos de razonar “por
induccion”

¢ Cuando los parametros son enteros
(p-e.), es facil aplicar induccion
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Verificacion de algoritmos recursivos

* Un razonamiento intuitivo
Funcion factorial(E n:entero) dev (r:entero)
--Q: n=0
--R: r=n!
Principio
Sel - -n>0A ((N=0)v(n=1))— n!=1

(n=0)v(n=1): r:=1
--n=20Anz1— n!=n(n-1)!

n>1: r:=n*factorial(n-1)
FSel
dev(r)
Fin

* Ademas, es “obvio” que acaba

* Hay que tener cuidado con esto
— Probar olvidando la precondicion n>0
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Induccion Noetheriana

* Para dominios de otro tipo, vamos a hacer
algo parecido: induccion Noetheriana

* Definicién:

Dado un conjunto D, una relacion

binaria “<” cDxD es un PREORDEN si
es REFLEXIVA y TRANSITIVA

— también llamamos preorden a (D, <)
- si ademas antisimétrica, orden parcial
* Ejemplo:
- D={cadenas finitas de caracteres}
- ¢, £” ¢, ssi long(c;) < long(c,)
— Probar que es preorden, pero no orden parcial

* Definicidn:

Dado un preorden(D,<), se define una
relacion ““<*, PREORDEN ESTRICTO, como

X<y = (Xy) A =(y<x)
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Induccion Noetheriana

* Hjercicio: probar que es transitiva y anti-
rreflexiva

* Definicién:

Dado un preorden(D,<), un elemento meD
es MINIMO si no tiene predecesores
estrictos:

meD minimo = —(dxeD.x<m)

— Nota: los elementos minimos ni tienen por
qué existir ni por qué ser inicos

* Hjemplos:

- en (Z, <) no hay elementos minimos

- las cadenas finitas con la relacion anterior
tienen mas de un minimo

e Definicidn:

Un preorden(D,<) se dice BIEN FUNDADO

(PBF) si1 no _existen en D sucesiones
infinitas estrictamente decrecientes
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Induccion Noetheriana

* Ejemplos de PBF:
- (N3

- cadenas de caracteres finitas siendo “<” el
orden lexicografico

- (P(A),©), siendo P(A) el conjunto de las
partes del conjunto A

— cualquier conjunto finito A con cualquier
preorden “<”

* Hiemplo de preérdenes que no son bien
fundados
- (Z2,3)
~ ([0.0,1.0], <)
- (N?, %), siendo (a’,b") <(a,b)=(b"-a") <,(b-a)
* Ejercicio: establecer un PBF en N2
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Induccion Noetheriana

* Proposicion:

(D,<) es un PBF ssi todo subconjunto A
no vacio de D tiene al menos un minimo
(para A)

* A veces, la mejor manera de establecer
un PBF es mediante una aplicacién a un
conjunto que ya tiene una definida

* Proposicion:

Sea (D,,<,) un PBF y sea f:D,—»D, una
aplicacion. Sean a,beD; y se define

a<,b=f(a)<,f(b)

Entonces, (D,,<;) es un PBF

* Ejercicio: Siendo A un conjunto finito,
establecer un PBF en él
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Induccion Noetheriana

e Ejemplo:N? se puede convertir en PFB

mediante cualquier aplicacion f:N?>—>N
1) (a,b') <(a,b)=a’<a

2) (@,b’) <(a,b)=b'<b

3) (@,b) <(ab)=(a"+b") <(a+b)

4) (a’,b’) £(a,b)=max(a’,b’) <méx(a,b)

)

5) “inventar” alguno mas

* Teorema: (principio de induccién completa sobre

Sea (D,S) un PBF y sea P un predicado

definido sobre los elementos de D.
Entonces

PRF)

YaeD.(VbeD.b<a— P(b))— P(a)
VaecD. P(a

— Notar parecido con segundo principio de
induccién

Metodologia de la Programacion. CPS. Univ. Zaragoza -J.Ezpeleta- 141



Induccion Noetheriana

* El anterior principio es util para probar

propiedades (enunciadas como
predicados) de PBF

e Por inducciéon Noetheriana

— Base: probar la propiedad para cada elemen-
to minimo

- Hipétesis de induccién: Asumir que, para un

e cualquiera, la propiedad es cierta para todo
predecesor suyo

— Paso de induccién: probar que la propiedad
se verifica para e

 Ejercicios:

1) Considerando las cadenas de longitud finita
con el preorden anterior, probar que toda
cadena tiene longitud no negativa

2) Considerando N? con cualquiera de los
predrdenes anteriores, probar para todo
(a,b) severifica que

(a+b es par) v (at+tb es 1mpar)
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Diseiio y verificacion de programas
recursivos

* Una clasificacion de programas
recursivos:

— lineales: cada invocacion, genera una tnica
invocacion (excepto la altima, claro)

» especial: recursividad final

- multiple: una misma invocacién puede
generar mas de una invocacion

» ejemplo: Fibonacci/camino en losas

e Otra clasificacion:

- finales: la actual invocacion devuelve el
mismo valor que la invocacion que ella ha
generado

- no finales: el valor que dev. la actual
invocacion es el resultado de operar el valor
de la invocacion que ésta ha generado
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Diseiio y verificacion de programas
recursivos

Funcion maxCD(E a,b:entero) dev (m:entero)
--Pre: a>0 A b>0

--Post: m=mcd(a,b) -
Principio lineal
Sel final
a=b: m:=a

a>b: m:=maxCD(a-b,b)
a<b: m:=maxCD(a,b-a)
FSel
dev(m)
Fin

Funcion factorial(E n:entero) dev (r:entero)

--Pre: n=0
-—-Post: r=n! lineal
Principio NO flnal
Sel
(n=0)v(n=1): r:=1
n>1: r:=n*factorial(n-1)
FSel

dev(r)
Fin
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Diseiio y verificacion de programas
recursivos

I) Especificacion formal
IT) Analisis de casos:

— identificar los posibles casos que pueden
aparecer, de manera que se cubran todos los
posibles estados que verifiquen la Pre

— habra al menos un caso base (trivial) y un
caso de invocacion recursiva

— para identificar los casos base, habra que
“mirar” detenidamente la Post y la Pre

[II) Composicion
— generar el c6digo de cada caso

— para los recursivos, hay que asegurarse de
que la invocacion se genera para datos mas
cercanos a los casos de base. En general, “mas
grande el salto”, mas eficiencia

» funcién de cota: hace corresponder a cada
conj. de parametros que verifican la Pre
un elemento de un PBF

» sera el elemento clave de la inducciéon
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Diseiio y verificacion de programas
recursivos

IV) Verificacion formal de cada caso
V) Estudio de la eficiencia

— como siempre, tratar de encontrar una
expresion del orden de la eficiencia

- en general, es “sencillo” como sigue:
» obtener la recurrencia

» resolver la recurrencia
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Diseiio y verificacion de programas
recursivos

* Asumamos, por simplificar, una funcién
recursiva de la forma (D;=dom.)

-—Q(X)
Funcion F(E x:tX) dev (r:tR)
Principio
Sel
B(X): r:=triv(x)
B, (X): r:=c(F(s(x)),x)
FSel
dev(r)
Fin
--R(X, 1)
° Hay que proodr 10 sigulerite:

a) () bien definida en el dominio.:

b) las sy Q)= B(X)VB(X) [) se generan
con parametros “correctos”

*Notg Bre X)AQ(X)—> Q(s(X))

(Valores de tX que verifican la Pre)
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Diseiio y verificacion de programas
recursivos

c) la solucién dada en el caso trivial es correcta

QOIAB(X)—> R(X,triv(x))

d) asumiendo correcto el resultado de la
invocacion recursiva, probar la correccion del

Caso recursivo
;g:f(s(z))j

QCIAB,: (XIAR(S(X).r* ) R(X,c(X,r’))
\\\\\\\‘ la invocacion rec.

es correcta

Si hay varios
casos recursivos,
d) se prueba para
cada uno de ellos
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Diseiio y verificacion de programas
recursivos

e) en cada llamada generada recursivamente,
los parametros son cada vez “mas pequenos”

QOIAB (X)) s(X) “<* x

f) los elementos minimos del dominio de la
funcioén estan incluidos en el caso no trivial y
verifican la Pre.

Nota:
si el punto anterior es correcto, esta
tltima comprobacion es innecesaria,
porque INEVITABLEMENTE llegaremos
a tomar un valor minimo
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Diseiio y verificacion de programas
recursivos

* Como ya se comento

- no dispondremos, en general, de un PBF para
el dominio de la funcién, por lo que

» obtener uno a través de una aplicacion
de dicho dominio en uno que lo tenga (N,
a ser posible)

- Sea t:D;— N (FUNCION DE COTA)

— ¢) se sustituye por

QXA B (X)—> t(s(X))<t(X)

e A veces, se suele extender la funcién ‘T
a todo tX como sigue:

- como D,;c D, se toma D > 72

y se sustituye e) y f) por

e) |Q(X)—=> t(x) 2 0
QXA B (X)—> t(s(X))<t(X)
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Diseiio y verificacion de programas

recursioos

* En resumen, los puntos a verificar para
asegurar la correccion de un algoritmo
recursivo son:

1

2)
3)

4)

5)

6)

Q(X)—> B (X)VB, . (X)

B, QIAQ(X)—> Q(s(X))

Q()AB (X))~ R(X,Triv(x)) ;iﬂ'(s(z))j

QOIAB, (XIAR(S(X),r’ )~ R(X,c(X,r’))

\ la invocacion rec.

es correcta

Encontrar t:D,—>Z t. (.

Q(xX) » t(x)=20

QA B (X))~ T(s(X))<t(X)

Metodologia de la Programacion. CPS. Univ. Zaragoza -J.Ezpeleta- 151



Diseiio y verificacion de programas

recursioos

* Un ejemplo:

——Q: n=0 A az0

Principio
Sel
n=0: p:=1

FSel

dev(p)
Fin
-—-R:z p=an

n>0: p:=a*pot(a,n-1)

Funcion pot(E a,n:entero) dev (p:entero)

e Para este caso:

B,.= (n>0)
s(a,n)=(a,n-1)
c(p”,(a,n))=a*p

1) n=0

3) n=0

A a0 —» (n=0)v(n>0)
2) n20 A n>0 ra#z0 —» n-1>0 A a<>0
A N=0 ra#z0 —» 1=a"

4) nz20 A n>0 ra#0 A (p’=a"1l)—- a*p’=a"

5) tomamos t(a,n)=n
6) N0 A n>0 —» n-1<n
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Diseiio y verificacion de programas
recursivos

* Ejercicios: Probar la correccion de

Funcion factorial(E n:entero) dev (r:entero)
--Pre: n=0
--Post: r=n!
Principio
Sel
(n=0)v(n=1): r:=1
n>1: r:=n*factorial(n-1)
FSel
dev(r)
Fin

--0Q: (az20)A(b=0)A—~((a=0)A(b=0))
--R: m=maximo comun divisor (a,b)
Funcion mcd(E a,n:entero)

dev (m:entero)

Principio
Sel
a=0: m:=b
b=0: m:=a

(a2b)A(b>0): m:z=mcd(b,a MOD b)
(a>0)A(bza): m:=mcd(a,b MOD a)
FSel
dev(m)
Fin
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Diseiio y verificacion de programas

recursioos

Constantes N=.....
Tipos vect=vector[l..N] de entero

--Q: orden(v,pl,pD)A(ALpI<pPD+1<N)

Funcion bD(E v:vect;E Xx,pl,pD:entero)
dev (e:booleano;p:entero)

--R: (e - (pI<pLpDIAX=V[pPD) A

- (—e > (pI<p<pD+1) A

—— (vlpl..p-1]<xX) A

—- (x<v[p-.pD1))

Principio
Sel
pl>pD: <e,p>:=<False,pl>
pl1<pD:
m:=(pl+pD) DIV 2
Sel <X X X <

m
x=v[m]: <e,p>:=<True,m>

<X < X X<

m

x>v[m]: <e,p>:=bD(v,m+1,pD)

<X X < X<

m
x<v[m]: <e,p>:=bD(v,pl,m-1)
FSel
FSel

dev(e,p)

Fin
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Diseiio y verificacion de programas
recursivos

* Disefiar y verificar las siguientes

Lo e

Funcion sumaC(E v:vect;E pl,pD:entero)
dev (sC:entero)
--QsC: 1 < pl £ pD £N

--RsC: sC= 25 ae{pl..pD}.v[a]

Algoritmo copia(E v:vect; S w:vect
E pl,pD:entero)

-——Qc: 1 < pl <pb <N
--Rc: ‘/ae{pl--pD}-w[a]:v[a]

Funcion divide(E a,b:entero)

dev (g,r:entero)
--Qd: a=0 A b>0
--Rd: a=bg+r A 0<r<b

— Tratar de evaluar el coste de los ejemplos
anteriores
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Diseiio y verificacion de programas
recursivos

* Ejercicios: Especificar formalmente,
disefiar recursivamente y verificar los
siguientes algoritmos

1) Funciéon que devuelva el valor medio de los datos en
un fichero de reales (parametro)

2) Algoritmo que almacene el contenido de un fichero de
enteros en otro, pero en sentido invertido

3) Funcién que determine si un string es palindromo o no

4) Funcién que determine si un vector de enteros esté
ordenado “<”

5) Algoritmo que mezcle dos vectores de enteros “<” en

un tercero, quedando éste también “<” (los tres
vectores son paradmetros)

6) Funcién que cuente el nimero de repeticiones de un
entero (parametro) en un fichero de enteros (cuyo
nombre es también parametro)
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Diseiio de algoritmos por inmersion

* Algunas veces, un disefio recursivo
puede ser poco eficiente

Fibonacci(4)

o + *\
Fibonacci (3) Fibonacci (2)

’+

*+t?
Fibonacci(zi %ibonacci(l) / \
® + 1
l \\\\x FlbonaCC|(1)Flb0naCCi(0)

1 o)
Fibonacci (1)Fibonacci (0)

* Otras, es imposible

Constantes n=.....
Tipos vect=vector[l..n] de real

Funcion sumaC(E v:vect) dev (sC:real)
--Pre: True

——Post: sC=2.ae{l..n}.v[a]
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Diseiio de algoritmos por inmersion

* Algunos de estos casos pueden
resolverse mediante el mecanismo de la
inmersion de algoritmos

* Inmersion de un algoritmo:
- generalizacion del mismo
- con mas parametros y/o resultados

— para determinados valores de los pardmetros
se tiene la solucion del problema inicial

-=Q(X)
Funcion f(E x:tX) dev (r:tY)

--R(X,r)

—--Q7 (X, W)
Funcidon g(E X:tX;E w:tW) dev (r:tyY;z:tZ)

--R*(X,W,r,2)

* T. g. bajo determinadas condiciones, de
la solucion de g se obtenga la solucion

de T
Q™ (X, WAP(X,W)AR” (X, W, r,z)—>R(X, )
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Diseiio de algoritmos por inmersion

* Diferentes técnicas

* Inmersion por cuestiones de eficiencia
— ya se dispone de una solucién recursiva
— buscamos una mas eficiente
» inmersion de parametros
» inmersion de resultados
» técnicas de plegado y desplegado

* Inmersion de especificaciones

- buscamos un algoritmo, pero su
especificacion impide una solucién recursiva

- por “debilitamiento de la Post”
» dara solucion recursiva no final
- por “reforzamiento de la Pre”

» dara solucidén recursiva final
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Inmersion por cuestiones de
eficiencia

e Recordar Fibonacci:

e Otro caso:

Funcion f(E a:entero;..)
dev (...... )

t....--}
Principio

az . ...

f(..atl..)..

\

Fin v

a? es de ayuda para obtener (a+l)?

Funcion Fib(E n:entero) dev (f:entero)
--Q(n): n=0
--R(n,¥): f=Fibonacci(n)}
Principio
Sel
n=0: f:=0
n=1: f:=1
n>1: f:= Fib(n-1)+ Fib(n-2)
FSel
dev(T)
Fin “recalcula Fib(n-2)~
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Inmersion por cuestiones de

eficiencia

e Dos casos fundamentales

* Caso 1: la expresion “compleja”
involucra sélo elementos de x

| caso a2|

inmersion de parametros

“parametros acumuladores™

* Caso 2: la expresion “compleja” se
evaltia después de la llamada recursiva,
e involucra resultados de la misma

@so FibQ |

inmersion de resultados

“resultados acumuladores”
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Inmersion de pardametros

* Caso 1: inmersion de parametros

Constantes n=....
Tipos vect=vector[0..n] de real

--Q(a,1,x): O<1<n

--R(a,1,x,v): v=§]xe{i--n}-a[a]xa
-—-eval(a,0,x,) da el valor del pol.
—-—en el punto X,

Principio
Sel
I=n: v:o=a[n]*x"
i<n: v:=a[i]*x'+eval(a,i+l,x)
FSel

Funcion eval (ES a:vect;E i1:entero;
E xX:real) dev (v:real)

dev(Vv)

Fin _ requiere
eval(a,1,x)
i genera
eval(a,1+1,x)

requiere

X1

Xi+1
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Inmersion de pardametros

e Demasiados calculos innecesarios

Funcion eval2(ES a’:vect;E 1°:entero;
E x’:real;E w:real) dev (v’:real)
--Q(a,i,Xx,Ww) - 0 <i” < n A w=x""
——R(a,i,x,w,v) : v=2aef{i’..n}.a[a]x "
Principio
Sel
1’=n: v’:=a’[n]*w
1I’<n: v’:=a’[17]*w +
eval2(a’,1”+1,x” ,X”*w)
FSel
dev(v?)
Fin

Funcion eval (ES a:vect;E i1:entero;
E xX:real) dev (v:real)
Principio
v:=eval2(a,1,x,x")
dev(Vv)
Fin
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Inmersion de pardametros

* Esquematicamente:

- afiadir a Q(x) una conjuncién de la forma

w=d(X) iS0lo depende de X!

— sustituir en F() toda aparicion de ®(X) por
W

- calcular en la funcién sucesor de g() el
nuevo valor W, de manera que la
precondicion siga invariante

— el valor inicial w,; se obtiene por la propia
precondicion:

Wini:q)(zini)
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Inmersion de resultados

e Caso 2: inmersion de resultados

Funcion Fib(E n:entero) dev (f:entero)

--Q(n): n=20
--R(n,¥): f=Fibonacci(n)
Principio
Sel
n=0: f:=0
n=1: f:=1

n>1: f:= Fib(n-1)+Fib(n-2)
FSel
dev(T)
Fin

Funcion Fib2(E n:entero) dev
(fN,fNM1l:entero)
--Q(n): n>1

——R(n,fN,fNM1) : FN=Fibonacci(n) ~»
—— TNM1=Fi1bonacci(n-1)

Funcion Fib(E n:entero) dev (f:entero)

variables fTAux:entero
Principio
Sel
n=0: ¥:=0
n>1: <f,FAux>:=Fi1b2(n)
FSel
dev(f)
FiIn
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Inmersion de resultados

* Donde F1b2() escomo sigue:

Funcion FiIb2(E n:entero) dev
(fN,fNM1l:entero)
--Q(n): n>1

——R(n,fN,fNM1): FN=Firbonacci(n) -
—— fNM1=Fibonacci(n-1)
Principio
Sel
n=1: <fN,fNM1>:=<1,0>
n>1: <fN,fNM1>:= Fi1b2(n-1)
—--fN=Fi1bonacci(n-1)
—--fNM1l=Fi1bonacci(n-2)
<fN, FNM1>:=<FN+FNM1, FN>
FSel
dev(fN, fNM1)
FiIn

* Hstudiar las complejidades de ambas
versiones de Fibonacci
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Inmersion de resultados

* Esquematicamente:
— afiadir la conjunciéon z=® (X, r) a la post
R(X, )
» Z=0(X,r)
es el resultado acumulador

» O(X7,r?)
expresion que la llamada interna
devuelve, calculada, a la actual

— sustituir en F cada aparicion de @(X”,r”)
por z”, resultado precalculado en la
invocacion recursiva

— para el caso no trivial, rehacer la Post,
calculando z a partir de z~

— para el caso trivial, rehacer la Post mediante
un valor de zZ que la satisfaga
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Técnicas de desplegado y plegado

* Se trata de una técnica de
transformacion de algoritmos

e Transformacion: obtencién de un
algoritmo a partir de otro, pero con el
mismo comportamiento

- deseo de mayor eficiencia
- imposibilidad de implementacion directa

* Varias técnicas
- desplegado/plegado (ahora)

- transformacioén recursivo-iterativo
(més adelante)

e Interesante: encadenamiento de
transformaciones
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Técnicas de desplegado y plegado

e Recordar @/'O final ]
Funcion fact(E n:entero) dev (f:entero)
--Q(n): n=0
--R(n,P): f=n!
Principio
Sel
n=0: f:=1
n>0: f:=n*fact(n-1) ——» I::figt(”‘l)
FSel -=n
dev(f)
Fin
( =
Tipos fichEnt=Ffichero de entero [flnalj

Funcion buscaPorPos(E f:fichEnt;
E p,pos:entero) dev (c:entero)
--Q(f,p,pos): f=(<d,,...,d>,p,L) A
1 <p < pos <n
--R(f,p,pos,c): f=(<d,,...,d >,pos+1,L)A
- - - C:deS
Principio
Sel
p=pos: leer(f,c)
p<pos: leer(f,c) --avanza a sig. pos
c:=buscaPorPos(f,p+1,pos)
FSel
dev(c)
Fin

¢Como se puede usar para encontrar el dato
que en un Fichero ocupa determinada pos?
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Técnicas de desplegado y plegado

e Partimos de una solucién recursiva
(lineal)
e Buscamos una solucidén recursiva
final
- mas eficientes en tiempo y espacio

— facilmente transformable a una
1terativa

* En resumen: (caso de funciones)

dada una funcidn recursiva no final
T(..), encontrar una funcion recursiva
final g(..) con el mismo comportamiento
(para determinados casos)
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Técnicas de desplegado y plegado

* ‘Tres etapas (inmersién para f):
- generalizacion

» construir una g() mas general
(més parametros)

- desplegado
» se “despliega” () dentro de g()

(manipulaciones +/- automaticas)
- plegado

» sustituir la aparicion de £() en g() por
una expresion equivalente, pero s6lo con

g0
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Técnicas de desplegado y plegado

* Forma que trataremos

--Q(X)
Funcion f(E x:tX) dev (r:tR)
Principio
Sel
B(X): r:=triv(x)
B, (X): r:=c(x,F(s(x)))
FSel
dev(r)
Fin
“R(ﬁ,[)
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Técnicas de desplegado y plegado

e Generalizaciéon: buscamos
par. de i1nmersion

recursiva Ffinal ///

Funcidon g(E X:tX;E w:itW) dev (r:tR)

--Pre: Q(xX) A D(w)
——Post: r=c(f(x),w)

cond. de dominio

sol. general

- notar que si c(. .) tiene elemento neutro
W
20

g(X>Wp) = c(F(X),Wp) = T(X)

l

iiTenemos f como un caso particular de g!!
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Técnicas de desplegado y plegado

* DESPL (@)
g(x,w) = c(f(x),w)

c(Sel
Bi(X): ri=triv(x)
B (X): rz=c(f(s(x)).x)

FSel,
W)
S =
! Sel
Bi(X): ri=c(triv(x),w)
- B, 00 r:=c(c(F(sC)),X),W)
a FSel
S
o) — =
C
i Sel
a B.(X): ri=c(triv(x),w)
t B (X): r:=c(f(s(x)).c(x,w))
i FSel
V
] '
X”=s(x) g(x”,w?)=g(s(X),c(X,w))
w?=Cc(X,W) jiForma de g!!
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Técnicas de desplegado y plegado

* PLEGADO

g(x,w)

Sel
B.(X): ri=c(triv(x),w)

B, X): rr=g(s(x),c(x,w))
FSel

* Importante: para llevar a cabo esta
inmersion hemos impuesto que:

- ¢ tenga un elemento neutro

» dara el caso particular en que g se
comporta como f

— C sea asociativa
* No siempre es posible

* Hay formas mas generales en que es
posible
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Técnicas de desplegado y plegado

e En resumen:

Funcion f(E x:tX) dev (r:tR)
--Pre: Q(X)
--Post: R(X,r)
Principio
r:= g(x,w)
dev(r)
Fin

1) 3w, t.g. FOO=g(x,W)
2) c asociativa

Funcidon g(E X:tX;E w:tW) dev (r:tR)
--Pre:  Q(x) A D(W)
—-—-Post: r=c(f(xX),w)
Principio
Sel

B.OO:  ri=c(triv(x),w)

B,:(X): ri=g(s(x),c(x,w))
FSel
dev(r)
Fin
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Técnicas de desplegado y plegado

* Ejemplo: a recursivo final

Constantes n=..... {n>1}
Tipos vect=vector|[1l..n] de entero

Funcion sumaC(E v:vect;E i1:entero)

dev (sC:entero)
{Pre: 1 <1 <n

Post: sCz}]xe{l--i}-v[a]}
Principio
Sel
1I=1: sC:=v[1]
1I>1: sC:=sumaC(v,1-1)+v[i]
FSel
dev(sC)
FiIn
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Inmersion por debilitamiento
de la Post

* A veces, no podremos construir, a partir
de la especificacion, una solucion
recursiva

— por ser imposible/por no saber hacerlo
* Ejemplo:

Constantes n=.....
Tipos vect=vector|[l..n] de real

Funcion prodEsc(E vl1,v2:vect)
dev (pE:real)

--Pre: True
—-Post: pE:Zae{l- n}.vifa]*v2][a]
* Intentarlo “pidiéndonos menos”

— debilitando la Post

» generaremos recursividad no final
- reforzando la Pre

» generaremos recursividad final

* Inmersion de especificaciones, no de
algoritmos
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Inmersion por debilitamiento
de la Post

e Partimos de

-=Q()
Funcion F(E x:tX) dev (r:tR)
--R(X, )

e Buscamos
--Q7 (X, w)

Funcidn g(E X:-tX;E w:itW) dev (r:tR)
—-R7(X.w.r)

tal que para cierto w

1ni

FOO=9(X,Wini)

* Sobre debilitamiento de asertos
- (Qué es debilitar un aserto?
- Como se puede debilitar un aserto?

Metodologia de la Programacion. CPS. Univ. Zaragoza -J.Ezpeleta- 179



Inmersion por debilitamiento
de la Post

* Proceso:

— Sustituir en R(X, ) ctes. o variables que
dependan s6lo de X por variables inmersoras

R”(X,¥,W)

- Llamando Y (X) a lo sustituido, tenemos

R” (X, r,w) 19— R(X,r)

- LLamando P(X,w)= w=¥(X) (ec. de sust.)

R*(X,r,W)AP(X,w) —R(X,F)

- Obtencién de Q~:

Q7 (X,W)=Q(X) AD(X,w)

\

adecuado elimina valores de w que
hagan R’ falso o indefinido

- establecer el w;,;

- disefar el nuevo algoritmo

- recursivo NO final
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Inmersion por debilitamiento
de la Post

e Encontrar dos soluciones de inmersion
distintas por debilitamiento de la Post
para:

Constantes n=.....
Tipos vect=vector|[l..n] de real

Funcion prodEsc(E vl,v2:vect)
dev (pE:real)

--Pre: True
--Post: pE=2.aec{l..n}.vi[a]*v2[c]

* Lo mismo para

Funcion max(E v:vect) dev (n:real)
--Pre: True

——Post: dae{l..n}.v[a]=m A
—— VBe{l..n}.v[B]m
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Inmersion por reforzamiento de la

Pre

e [.a forma mas sencilla de reforzar un

aserto: afadir conjunciones

* En la propia Pre del alg. inmersor se

exigird ya parte de la Post

(mediante par. inmersores)

- la nueva Pre sera un debilitamiento de la
Post, con condiciones de dominio para las
variables de inmersién

* La Post no ha de variar, con lo que se

conseguird una solucion recursiva final
* Trataremos de encontrar parametros de

Inmersion

w=(Wq ,W5)

* Poner el alg. g() de la forma:

Sel
By:
B¢

FSel

r
r

@'- acumulador |

Wy

= ¢

C---)
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Inmersion por reforzamiento de la
Pre

* Proceso:
— renombrar en R(X,r), r como w,

— tratar de poner R(X, W;) como conjuncién

R(X, W )=A(X,w;) A C(X,W;)

- Caso 1: R(X, r) como conjuncion

» tomar W=w, como parametro de in-
————  mersion

» meter A 6 C como parte de Q~

» tomar By como la parte que queda
- Disenar el resto del algoritmo
— Encontrar w,.; tal que

Q(X) — Q7 (X, Wini)

- Verificar

<: (1) Nueva Pre lleva parte de antigua Post)
(2) Be(,w) A Q7(x,w) —ROX,W,) )
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Inmersion por reforzamiento de la
Pre

Funcidon F(E x:tX) dev (r:tR)

--Q(X)
—-R(X, = A(X,r) A C(X,r)

Funcidon g(E X7 -tX;E w:itW) dev (r’:tR)
--Q> (X7, W)= A(X”,w) A D(W)
“R(ﬁ’,z’): A(E’,E’) A C(E’,E’)
Principio
Sel
C(x”,w?): r’-=w
-C(x7,w?):  .... —-disenar
FSel
dev(r>)
Fin

e También se llama
inmersion con Post constante
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Inmersion por reforzamiento de la
Pre

- Caso 2: R(X, ) NO es conjuncion
» debilitar R(X, )

Raepin (X> Wy, W,)

mediante sustituciérv_v =P (X, W)

de manera que

Raepit (Wi, Wo) A W= (X,W,)
—
R(X,wy)

- jCASO ANTERIOR!
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Inmersion por reforzamiento de la
Pre

* Ejemplos: Resolver mediante inmersion
por reforzamiento de la Pre

Funcion raiz(E n:entero) dev (r:entero)

--Q: n=0
—-R: rz2< n < (r+l1)2

Constantes n=.....
Tipos vect=vector|[l..n] de real

Funcion prodEsc(E vl1,v2:vect)
dev (pE:real)

--Q: True
——R: pE=D ae{l..n}.vi[a]*v2[c]

Funcion max(E v:vect) dev (mn:real)

--Q: True

—-R: doe{l..n}.v[o]=m A
VBe{l..n}.v[B]=m
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Inmersion por reforzamiento de la
Pre

Constantes N= --entero,>=1
Tipos vectN=vector(l..N) de entero

Funcion mayorCola(E v,v”:vectN)
dev (pM,s:entero)

--QmC: TRUE

--RmC: pM es la primera posicion,empe-
—— zando por la derecha, tal que
—— las componentes de v y v’ desde
—— pM hasta N coinciden.

—— s es la suma de dichas

—— componentes
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Inmersion por reforzamiento de la
Pre

Constantes N= -—-entero,>=1
Tipos vectN=vector(l..N) de entero

Funcion cuentaComunes(E v,v’:vectN)
dev (cC:entero)

—-—QcC: tanto “v” como “v’” estan
—— ordenados en sentido

—— estrictamente creciente
--RcC: “cC” es el numero de valores
—— comunes a ambos vectores
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TEMA 3Bis: Resolucion de ecuaciones
recurrentes

1) La eficiencia de algoritmos recursivos
2) Clasificacion de ecuaciones recurrentes

3) Recurrencias lineales homogéneas de
coeficientes constantes

4) Recurrencias lineales NO homogéneas de
coeficientes constantes

5) Recurrencias lineales de coeficientes
variables

6) Recurrencias de particion y cambio de
variable

7) ¢Y cuando todo falla?
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Eficiencia de algoritmos recursivos

* Célculo del tiempo de ejecucion:
- Factorial: t,=t;=k,
ta=thatky
- Fibonacci: t,=t;=k,
ta=tha otk

- Luego, en ambos casos, la obtencion de t,
pasa por la resoluciéon de un sistema de
ecuaciones recurrentes

» t,=t;=k, establece en ambos casos las
condiciones iniciales

» t,=f(t, 1t -..) establece la recurrencia
» K,y k,son datos del problema

* Luego necesitamos saber resolver
ecuaciones recurrentes...
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Ecuaciones recurrentes

* Forma general de una ecuacion
reciirrente

u,=f({u,lp<n}), neJcN

= J establece el rango en que n puede
variar de forma que la ecuacion esté bien

definida. En general, sera N

e Distintas clasificaciones de las
ecuaciones recurrentes

- Por la forma de ()

— Por las u,, p<n, que intervienen en la
definicion de u,,

— Por el hecho de que en ¥() , ademas de las
u,, aparezcan otros parametros
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Ecuaciones recurrentes

e Por la forma de f:

- recurrencia lineal: f es una c.l. de las u

p
» coeficientes constantes

» coeficientes variables

— recurrencia polinomial: f es un polinomio en

las u,

* Por las u,, p<n, que intervienen en la
definicién de u,,

— recurrencia completa: aparecen todas

- orden K: depende de u, 4,...,u, 4
» notar que para este caso,

J={neN|pzkj

- recurrencia de particion: s6lo interviene u,, ,,
siendo aeN y a>1

» notar que J={neN | a divide a n}
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Ecuaciones recurrentes

* Por pardmetros que acompafien a las u
en f

— recurrencia homogénea: f s6lo depende de las

Up

- recurrencia no homogénea: f depende de
mas parémetros

R TR

I

l

segundo miembro

P

>

v

o1 rma

b
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Ecuaciones recurrentes

* Sea una ecuacidn recurrente

u,=F{u,Ip<n}), ned=N| @

* Una solucién consiste en encontrar una
sucesion (u;):>, que verifican (1)

 De entre las soluciones, nos interesara,
en general, aquélla(s) que verifican
determinadas condiciones iniciales

{a;liel}, 1N

* Significado: para algunos valores de
subindices i (aquéllos que pertenecen al
conjunto I) los valores de las u; estan
predeterminados

- Factorial: t,=t,=k;
tn:tn—l_l_kz
1={1,2}
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Ecuaciones recurrentes

e Proposicion 1:

Sea u,=F({u,lp<n}), neJcN, una relacioén
de recurrencia. Entonces:

* S1 F completa y u, dado, existe al
menos una solucion

* ¥ lineal de orden k y ug,...,u; dadas,
Jj<k, hay al menos una solucion

* T de particion u=Ff(u,,) Y se da
Up>---,U;, J<a, al menos una solucion

* Proposicion 2:

Sea u,=F({u,]p<n}), nedJcN , una relacién
de recurrencia. Entonces, la solucidn es
unica cuando:

* f de orden k y u,,---,U,_,; dadas

* ¥ completa y u, dada

* f de particion u=f(u,,) y todos los
u; tal que (i<a) O
((1za) A a no divide 1) dados

proposiciones se determinan los casos con
una dnica soluciéon
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Recurrencias lineales homogéneas de
coef. ctes.

e Forma:

u,=a,u,_;+...+au. ., n>k,a;eR|

* Método del polinomio caracteristico

e Definicidon: ecuacion caracteristica
e
C P
- rk=a,r<-+_.__+a,_,r*+a, | 2 0
C
a -
r C
a a
C r
t a
e 3 C
r ( ) t
I P(r)=rk-a,rx1-___-a, _,rt-a, e
t i
i S
C t
a i
C
(@]
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Recurrencias lineales homogéneas de
coef. ctes.

* Proposicion 3:

Las soluciones de (1) forman un e.v.

* Proposicion 4:

Si P(r) tiene k raices distintas,
r,,---,r., entonces, las k sucesiones

(rinsos - - - » (Mnso

forman una base del e.v. de soluciones.
Toda solucidn es de la forma

k
un: IZ;- kirin
con los A; determinados por las condiciones

iniciales
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Recurrencias lineales homogéneas de
coef. ctes.

* Ejemplo: resolver la recurrencia

u,=0
u,=1
u,=3u,_,+4u, _, , si n22

- Polinomio caracteristico:
P(r)=r2-3r-4=(r-4)(r+1)
- Raices:
r=4 r,=—-1 (mult. 1)
- Solucioén:
Uu,= Mr" + L= L4 + (-1

— Aplicando condiciones iniciales:
U= 0 = A, + A,
u=1 = 45 - A,

- La solucion definitiva:

U= 2 40 - = (1)
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Recurrencias lineales homogéneas de
coef. ctes.

* Ejercicio 1: resolver

uy,=0
u,=1

u, = u,

4t U, S1 nN=22

* Ejercicio 2: resolver
u,= 3U,; - U,_, , si nx2

* Ejercicio 3:
Sea 2 ={a,b} y sea B&2_* definido como
B) aeB,beB
EI) weB = abweB y baweB

1) Escribir 6 elementos de B
2) Demostrar lo siguiente: weB = |w|
es impar
3) ¢Es cierto el reciproco?
4) Sea u =#({w |weBy |w|=n})
4.1) Calcular u, y u,
4.2) Dar la relacion de recurrencia
que Z%enere u
3) Resolver la relacién
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Recurrencias lineales homogéneas de

coef. ctes.

* Proposicion 4:

Si P(r) tiene p raices distintas,
ry,---,r,, de multiplicidades
mi,...,mp,

entonces, las k sucesiones

(rln)nzo’ (n r-1n)n20’ === (nml—l rln)nzo

(rpn) n=0 7 (n rpn) nz07 = == (nmp—l rpn) n=0

forman una base del e.v. de soluciones.
Toda solucidn es de la forma

P
U= > P;(nr;"
=1

siendo P.(n) un polinomio de grado
m;-1, a éeterminar por las condiciones
iniciales
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Recurrencias lineales homogéneas de
coef. ctes.

* Ejemplo: resolver la recurrencia

u,=1
u,=2
u,=5
u= 4u,_,- 5u, ., + 2u, 5 , si n=3

- Polinomio caracteristico:
P(r)=r3-4r2+5r-2=(r-1)%(r-2)
- Raices:
r=1 (nult. 2) r,=2 (mult. 1)
- Solucién:
u,= Py(n)1" + P,(n)"

v

pol. grado 1 pol. grado O

u .= (an+p)1r + 520

— Aplicando condiciones iniciales:

u= 1 = p+5

u,;= 2 = a+p+20

u,= 5 = 20+p+46 (o =-1,p=-1,0=2)
— Solucién: u= 2 —n -1
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Recurrencias lineales NO

homogéneas de coef. ctes.

* También llamadas con “segundo
término”

* Forma general:

u.=a,u, ;+...+a.u. . +tb(n), n>k,a;<R

* Solucion del caso general es compleja, y
pasa por encontrar previamente una
solucion particular

* Estudiaremos casos particulares de b(n)

— cubren la mayor parte de nuestros problemas

* Método del polinomio caracteristico
- Aplicable cuando

m
b(n)= 2. b, P;(n)

=1

- donde: b;=0
P, polinomio de grado d,
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Recurrencias lineales NO
homogéneas de coef. ctes.

* Construir el polinomio caracteristico

m
P(r)=(rk-a;rk1-__. _ak-lrl_ak)g(r‘bi)diﬂ

* Proposicion 5:

Si P(r) tiene p raices distintas,

ry,---,r,, de multiplicidades
mi,...,Mp,

entonces las soluciones son de la forma
p
Un= Z Qj (n) r;]
J=1

siendo Q;(n) un polinomio de grado
m.-1
J
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Recurrencias lineales NO
homogéneas de coef. ctes.

* Ejemplo: resolver la recurrencia

Up,=1
u,= 2u,_,+ 3", si nx1

- Polinomio caracteristico:
P(r)=(r-2)(r-3)
- Raices:
r=2 =3 (mult. 1)
- Solucién:

un: Ql(n)zn + QZ(n)Bn

como multip.=1 pol. de grado O
u,= a2 + B3

— Aplicando condiciones iniciales:

Uu,= 1 = o+p
\

u,=5 = 20+3p
ec. para n=1

- Solucién:

u.==-2ntl1 4 33n+l
n
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Recurrencias lineales NO
homogéneas de coef. ctes.

* Un caso particular muy frecuente

u,= c.nk cuando 0<n<b

u,= au, ,+c.nk cuando b<n

e [.a solucidn de la recurrencia da

u,e @e(nk) si a<l
u,e @(nk+1) si a=1

u, e O divb)  si a>l

* Hjemplos:
- factorial, potencia
- suma componentes de un vector

- muchos mas de los vistos
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Recurrencias lineales NO
homogéneas de coef. ctes.

Funcion factorial(E n:entero)

{Pre: n=0
Post: r=n!}
Principio
Sel
(n=0)v(n=1): r:=1
n=1: r:=n*factorial(n-1)
FSel
dev(r)
Fin

dev (r:entero)

Funcion divide(E a,b:entero)
dev (q,r:entero)
{Pre: a=0 A b>0
Post: a=g*b+r A O0<r<b}
Principio
Sel
a<b: <q,r>:=<0,a>
a>b: <q,r>:=divide(a-b,b)
<q,r>:=<q+1,r>
FSel
dev(<q,r>)
Fin

Metodologia de la Programacion. CPS. Univ. Zaragoza -J.Ezpeleta-

206



Recurrencias lineales de coeficientes
variables

* No se conoce una solucién general.
Estudiamos tnicamente el caso de
recurrencia lineal de coef. variables de
orden 1

* Forma general | A(n)u,=B(n)u,_,+C(n)

* Dividiendo por A(n) | u,=b(n)u,_;+c(n)

e Tomando f()=] [1/0(D)

=1

v, =F(n)u
Vo=Ug

. s N>0

* se define (v,),.o donde

* que satisface | Vv, =V, +F(n)c(n)

e Resolviendo Vn=Vo+Z:=1 f(K)c(k)
e De donde

U=/ RVl Ib () (g2, F0oeco)
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Recurrencias de particion y cambio
de variable

* Aparecen frecuentemente en la
. e P . Y74 . .
aplicacion de la técnica de “divide y
z J/
venceras u =bu_,.+c(n)

* Forma general:

donde n se restringe a po| ak=n, Vv, =U_k

e Cambio de variable:

Uk = bu-1+c(ak)

e Nueva recurrencia:

v, = bv,_; + c(a@)

e O:

£ .

k . ] ] k ]
Vi =k (vt 2, (@i /bi)=v bk ) j_pic(ak-i*t)

e (Como ak=n k=laoc n

log,n i
U,=Vblo@n+, 51 bic(n/ai-1)

* Resolver u, =4u, ,+n? para n=2x
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Recurrencias de particion y cambio
de variable

* Un caso particular muy frecuente

u,= c.nk cuando 1<n<a

— Kk
u= b.u,+c.n cuando a<n

e [.a solucidn de la recurrencia da

u, e @(nk) si b<ak
u, e @(nk-lgan) si b=ak
u.e ®(ntvab) si b>ak

* Ejemplos:
— btisqueda dicotémica

- “divide2” (solucién mas eficiente a divide)
- “potencia2” (solucion mas eficiente a pot)
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Recurrencias de particion y cambio

de variable

Funcion bD(E v:vect;E x,pl,pD:entero)

dev (e:booleano;p:entero)
--Pre: orden(v,pl,pD)A(1 < pl < pD+1 < N)}
——Post: (e > (! < p £ pPDIA=VIPD) A
- (—e >l < p <D+t1) A
—— (vlpl..p-1]<xX) A
- (x<v[p..pD1))

Principio
Sel
pl > pD: <e,p>:=<False,pl>
pl < pD:
m:=(pl+pD) DIV 2
Sel

x=v[m]: <e,p>:=<True,m>
x>v[m]: <e,p>:=bD(v,m+1,pD)
x<v[m]: <e,p>:=bD(v,pl,m-1)
FSel
FSel

dev(e,p)
Fin
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Recurrencias de particion y cambio
de variable

Funcion divide2(E a,b:entero)
dev (q,r:entero)
--Pre: a=0 A b>0
--Post: a=g*b+r A 0 < r <»D
Principio
Sel
a<b: <q,r>:=<0,a>
azb: <q,r>:=divide2(a,2b)
-— a=g*2b+r A 0 < r < 2b

Sel
r<b: <q,r>:=<2q,r>
r=b: <q,r>:=<2qg+1,r-b>
FSel
FSel
dev(<q,r>)
Fin
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Recurrencias y transformacion de la
imagen

* Ejemplo: Sea la recurrencia

u,=6
u,=n(u,,,)?+c(n), n potencia de 2

e Cambio de variable: V= ULk

* Queda: [y =6
Vi=24(v )%, k>0

- No es lineal, y tiene un coef. no constante

* Cambio de imagen: | V,=lg(v,)

Vo=Ig 6

V. =k+2V,_;, k>0
* Ec. caracteristica: (x-2)(x-1)2 = 0
* Sol: V,=C,2K+C,1k+c k1K

e Como: V,=1+lg 3,V,=3+2lg 3,V,=8+4lg 3

V,=(3+1g 3)2k-k-2

|
|
u,=23"-2 3" /n i
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.Y si casi todo falla?

* A veces, no se puede aplicar ninguno de
los métodos anteriores

* Podemos intentar usar la intuicion (y el
“ingenio”)
- “aventurar” una forma
- utilizar los métodos de induccion

* Hjemplo: Resolver

u,=a
u,=u,_,+b, n>0

* Conjetura: u, es un polinomio g=2

u,=an2+bn+c

* Demostracion: por induccion
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TEMA 4: Diseiio de algoritmos
iterativos

1) Introduccion

2) Recursividad final con Post
constante y solucion iterativa

3) Correccion de programas iterativos

4) Transformacion recursivo-iterativo
— Caso 1: recursividad final

— Caso 2: recursividad lineal con inversa de la
“sucesora”

— Caso 3: recursividad lineal y uso de una pila
de datos

5) Derivacion de algoritmos iterativos
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Introduccion

* En general, soluciones recursivas
- menos eficientes

- mas claras y sencillas

que las iterativas

Pensar en recursivo
Implementar en iterativo

* A veces interesante/ obligatorio:
- disefio recursivo

— implementacion iterativa

* Para programas iterativos:
- semantica de la iteracion
- diseno iterativo

- transformacion de recursivo a iterativo
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Rec. Final+Post Cte
y solucion iterativa

e Consideremos la funcidn
Funciéon T(E X:tX;E y:tY) dev (r:tR)

--Pre(X,y)
--Post(X,r)
Principio
Sel
B (X,y): ri=triv(X,y)
B (X,y): r:=f(X,s(X,y))
FSel
dev(r)
Fin

e Donde:

- recursividad final
- X no varia entre llamadas
— Post constante

* Notar que:

— cada invocacion almacena su valor y
correspondiente (lo mismo para X)

- cuando se invoca a la siguiente, el anterior y
ya no es necesario para nada
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Rec. Final+Post Cte
y solucion iterativa

* Tratamos de que

todas la invocaciones compartan la misma y
(misma zona de memoria)

No paso por referencia

No variables globales

No solucidn recursiva

* Habra que buscar una solucion iterativa
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Rec. Final+Post Cte
y solucion iterativa

e Planteamos como solucion iter.:

Funcidn f(E X:tX;E y:tY) dev (r:tR)
__Q(K1X)
—--R(X,r)
Principio
Sel
Be(X,y): ri=triv(X,y)
B, (X,¥): r:=F(X,s(X,y))
FSel
dev(r)
Fin

Funcion flter(E X:tX;E y:tY) dev (r:tRr)

__Q(51¥)
--R(X, )
Principio
Mg B..(X,Y)
y:=s(X,Y)
FMQ
__Q]_

r=triv(X,y)
dev(r)
Fin
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Rec. Final+Post Cte y solucion
iterativa

e Correcién: asumamos que la solucion
recursiva es correcta.

* ;Lo es laiterativa?

antes de evaluar cada vez la guarda
Pre(X,y)

tiempo finito en el bucle

Pre(X,y) A By(X,y) — Post(X,triv(X,y))

* Bucle asociado al programa recursivo
final con Post cte.

* Ya hemos manejado los aspectos
fundamentales:
— funcién de cota (limitadora)

- invariante de bucle

* Sintaxis: Mg B

S

FMq
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Correccion de programas iterativos

 Invariante de bucle:

Predicado tal que:

- cierto antes de cada una de
las 1teraciones del bucle

- cierto inmediatamente despues
del bucle

* Lo usaremos para “pasar informaciéon”
entre los estados anterior y posterior del

bucle iiY seguir trabajando!!

* Funcidén de cota
(variante del bucle):

t: € » Z tal que:

- 2 0 durante ejecucion del bucle

- estrictamente decreciente entre
dos estados consecutivos
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Correccion de programas iterativos

e Ejemplo: |--Ng=0_
<w,j,n>:=<1,25,N>
Mg n>0
WI=w>*n
Nn:=n-1
FMq

e t(n,w,J)=n esfuncién de cota
e Son invariantes:

11: w<N!
12: <27

13: w=] lae{n+1. .N}.a

e No son invariantes:

14: w<n
15: w174
16: n>0
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Correccion de programas iterativos

* Sean:
— 1 un invariante para el bucle
— Tt una funciéon de cota para el bucle

Entonces, el bucle verifica

* Por lo tanto, para verificar

1) Q > 1 "ﬁq 3
_> S
2) I A~ -B - R __EMq

* Se suele hablar de correccion total y
correccion parcial
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Correccion de programas iterativos

* La semantica se puede expresar por
la siguiente regla:

{IAB}S{1}, 1AB>t>0,{IABAC=T}S{t<T}
{1} Mg B S FMg {1~-B}

* S5i ademas Q —»1
. I~-B >R
y
* entonces -—Q
Mg B

S
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Correccion de programas iterativos

* La forma “normal” de especificacion

--Q
inicializacion
Mg B
S
FMQ
—--R
e Verificacion:
1) buscar: t e |
2) probar: IA—-B —>R
3) probar: {Q} inicializacion {1}
4) probar: {IAB} S {1}
5) probar: IAB —» t=>0
6) probar: {IABAt=T} S {t<T}
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Correccion de programas iterativos

e [0 dificil: encontrar el invariante

- suficientemente fuerte para poder deducir la
Post después del bucle

- suficientemente débil para no restringir el

dominio
e Ejemplo: |-—-N>0

<w,n>-=<1_,N>

Mg n>0
WI=w>*n
n:=n-1

FMQ

——wW=N1
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Correccion de programas iterativos

* Ejercicio 1: Probar la correccion del
siguiente algoritmo

Constantes n=.... --n>=1
Tipos vect=vector[l..n] de entero

Funcion suma(E b:vect) dev (s:entero)
--Pre: True

—-Post: sz}iae{l--n}-b[a]

Variables 1:entero
Principio

<i1,s$>:=<n,0> S-
Mg 120 i:
<i,s>:=<i1-1,s+b[1]>

FMq
dev(s)
Fin
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Correccion de programas iterativos

* Como programa anotado, debemos
escribirlo asi:

Constantes n=....
Tipos vect=vector[l..n] de entero

Funcion suma(E b:vect) dev (s:entero)
--Pre: True

——-Post: sz}}xe{l--n}-b[a]
Variables 1:entero
Principio

<i,S>:=<n,0>

——1: s=Dae{i+l..n}.b[o]

—— A 0<I<n
——t(1)=1
Mg 120
<i,s>:=<i1-1,st+b[1]>
FMq
dev(s)
Fin

Desde ahora, en cualquier etapa del
disefio,
ijTodo programa anotado!!
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Correccion de programas iterativos

* Ejercicio 2: ;Es correcta la siguiente
funcion?

Funcion mult(E a,b:entero)
dev (p:entero)
--Pre: a0 A b=0
--Post: p=a*b
Vars a’,b”:-entero
Principio
<a’,b’,p>:=<a,b,0>
Mg a’>0
Si1 1mpar(a’)
ent p:I=pt+b’
FSi
<a’,b’>:=<a” DIV 2, 2b’>
FMq

dev(p)
Fin
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Correccion de programas iterativos

* Ejercicio 3: ;Es correcto el siguiente
algoritmo?

Constantes n=....
Tipos vect=vector[l..n] de entero

Funcion bLA(E v:vect;E x:entero)
dev (1:entero)

——Pre: doe{l..n}.v[a]=x

——Post: V[i]=x A Vae{l..i-1}.v[a]=x
Principio

1:=1

Mg v[i1]=Xx

1:=1+1

FMQ

dev(i)
FiIn
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Correccion de programas iterativos

* Ejercicio 4: Disefar los siguientes
algoritmos
Funcion pot(E a,b:entero)
dev (p:entero)

--Pre: az0 A b=0
—-Post: p=aP

Constantes n=....
Tipos vect=vector[l..n] de entero
Funcion esOrd(E a:vect)

dev (o:booleano)

--Pre: True
—-Post: 0=Vae{l..n-1}.v[a]<v[a+1]

Funcion suma(E n:entero) dev (s:real)
--Pre: nx>1

--Post: s::Zae{l..n}.l/Ot2
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Correccion de programas iterativos

* Disefiar los siguientes algoritmos

Funcion eAX(E x,&:real)
dev (k:entero;s:real)

——Pre: 0.0<&€ A €<1.0 A x>0.0
——Post: S:qu{o__k}-xo‘/(oc!) A

xk/(KD)>E A x<*1/((k+1) 1)< €

Funcion calc(E n:entero) dev (s:entero)
--Pre: nx0

--Post: sz}lxe{l--n}~§:B€{1--a}-B

Funcion esCap(E n:entero)
dev (eC:booleano)

--Pre: nx0
--Post: s=¢Es “s” un numero capicua?
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Correccion de programas iterativos

* Una posible solucion.

Funcion calc(E n:entero) dev (s:entero)
--Pre: n=0

—-Post: sz}]xe{l--n}uﬁzﬁe{l--a}-B

Variables 1,}),s” -entero

Principio
<i1,s>:=<0,0>
R T
——11: s=2ae{l..i}.
<j,s’>:=<0,0>| -- dpe{l..a}.-Ba
Mg j<i — 0<i<n
J:=1+1
S’I=S7+]
FMq

s’ :=) Be{l..i}.B

S:=s+S’
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Correccion de programas iterativos

Q7 : O<i I
<J.87>:=<0,0> T onij
Mg j<i ——12: s”’=D ae{l..j}.a
J:=j+1 A O<J<1i
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Transformacion recursivo-iterativo

* Puede haber distintas causas para tratar
de obtener una version iterativa de un
algoritmo recursivo:

- el lenguaje no soporta la recursividad
— version recursiva poco eficiente

* So6lo caso de recursividad lineal
e Distinguiremos tres casos:

- final
- lineal con inversa de la funcidon “sucesora”

— lineal utilizando una pila de datos
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Transformacion recursivo-iterativo:
lineal final

e Transformacion recursivo final

* Ya vimos el siguiente caso. ;Correcto?
Funcion f(E x:tX) dev (r:tR)
--Q(X)
--R(X,I)
Principio
Sel

Be(X): rz=triv(x)
nt(x) r:=f(s(x))
FSel
i dev(r) [Funcion FI(E x:tX) dev (r:tR)
Fin --Q(0)
--R(X,I)
Variables y

PrlnC|p|o ;Q(y)/\f(x) f(y)j

|\/|C| Bnt(y)
y:=s(y)
FMq

r=triv(y)
_ dev(r)
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Transformacion recursivo-iterativo:
lineal final

Funcidon F(E x:tX) dev (r:tR)

--Q(x)
--R(X, )

Pri

FiIn

ncipio
Sel

B,OO:  ri=triv(x)
By ()1 F:=F(S())

FSel
dev(r)

Q(X) — B(X) v B (X)
Bt (X) AQ(X) — Q(s(X))
QM) AB(X) — R(X,triv(x))
QX)) ABr e (X) A R(s(X).r”)
— R(X,c(X,r”))

Encontrar t:Dy —> Z

t.g. QX)) >t(x) O
Q(X) ABr(X) = E(s(X))<t(X)

Funcion flter(E x:tX) dev (r:tR)

--Q(x)

--R(X,r)

Variables xAux:tX 1: Q(XAux) A

Principio F(xAUX)=F(X)
XAUX =X
Mg B A
: x%ug%zxAux) ?E\S%a: F: y t:D - Z
Pl - _1inic I
r:=triv(xAux) ?I?}\B} : {‘I{}}

- dev(r) IAB = 0

in

{IABAt=T} S {t<T}
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Transformacion recursivo-iterativo:
lineal final

* Esquema de verificacion:

Funcidn flter(E x:tX)
dev (r:tR)
--Q(x¥)
--R(X,r)
Variables XxAux:tX
Principio
. Q) 19
XAUX - =X I Jux 27
@
Mg B, (XAux) .
XAUX - =s (XAux) 12 Q(XAux) A F(XAUX)=F(X)
FMqg o
. R(X,E) trivf&) =
r>=triv(xAux)
. R(X,r)
dev(r)
FiIn
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Transformacion recursivo-iterativo:
lineal final

X

1) Q) — D2
Q) — QX)) A TOO=T(X)

2) --B,,{ (XAux) A 1
XAUX - =s(XAuUX)
—-1

<~

S(XAuUXx)
B e (XALX) A1 —> 1 xRt

g

B, (XAux) A Q(XAux) A F(XAux)=F(xX) —
Q(s(XAux)) A F(s(XAux))=F(X)
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Transformacion recursivo-iterativo:
lineal final

3) ¢ B (XAUx) A 1 —
R(X,triv(x))?

—B,{ (XAux) A Q(XAux) A F(XAUX)=F(X) —
R(X,triv(x))

4) ¢Terminacion?
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Transformacion recursivo-iterativo:
lineal final

* Ejercicio: Obtener dos versiones
iterativas de

Constantes n=.....
Tipos vect=vector[l..n] de entero

Funcion sC(E v:vect;E 1,w:-entero)

dev (s:entero)
--Pre: O<i<n

——Post: s=w+Xae{l..i}.v[a]
Principio
Sel
1=0: s:=w
1>0: s:=sC(v,1-1,v[i]+w)
FSel
dev(s)
Fin
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Transformacion recursivo-iterativo:
lineal final

* Ejercicio: Obtener una version iterativa
de

Tipos fichEnt=fichero de entero
Funcion comp(E f:fichEnt;

E p,pos:entero) dev (c:entero)
--Pre: f=(<d,,...,d>,p,L) A 1l<p<pos=<n
--Post: f=(<d;,...,d>,pos+1l,L)A c=d,
Principio
Sel
p=pos: leer(f,c)
p<pos: leer(f,c) --por avanzar
c:=comp(f,p+l,pos)

FSel
dev(c)
Fin
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Transformacion recursivo-iterativo:
no final con inversa

Funcion f(E x:tX) dev (r:tR)

--Pre: Q(x)
--Post: R(X,r)
Principio

Sel

Be(X): r:=triv(x)

B, (X)) r:=c(x,T(s(x)))

FSel
dev(r)
FiIn
par. guarda valor
X B (X) c(x,F(s(x)))

s() B (S(X)) c(s(X),F(s2(x)))

s2(X) B, (s*(X)) | c(s°(X),T(s°(X)))

S10) | Bre(sK1(x)) | c(sk1(x), F(SK(x)))
sk(x) B.(sK(X)) triv(sk(x))

c(s(s“(X)), triv(s(x))) <«
c(s71(s*(X)) . T(s°(X))) <«
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Transformacion recursivo-iterativo:
no final con inversa

Funcidon T(E x:tX) dev (r:tR)

--Pre: Q)
--Post: R(X,r)
Principio

Sel

B.(X): ri=triv(x)
Bre(X): rz=c(x,f(s(x)))

FSel
dev(r) Funcion fI(E x:tX)
Fin dev (r:tR)
Temmeseee————— __Dre- Q(ﬁ)
--Post: R(X,Ir)
Variables xAux:tX
- - - 11:Q(XAux) A
Principlio @CQ&AUX ,)X)
XAUX =X — 7
Mg B, (XAux)
XAUX - =s (XAUX)
FMQ
r:=triv(xAux)
SUC(Y,X)= Mg XAUX#X
JaeN.y=se(x)A XAuX :=s 1 (XAux)
VBe{l..a-1}. r:=c(xAux,r)
(B (SPCOIAQ(sP())) | FMa
dev(r)
Fin
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Transformacion recursivo-iterativo:
no final con inversa

Funcion fI(E x:tX)

dev (r:tR)
--Q(x)
--R(X,r)

Variables xAux:tX Q(x)
Principio — 1?
= 11 a0

XAUX - =X

27

XAUX :=s (XAuX 11:Q(XAux) A SUC(XAuUX,X)

Mg B, (XAux) )l_>

FMg * L

. > | 12 trivCAuO
r:=triv(xAux) 7 37
Mg xAuxzx ° | -
XAuUX - =s~1(XAux) 4
r:=c(xAux,r) 1 12211 AR(XAUX, 1)
FMQ .
. R(X, D) >7
dev(r)
FiIn
SUC(y.x)=
JaeN.y=s*(x)A
VBe{l..0-1}.
(B (sP (X)) AQ(sP(X)))
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Transformacion recursivo-iterativo:
no final con inversa

D eQ0) - M 2

QX)) —> Q(X) A SUC(X,X)

2) --B {(XAux) A 11
XAuUX - =s(XAux)
--11

\ W

S(XAuUX
B, (XAux) Al11 — 11 XSA\W)

<>

Bt (XAux) A Q(XAux) A SUC(XAUX,X) —>
Q(s(XAux)) A SUC(s(xAux) ,X)

SUC(Y.x)=
JaeN.y=s*(x)A
VBe{l..0-1}.
(B (sP(X))AQ(sP(X)))
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Transformacion recursivo-iterativo:

no final con inversa

trlv(xAux)

=B, (XAUX) A Q(XAuX) A SUC(XAUX,X) —
Q(XAux) A SUC(XAUX,X) A R(XAux,triv(xAux))

—=XAUX®X A 12
4) XAUX - =s 1 (XAux)
Ir-=c(xAux,r)
——12
>
A s~1(xAux)
XAUX#X A 12— (IZC(X - r)) XAUX

>

XAuX=X A Q(XAUX) A SUC(XAUX,X) A R(XAux,I)
_)
Q(sT(XAux)) A SUC(s 1(XAux),X) A
R(s1(XAux) ,c(s1(xXAux),r))
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Transformacion recursivo-iterativo:
no final con inversa

5) ¢ a(XAux=x) A 12 > R(X,r) ?

—(XAux=X) A Q(XAux) A SUC(XAUX,X) A R(XAux,r)

%
R(X,1)

6) ¢Terminacion?
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Transformacion recursivo-iterativo:
no final con inversa

* Un ejemplo:

Tipos vect=vector[l..n]
de entero

Funcion sC(E v:vect;
E 1:entero)
dev (s:entero)
--Pre: 0O<i<n

——Post: s=) ae{l..i}.v[a]
Principio
Sel
1=0: s:=0
1>0: s:=sC(v,1-1)+v[i]
FSel
dev(s)
FiIn
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Transformacion recursivo-iterativo:

no final con inversa

e Su solucion:

Funcion sCI(E v:vect;

E 1:entero)

dev (s:entero)
--Pre: 0O<izn

—--Post: s=§:ae{1--i}-v[a]
Varirables 1Aux:entero
Principio
1AUX:-=1
Mg TAux>0
1AuxX:=1Aux-1
FMq
s:=0
Mg BTAuUX=1
IAUX:-=1AuUxX+1
s:=s+Vv[1Aux]
FMQ
dev(s)
Fin
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Transformacion recursivo-iterativo

no final con inversa

* BHlerc

1
Funcfﬁﬁ‘FTbZ(E

--Pre:
—-Post:

Principio

Sel

n=
n>1: <f,f1>:=Fib2(n-1)

FSel

dev(f,fl)

Fin

L] L] / L] L]
cios: dar una versidn iterativa
n

n>1
f=Fibonacci(n)
A Fl=Fibonacci(n-1)

1: <F,f1>:=<1,0>

<f,F1>:=<F+f1,F>

Funcion divide2(E a,b:entero)

dev (q,r:entero)
--Pre: a0 A b>0
--Post: a=g*b+r A 0<r<b
Principio
Sel
a<b: <q,r>:=<0,a>
a>b: <qg,r>:=divide2(a,2b)

Sel
r<b: <q,r>:=<2q,r>
r>b: <q,r>:=<2g+1,r-b>
FSel
FSel

dev(qg,r)
Fin
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Transformacion recursivo-iterativo:

no final sin inoversa

* El altimo caso ha sido posible por la
existencia de la inversa de la funcion
sucesora

* No siempre va a ser posible
- no se conoce la inversa

- un elemento tiene mas de un inverso

e Una solucion: usar una PILA

- almacenar los sucesivos elementos

X,5(),S2(X), - - -, S - - - -

de manera que en cada momento se pueda
obtener s-i(xActual)

-

iSOlo necesitamos éste!l
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Transformacion recursivo-iterativo:
no final sin inversa

* Breve introduccion al “TAD pila”

e TAD Pila: estructura de datos +
operadores+...

Tipos pila=pila de elemento

algoritmo creaVacia(S p:pila)
--Pre: True
--Post: p=[]

algoritmo apilar(ES p:pila;E e:elemento)
--Pre: p=[e;,---,e.]

--Post: p=[e,,---, €,.el
algoritmo desapilar(ES p:pila)
--Pre: p=[e;,---, e, ] ~n>0
--Post: p=[e,,---, en_1l

funcidn cima(E p:pila) dev (e:elemento)
--Pre: p=[e;,---, e, ] An>0
--Post: e=e,

funcidn esVacia(E p:pila)
dev (eV:booleano))

--Pre: p=[e,,...,e]
--Post: eV= (n=0)
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Transformacion recursivo-iterativo:

1 Funcion F(E x:tX) dev (r:tR)
{Pre(x)
Post(x,r)}
Principio
Sel
Bi(X): r:i=triv(x)
B, (X): r:=c(x,f(s(x)))

FSel

dev(r) Funcion FI(E x:tX) dev (r:tR)
Fin --Pre(Xx)
L

__POSt(K ’ [)
Variables xAux:tX
p:pila de tX
Principio
creaVacia(p)
apilar(p,x)
XAUX =X
Mg B, ¢(XAux)
XAUX :=s(XAuUX)
apilar(p,xAux)
FMQ
r:=triv(xAux)
desapilar(p)
Mg —esVacia(p) -—-XAux=X

XAux :-=cima(p)
r:=c(xAux,r)

desapilar(p)
FMQ
dev(r)
Fin
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Transformacion recursivo-iterativo:
no final sin inversa

Constantes n=....
Tipos vect=vector[0..n] de real

Funcion eval(E a:vect;E i1:entero;
E x:real) dev (v:real)
--Pre: 0<i<n
--Post: vz}}xe{i--n}-a[a]xa
Principio
Sel
I=n: v:o=a[n]*x"
i<n: v:=a[i]*x'+eval(a,i+l,x)
FSel
dev(v)
Fin

Funcion eval2(E a:vect;E i1:entero;
E x,xi:real) dev (v:real)
--Pre: 0<i<n A xi=x}
--Post: vz}}xe{i--n}-a[a]xa
Principio
Sel
I=n: v:=a[n]*xi
I<n: v:=a[i1]*xi+eval2(a, 1+1,Xx,xX*x1)
FSel
dev(Vv)
Fin
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Derivacion de algoritmos iterativos

* Ya vimos que se puede considerar la
programacion como una actividad
dirigida por objetivos

* Derivacion de algoritmos:

deducir i1nstrucciones a
partir de su especificacion

* Recordar pasos a seguir:
— establecer muy claramente la Post

— a partir de ella, tratar de derivar cuales
pueden ser las instrucciones que lleven a la
Post

- el proceso es mixto: se construyen simulta-
neamente el algoritmo (sus instrucciones) y
su prueba (argumentacion de la correccion)

— el proceso es “retroalimentado”: conforme se
avanza en la derivacion, se modifican inst.
anteriores, prueba de la correccién
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Derivacion de algoritmos iterativos

* Segtin [Gries 81,Pefia 93]:

— derivacion de instrucciones simples
(secuencial y alternativas)

- derivacion de bucles

» precisar 1o mas detalladamente la Post
(justo después del bucle)

» “derivar” el invariante a partir de la Post

» “derivar”, a partir del invariante, el resto
del bucle

¢ condicidn de terminacién del bucle

* inicializacion de las variables que
intervienen en el bucle

* derivacion del cuerpo del bucle...

* Una vez mas: NO es un proceso
automatico

* Tenemos la especificacion

10r ---- {R}

* e intuimos un bucle
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Derivacion de algoritmos iterativos

* Derivacion del bucles:

1) derivacion del invariante |

2) conocidos 1 y R, buscar —B tal que

IA-B - R

3) A partir de I, buscar inicializacion tal
que
{Q} inicializacion {1}

4) Tenemos, de momento:

--Q

inicializacion

/__|: N\
Mg B ?
t():?
7?7?77 >/

FMq

--R
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Derivacion de algoritmos iterativos

5) Buscar t y afiadir al bucle avanzar, que
aproxima el estado a la salida del mismo

6) Puede ser necesario establecer algunas
instrucciones para mantener cierto el
ir,,,.-.:QA«J.,\

inicializacion

——1: ?j
Mg B -—-t():?

avanzar
restablecer
FMQ
--R

* Pero notar que todo pasa por derivar el
invariante previamente

— debilitamiento de la Post es un buen
principio
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Derivacion de algoritmos iterativos

* Ejercicio: Siguiendo, dentro de lo
posible, el esquema propuesto, derivar
los siguientes algoritmos

Constantes n=.....
Tipos vect=vector|[1l..n] de real

Funcion sumaC(E v:vect) dev (sC:real)
--Pre: True

——Post: sCzE}xe{l--n}-V[a]

Funcion raizl(E n:entero)

dev (r:entero)
--Pre: 0O<n
—-Post: r’<n<(r+1)?

Algoritmo ordena(ES v:vect)

—-Pre: v=V
——Post: Voae{l..n-1}.v[a]sv[o+1]} A
PERMUTACION(v,V,1,n)
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TEMA 5: El esquema de
divide y vencerds

* I[dea muy simple:

cuando un problema es demasiado grande,
es mejor resolverlo “por partes”
mas sencillas

* Asumamos un problema de tamafio n:

- resolver k (1<k<=n) problemas de
tamano menor

- “componer” las soluciones parciales

* Ejemplo:

organizar los enfrentamientos en
forma de liga para n participantes
(asumir n=2K)_. Los enfrentamientos
son en dias consecutivos, y cada dria
cada jugador solo juega un partido
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Esquemas algoritmicos:
“Divide y venceras”

e Dar la solucidén como una matriz

1 2 3 dia

112 3 a
— >l 11 2 3
n=4=22 3l la 1 2
all3 2 1

i

u

g

a

d

(@)

r

e Una solucién “a lo bestia”
(“fuerza bruta”)

- para cada jugador 1, obtener
PH1..n}-{i}p)
— rellenar cada fila 1 de la matriz con un

elemento de P({1. .n}-{i}), de manera
que se cumplan las restricciones impuestas
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Esquemas algoritmicos:
“Divide y venceras”

* Problema serio: la complejidad
- obtener P({1..n}-{1}) es (n-1)!
- hay que hacerlo para 1e{1..n}

- Por lo tanto

Om*(n-1HH=0n

* Necesitamos algo mejor:

— vamos a dividir el problema en problemas
mas sencillos

- vamos a resolver cada uno de ellos

— vamos a componer las soluciones
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Esquemas algoritmicos:
“Divide y venceras”

e Si hay 2¥jugadores, necesitamos obtener
una matriz de 2%2k-1

* En un primer paso, elaboremos, inde-
pendientemente, los calendarios de los
jugadores:

1,21y k141 2k
* Hjemplo para k=3

1 2 3 4 5 6 7 dia
1 1112 3 4
2111 4 3
.- 3|4 1 2
2k-1 4113 2 1
2k-1+1 >(|6 7 8
6(|5 8 7
e 7118 5 6
2K 8|7 6 5
ok-1_1 k-1
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Esquemas algoritmicos:
“Divide y venceras”

* Faltan todavia elementos por completar

componer las soluciones parciales
* Lo que queda es muy facil

ok-1

2k-1+1

ok

1 2 3 4 5 6 7
1112 3 4 6 7 8
211 4 3 5 6 7
3|4 1 2 8 5 6
4113 2 1 7 8 5
°o/|6 7 8 1 2 3 4
6([5 8 7 4 1 2 3
7|8 5 6 3 4 1 2
8(|7 6 5 2 3 4 1

ok-1_1 2ok-1
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Esquemas algoritmicos:
“Divide y venceras”

* Esquemaéticamente, hemos hecho

problema(2¥)

dos problema(2k?1)
problemas de composicion

e Siendo un caso trivial cuando n=2
e E] sistema de ecuaciones recurrentes
t =k, S1 n=2

t =2t ,+k,n? Si n>2

* Recurrencia de particion, que da
complejidad n?

* ;i Hemos mejorado mucho !!
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Esquemas algoritmicos:
“Divide y venceras”

* En un caso general, para un problema de
tamano n el coste sera:

Asumimos descomposicion

en dos subproblemas
T(n)=
g(n) si1 n pequefo
2T(n/2) + f(n) resto de n
e donde:

- g(n): serda normalmente constante
- f(n): coste de composicion
e Por lo tanto:

— lo que se gane en eficiencia depende en gran
medida de la funcion £

— sera interesante que los sub-problemas sean
de tamafo parecido
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Esquemas algoritmicos:
“Divide y venceras”

e FEiemplo 1: ordenacion por mezcla
Constantes n=.....
Tipos vect=vector[1l..n] de real

Algoritmo ordena(ES v:vect)

--Qo: v=V

--Ro: permutacion(v,V,1,n)A
Vae{l..n-1}.v[o]<=v[a+1]

57 1=n DIV 2

¢ ;COomo podemos dividirl

1 1| 1+l n
V=
ordenaciones parciales
1 i i+1 n
V= <= <=
<_mezcla
1 n
V= <=
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Esquemas algoritmicos:
“Divide y venceras”

* Aplicando a un ejemplo:

25 9 31|10 19 61 14

/ ~

25|9 31 10 19|61 14
25 9|31 10|19 61|14
b N F N
9 31 10 19 || 61 14
9 31 10 19 14 61
9 25 31 10 14 19 61

9 10 14 19 25 31 61
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Esquemas algoritmicos:
“Divide y venceras”

Algoritmo ordenMezcla(ES v:vect)
--QoM: v=V
--RoM : permutacion(v,V,1,n)A
Vae{l..n-1}.v[o]<=v[a+1]
Principio
mergeSort(v,1,n)

FIn

Algoritmo mergeSort(ES v:vect
E pl,pF:-entero)
--QmS : 1<=pl<=pF<=n A v=V
——RmS : PERMUTACION(v,V,pl,pF)A
YVae{pl..pF-1}.v[a]<=v[a+1]
Variables medio:entero
Principio
Si1 pl<pF ent
medio:= (pF+pl)DIV 2
mergeSort(v,pl,medio)
mergeSort(v,medio+l,pF)
merge(v,pl,medio,pF)
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Esquemas algoritmicos:
“Divide y venceras”

* Algoritmo de mezcla

Algoritmo merge(ES v:vect;E 1,M,D:entero)

—-0Qm: 1<=I<=M<D<=n A V=V A
ORDENADO(V, 1,M) A ORDENADO(V,M+1,D)

——Rm: MEZCLA(V,1,M,V,M+1,D,v,1,D) A
ORDENADO(V, 1 ,D)

* Donde usamos los predicados

ORDENADO(V,pl ,pD)=
Vae{pl..pD-1}.v[a]<=v[a+1] A pl<=pD

MEZCLA(v1,1l1,d1,v2,12,d2,v3,13,d3)=
d3-13+1=d2-12+1+d1-11+1 A

Vae{i3..d3}.
(Npe{i3..e3}.v3[B]=v3[a]) =
Nple{il..d1}.vi[p1]=v3[a]+
Np2e{i2..d2}.v2[p2]=v3[c]
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Esquemas algoritmicos:
“Divide y venceras”

Algoritmo merge(ES v:vect;E 1,M,D:entero)
Variables vAux:vect
i1l,1D,1Nuevo,otrol entero

Principio

<il,iD,iNuevo> = <I,M+1,1>

Mg (il<=M) A (i1D<=D)

Si v[il]<v[iD]
entonces VAux[iNuevo]:=v[il]

il:=i1l+1
si no VAux[ i1Nuevo] :=v[i1D]
iID:=1D+1

FSi
INuevo:=i1Nuevo+1
FMq

Para otrol:=1l hasta M
VAux[ 1Nuevo] :=v[otrol]
iINuevo:=1Nuevo+1

FPara

Para otrol:=i1D hasta D
VAux[ i1Nuevo] :=v[otrol]
INuevo:=1Nuevo+1

FPara

V > =VAUX --asignacion entre vectores
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Esquemas algoritmicos:
“Divide y venceras”

* Complejidad de mergeSort:

t =k, si n=1

t =2t ,+k,n si n>1

de manera que t. cO(nlg,(n))

* El método tiene un incoveniente
importante: el uso de vAux multiplica
por dos la memoria necesaria

* Esto es debido a que cada invocacion
recursiva ordena parte del vector, pero el
orden de ambas partes no guarda
relacion entre si

Metodologia de la Programacion. CPS. Univ. Zaragoza -J.Ezpeleta- 272



Esquemas algoritmicos:
“Divide y venceras”

* Un nuevo algoritmo: Quicksort

* La ic%ea basica es la siguiente

n
V=
particion
(con desplazamientos)
1 k-1 k k+1 n
V=
Vae{l..k-1}.v[o]<=V[K] A
VBe{k+1..n}.v[k]<=V[B] ~ ...
@} entre si
1 k-1 k k+1 n
V=
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Esquemas algoritmicos:
“Divide y venceras”

Algoritmo ordenRapido(ES v:vect)
--QoOR: v=V
--RoR: PERMUTACION(V,V,1,n)A
Vae{l..n-1}.v[o]<=v[a+1]
Principio
quickSort(v,1,n)
Fin

Algoritmo quickSort(ES a:vect;E 1,j:-entero)

--QQqS: 1<=1 A J<=n A a=A
--RqS: PERMUTACION(a,A,1,J)A

Vae{i..j-1}.a[a]<=a[a+1]}
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Esquemas algoritmicos:
“Divide y venceras”

Algoritmo quickSort(ES a:vect;E 1,j:-entero)
Variables s,t:-entero; x:real
Principio
Si iI<=j ent
x:=a[i];<s,t>:=<i+l,j>
Mg s<>t+1
Sel
a[s]<=x: s:=s+l
afs]>x A a[t]>=x: t:=t-1
a[s]>x A aJt]<x : swap(a,s,t)
<s,t>:=<s+l,t-1>
FSel
FMq
swap(a,i1,t);quickSort(a,i1,t-1)
quickSort(a,t+1,j)

25 9 31 10 19 61 14 bucle

P i

25 9 14 10 19 61 31

swap ﬁ ﬁ

recur. 19 9 14 10 25 61 31

19 9 14 10 (25|61 31

A\ /\ A\ - m m m
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Esquemas algoritmicos:
“Divide y venceras”

* Complejidad:
— caso mas desfavorable: N2

- en media: Nl J-> (n)

* Notar que NO hay etapa de composicion
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