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iQue es un autémata de pila?

» Un autémata de pila (AdP) es un autémata finito no
determinista (AFnD) al que se le ha afiadido una memoria de
pila

» En cada paso sélo se puede acceder al dltimo simbolo de la
pila (la cima)

» En cada paso se puede desapilar el simbolo que hay y/o apilar
otros



Aspecto de un autémata de pila

Entrada

Pila

Estado

cima —*

q




Cémo funciona un autémata de pila

» Configuracién inicial: el autémata estd en el estado inicial g
leyendo al principio de la entrada y la pila sélo contiene el
simbolo $

» La entrada se lee de izquierda a derecha una vez

» Cada movimiento depende de en qué estado estoy,
qué simbolo leo en la entrada y qué simbolo leo en la pila

» En cada movimiento cambio de estado y apilo o desapilo

» Es una maquina no determinista, puede haber varias opciones
y puedo mover sin leer simbolo de la entrada



Ejemplo de AdP

v

v

v

v

v

Estado final g
Alfabeto de entrada * = {0,1}
Alfabeto de pila ' = {a,$}

» Transiciones:

Estados qo, q1, g2
Estado inicial qg

entrada 0 1 €
cima a E a [$]a]$
qo0 (q07aa) (q073$) (CIlaﬁ) (CI2;$)
qi1 (qlae) (q27$)




Ejemplo de AdP

entrada 0 1 €
cima a E a [$]a]$
qo0 (q07aa) (q0,3$) (Cllaﬁ) (‘-72;$)
q1 (qlae) (q27$)

» Si estoy en el estado gg con 0 en la entrada y $ en la cima:
(qo, a$) quiere decir apila a y continda en estado qo

> Si estoy en el estado gg con 1 en la entrada y a en la cima:
(g1, €) quiere decir desapila a y cambia al estado g;



Ejemplo de AdP

» Con entrada 0011: configuracién inicial

do —




Ejemplo de AdP

» Con entrada 0011: lectura del primer simbolo

00|11
qo _ 059
entrada 0 1 €
cima a E a [$]a]$
q0 (go,aa) | (q0,a%) | (q1,¢) (92, %)
a1 (qlae) (q2,$)




Ejemplo de AdP

» Con entrada 0011: lectura del segundo simbolo

00|11
T —?
qo $
entrada 0 1 €
cima a E a [$]a]$
q0 (go,aa) | (q0,a%) | (q1,¢) (92, %)
a1 (qlae) (q2,$)




Ejemplo de AdP

» Con entrada 0011: lectura del tercer simbolo

00|11 — 9

T a

qo $

entrada 0 1 €

cima a E a [$]a]$
q0 (go,aa) | (q0,a%) | (q1,¢) (92, %)
a1 (qlae) (q2,$)




Ejemplo de AdP

» Con entrada 0011: lectura del cuarto simbolo

00|11
T —1
q1 $
entrada 0 1 €
cima a E a [$]a]$
q0 (go,aa) | (q0,a%) | (q1,¢) (92, %)
a1 (qlae) (q2,$)




Ejemplo de AdP

» Con entrada 0011: e-transicion

00|11
q1 _J9%
entrada 0 1 €
cima a E a [$]a]$
q0 (go,aa) | (q0,a%) | (q1,¢) (92, %)
a1 (g1,€) (g2,9)




Ejemplo de AdP

» Con entrada 0011: ha terminado

g2 — s

» Como @, es un estado final, acepta la entrada



Otra entrada

» Con entrada 010: lectura del primer simbolo

0(1]0
qo _J9%
entrada 0 1 €
cima a E a [$]a]$
q0 (go,aa) | (q0,a%) | (q1,¢) (92, %)
a1 (g1,€) (g2,9)




Otra entrada

» Con entrada 010: lectura del segundo simbolo

0(1]0
T —?
qo $
entrada 0 1 €
cima a E a [$]a]$
q0 (go,aa) | (q0,a%) | (q1,¢) (92, %)
a1 (g1,€) (g2,9)




Otra entrada

» Con entrada 010: lectura del tercer simbolo

a1 %

Rechaza la entrada porque no hay transicidn definida, ni en esta ni
en otras computaciones

entrada 0 1 €
cima a ‘ $ a ‘ $|a ‘ $
qo (g0, aa) | (qo0,a$%) | (q1.€) (92,9)
a1 (CI17€) (CI27$)




i Qué hace

este AdP?

entrada 0 1 €
cima a ‘ $ a ‘ $1|a ‘ $
q0 (q07aa) (q0,3$) (CILE) (q27$)
a1 (q17€) (CI27$)

> En el estado qg apila una a por cada 0

» En el estado g; desapila una a por cada 1

Acepta el lenguaje {0"1"| n € N}
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Definicién formal de autémata de pila

Definicion

Un autémata de pila (AdP) es M = (Q, %, T, 4, qo, F) tal que
» @ es el conjunto finito de estados
> ¥ es el alfabeto de entrada

I es el alfabeto de pila que incluye el simbolo $

v

> go € Q es el estado inicial

» F C Q es el conjunto de los estados finales o de aceptacion.
J:Qx(XUe)xT — P(Q xT*) es la funcién de transicién
5(g, a, b) = R quiere decir que si estoy en el estado g, leo el
simbolo a en la entrada y b en la cima puedo ir a cualquiera
de los estados ¢’ con (¢, c) € R cambiando la cima a ¢

v

Notacién: P(Q x *) es el conjunto de subconjuntos de @ x *



Lenguaje aceptado por un AdP

» Dado un AdP M, una computacién de M con entrada w es

(q07 $)(q1>)/1) s (qmvym)
de forma que g; es el estado e y; es el contenido completo de
la pila en en instante /, es decir
> W=w...Wnconw €XUe
> git1 € 6(qi, wit1,cima(y;))
» Una computacién aceptadora de M con entrada w es una

computacién (qo,$)(q1,y1) - - (gm, ym) de M con entrada w
que cumple g, € F

» El lenguaje aceptado por M es L(M) definido como

L(M)={w | existe una computacién

aceptadora de M con entrada w}



i Como definimos un AdP que acepte ...

.. el lenguaje {w € {a, b}*| |w|, = |w|p}

> La pila lleva la cuenta de nimero de a's menos niimero de bs

» Si en la cima hay una by leo una a desapilo

v

Si en la cima hay una ay leo una b desapilo

v

Si en la cima hay una ay leo una a apilo

v

Si en la cima hay una by leo una b apilo

v

Si termino la entrada con la pila vacia acepto



Solucidén

v

v

v

v

Estados qo, q1
Estado inicial qg
Estado final ¢1

Alfabeto de entrada ¥ = {a, b}

» Alfabeto de pila {a, b,$}
» Transiciones:
e. b €
c. |a | b E a | b E $
[ g0 || (g0, 2a) | (90.€) | (90.39) | (o, €) | (90, bb) | (qo, b$) | (q1,9) |




i Como definimos un AdP que acepte ...

.. el lenguaje {ww®| w € {a,b}*}

» La pila apila la primera parte de la palabra
» Usamos no determinismo para empezar la segunda parte

» En la segunda parte si en la cima hay una ay leo una a
desapilo

» En la segunda parte si en la cima hay una by leo una b
desapilo

» Si termino la entrada con la pila vacia acepto



Solucidén

» Estados qo, g1, q2

v

v

v

v

» Transiciones:

Estado inicial gqg
Estado final g

Alfabeto de entrada ¥ = {a, b}
Alfabeto de pila {a, b,$}

entrada a b

cima a ‘ b ‘ $ a ‘ b ‘ $

qo0 (q07aa) (q07ab) (‘-70;3$) (q07ba) (q07bb) (‘-707b$)
g1 (qlve) (CI1>€)

entrada €

cima a ‘ b ‘ $

qo (g91,a) | (g1,b) | (91,9)

a1 (q27$)




Autématas de pila deterministas

» Los autdmatas de pila DETERMINISTAS no son equivalentes
a los AdP

» Por ejemplo el lenguaje A = {aibjck| i £jo6j+# k} es
reconocido por un AdP pero no por un autémata de pila
determinista

» Es muy diferente de los autématas finitos ...
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Equivalencia de AdP y graméticas

» Para cada gramdtica incontextual G existe un AdP M con
L(G) = L(M) Para cada gramdtica existe un AdP que
reconoce el lenguaje generado por la gramdtica

» Para cada AdP M existe una gramatica incontextual G con
L(M) = L(G) Para cada AdP existe una gramdtica que genera
el lenguaje aceptado por el AdP



Equivalencia de AdP y gramaéticas: idea de la demostracién

Convertir una gramatica en AdP

» Definimos un AdP que tenga como alfabeto de pila la unién de
terminales y no terminales, en la pila al principio colocamos S

» Si tenemos una regla en la gramatica que diga A — « en el
autémata cuando la cima sea A se desapila Ay se apila

» Si la cima de la pila coincide con el simbolo de la entrada se
desapila

» Acepta si la pila queda vacia



Convertir una gramatica en AdP: ejemplo

S — aSb|ab
entrada a b €
cima a b S ‘ $
q0 (g1,59)
q (g1,€) | (q1,€) | (q1,aSb)(q1,ab) | (q2,9)

Estado final g




Equivalencia de AdP y gramaéticas: idea de la demostracién
Convertir un AdP en gramatica

» Definimos una gramdtica que tenga un noterminal A, 4 para
cada par de estados del autémata p,q € Q
» Ap g genera todas las entradas que llevan del estado p con

pila $ al estado g con pila $
» Se afiaden las reglas:
» Si los finales son F = {q1,...,q:},

S—=Apal - Agpa

» Se afiade la regla
Ap.q — aArsb

cuando la entrada a lleva de p a r apilando u y la entrada b
lleva de s a g desapilando u
» Para todos los estados p, g, r, se afade la regla

Ap.g = AprArg
> para cualquier estado p se anade la regla

App — €



Convertir un AdP en gramatica: Ejemplo

» Estado final g1

e. a b €
<o b [5  [a b _[5 s
| 90 || (q0.23) | (q0,€) | (90,3%) | (q0.€) | (g0, bb) | (q0,b$) | (q1,9) |
S — AQO7Q1

AQOyQO - aAqw?ob

AQOyQO - bAQO,QO

AQO,QO - A AQO,QO | AQO,Q1AQ1,QO

Aqwh - A Aqwh | AQO,Q1AQ1,Q1

Apao — Aq1 quqo,qo | Agr.a1Adr.q0

Apa = AgaAwa | AgaAaa

Agpq0 — €

A — €



Equivalencia de AdP y gramdticas: uso practico

» Hay lenguajes para los que es mas sencillo disefar un AdP:
{we{a,b}"||wla=|wlp}

» Hay lenguajes para los que es mas sencillo disefiar una
gramdtica: {ww® | w € {a, b}*}

» La semana que viene veremos para qué sirve conocer la
gramatica que genera un lenguaje y cdmo genera cada palabra

» Por ejemplo esto lltimo es muy Util para compiladores de
lenguajes de programacion
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Propiedades de clausura de los incontextuales

» Los incontextuales son cerrados por unién, concatenacién y
estrella de Kleene

» Los incontextuales NO son cerrados por interseccién y
complemento

» La interseccién de regular e incontextual es incontextual



Los incontextuales son cerrados por unién

» Si tenemos una gramdtica Gy con simbolo inicial $;
» Si tenemos una gramdtica G, con simbolo inicial S;

» La gramdtica G con un nuevo simbolo inicial S, las reglas:
S — 51 | 52
y todas las reglas de Gy y G> cumple

L(G) = L(Gl) U L(G2)



Los incontextuales son cerrados por unién: ejemplo

» {0"1" | m=ném=2n}=
{0"1™ | m=n}U{0"1"| m=2n}
» Gy genera {0"1™ | m=n}:

S1 — 0511 €
» Gy genera {0"1™ | m=2n}:
S, — 05,11 | e
» La gramdtica G con un nuevo simbolo inicial S, las reglas:
S—515
y todas las reglas de Gy y G> cumple

L(G) = L(Gl) U L(G2)



Los incontextuales son cerrados por concatenacién

» Si tenemos una gramdtica Gy con simbolo inicial $;
» Si tenemos una gramdtica G, con simbolo inicial S;

» La gramdtica G con un nuevo simbolo inicial S, las reglas:
S — 5152
y todas las reglas de Gy y G> cumple

L(G) = L(Gy) - L(Gy)



Los incontextuales son cerrados por concatenacién: ejemplo
» {0"1"2M1™ | . m e N} = {0"1"| n€ N} - {2™1™ | m € N}
» G genera {0"1" | ne N}:
S1 — 0511 €
> Gy genera {2M1™ | m e N}:
Sp — 251 €
» La gramdtica G con un nuevo simbolo inicial S, las reglas:
S—=55
y todas las reglas de Gy y G> cumple

L(G) = L(Gy) - L(Gy)



Los incontextuales son cerrados por estrella de Kleene

» Si tenemos una gramdtica Gy con simbolo inicial S;

» La gramdtica G con un nuevo simbolo inicial S, las reglas:
S — 551 €
y todas las reglas de G; cumple

L(G) = L(Gr)*



Los incontextuales son cerrados por estrella de Kleene:
ejemplo

> {0"17 ] n}”
» Gp genera {0"1" | ne N}:

S1 — 0511 €
» La gramdtica G con un nuevo simbolo inicial S, las reglas:
S — 551 |e
y todas las reglas de G; cumple

L(G) = L(Gr)”



Ademas ...

» Los incontextuales NO son cerrados por interseccién y
complemento (lo veremos)

> La interseccién de regular e incontextual es incontextual (no
veremos la demostracién, es parecida a la interseccion de
regulares)

» La segunda afirmacién es util para ver que un lenguaje no es
incontextual
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Lema de bombeo para incontextuales

» Se trata de un lema que nos permite demostrar que algunos
lenguajes no son incontextuales ({a"b"c" | n € N})

» Estd basado en los bucles de las gramaticas, por ejemplo
S — aSb o bien S — Sb

» Si tienes una derivacién de la palabra
S = aSb = aaSbb = aaaSbbb = aaaabbbb

puedes repetir el bucle S — aSbh y generar palabras mas largas
usando S =* a"Sb"

> Lo mismo si tienes reglas A — aBay B — bA
S = AB = aBaB =- abAaB

puedes repetir el bucle A =* abAay generar palabras mas
largas usando A =* (ab)"Aa"



Lema de bombeo para incontextuales

Lema de bombeo

» Dado un lenguaje infinito A

> si VN 3w con w € A, [w| > N
> tal que Vu,v,x,y,z con w = uvxyz, |vy| > 1y |vxy| < N
» Jiconuvixy'z¢ A

» entonces A no es incontextual

Intuitivamente

v

Dado un lenguaje infinito A

> si existe una palabra w € A todo lo larga que quiera

v

tal que para cualquier particion w no se puede bombear

entonces A no es incontextual

v



Ejemplo, A= {a"b"c"| n € N}

» Para todo N existe una palabra en A,
» w=a"bNcV |w|=3N>N
> tal que para cualquier particién de w u, v, x,y,z con
w = uvxyz, lvy| > 1y [wxy| < N,
» la particion puede ser
wy =a'b® v=at,y=ab% t+14+s>1
wy =a'b* v=aby=bt+I+j>1
wy =b'c v=>bty=>blc t+1+s>1
wy =b'c® v=bicy=d t+14+j>1

» djiconuv'ixy'z¢& A
» caso wxy = a'b5,v=al,y =ab,t+/+s>1, parai=2,
UV2Xy2Z _ aNerZtarftfla/bsalbsbesCN
sis>1ysis=0se puede ver que uv’xy’z ¢ A
» Hay que mirar los otros tres casos
> luego A no es incontextual



Lema de bombeo para incontextuales

> Se parece al lema de bombeo para regulares

v

La principal diferencia es que se bombean dos trozos a la vez

» Hay que considerar las particiones en 5 trozos con |vy| > 1y
lvxy| < N

v

En general al ser 5 trozos suelen salir mds casos a tener en
cuenta



Otras formas de ver que un lenguaje no es incontextual

Usando las propiedades de clausura:

» Si Ay B son incontextuales entonces AU B es incontextual.
Si AU B no es incontextual y B es incontextual entonces
A no es incontextual.

> Si A es incontextual y B es regular entonces AN B es
incontextual.
Si AN B no es incontextual y B es regular entonces A no
es incontextual.

Lenguaje incontextual = Leng. independiente del contexto =LIC



Regulares e incontextuales

Regulares

a*pb*

{a"b"| ne N}

{a"b"c" | ne N}
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