4.- Técnicas analiticas

4.1. Introduccion

4.2. Cadenas de Markov
4.3. Redes de colas

4.4, Redes de Petri
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4.1. | ntroduccion

e Las técnicas analiticas permiten e estudio de un
sistema a partir de un modelo del mismo.

» Pueden utilizarse en cualquier momento del ciclo de
vida del sistema
» Con lastécnicas andliticas se puede realizar:
— Andlisis cualitativo del sistema:
» Correccion: ¢Funcionad sistema?

» Verificacion de propiedades |6gicas (ausencia de
bloqueos, vivacidad, limitacion, ergodicidad, ...)

— Analigss cuantitativo: ¢Coémo de bien funciona?
» Velocidad del sistema en realizar unatarea
» Utilizacion del sistema
» Disponibilidad (tiempo durante el cual el sistema
esta operativo)

 Para obtener soluciones eficientes, los modelos no
pueden tener un gran nivel de detalle.
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Clasificacion delas
técnicas analiticas

» Por el formalismo utilizado
— Cadenas de Markov
— Redes de colas
— Redes de Petri
» Por latécnicade resolucion
— Enumerativas. Basadas en |os estados del modelo
— Reduccion-transformacion
— Estructurales. Basadas en el modelo del sistema
» Por el objeto de estudio
— Andlisisde la etapatransitoria
— Andlisisdel estado estacionario
» Por lacalidad de los resultados
— Valores exactos
— Cotas
— Aproximaciones
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Cadenasde M arkov

» Formalismo basado en los estados del modelo
» [Existen técnicas para:

— Técnicas enumerativas

— Andlisistransitorio y estacionario

— Andlisis exacto y aproximado
* Principal problema: Bajo nivel de abstraccion

e La dimension del modelo es igua a numero de
estados del sistema

e SOlo en casos muy particulares se pueden agregar
estados (técnicas de reduccion-transformacion). Las
condiciones de agregacion son muy fuertes.
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Redes de colas

e Alto nivel de abstraccion

El nimero de estados considerados para caracterizar el
sistema es exponencial en el tamafio del modelo.

» Tecnicas de resolucion:
—Enumerativas (basadas en Cadenas de Markov)
—Reduccion-transformacion (exactas y aproximadas)
—Estructurales (forma producto -> exacta)

» Existen técnicas para
—Andlisistransitorio y estacionario
—Andlisis exacto, aproximado y cotas

* Principa problema: No existe primitiva para modelar
sincronizaciones

o Existen extensiones del formalismo para modelar
sincronizaciones, pero destruyen la forma producto y
por lo tanto la eficiencia de la resolucion.
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Redes de Petri

* Nivel de abstraccion parecido al de las redes de colas
* Incluyen primitiva de sincronizacion
» S se aniade temporizacion exponencial a modelo se
tienen las redes de Petri estocasticas (SPN)
SPN = PN + temporizacion
= Redes de colas + sincronizaciones

 Ampliagamade técnicas de analisis cualitativo

— Enumerativas

— Reduccidn-transformacion

— Estructurales
» Técnicasde anadlisis cuantitativo

— Andlisis exacto: Mé&odos enumerativos basados en

Cadenas de Markov
— Cotas (técnicas estructurales).

— Andlisis aproximado: Tema de investigacion (técnicas
de reduccion-transformacion).
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4.2. Cadenasde M arkov

e Definiciones basicas

» Cadenas de Markov en tiempo discreto (CMTD)
— Concepto y representacion
— Distribucion en €l paso n

— Estado estacionario: Clasificacion de estados y
ecuaciones de balance

— Ejemplo
» Cadenas de Markov en tiempo continuo (CMTC)
— Concepto y representacion
— Estado estacionario
— Ejemplo
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Definiciones basicas

* Proceso estocastico: Es una sucesion de variables
deatorias {X, n | N}definidas sobre el mismo
espacio probabilistico

— El indice suele representar €l tiempo

— EIl conjunto de valores que pueden tomar las variables
aleatorias es el espacio de estados S

— El espacio de estados puede ser continuo o discreto
(nos centraremos en | os discretos)

— El tiempo puede ser:
» Discreto -> CMTD (DTMC en inglés)
» Continuo -> CMTC (CTMC eninglés)

* Propiedad de Markov:
P{X £ XX, =X X, =X, }=

=P{X £x|X_=X,}
t>t >..>t

* Proceso de Markov: Proceso estocastico que cum-
ple la propiedad de Markov.
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Cadenas de M arkov
en tiempo discreto

« Déefinicion: Es un proceso de Markov { X, nT N} tal
que P{X, ., = X, ., | X, =X} es independiente del
tiempo n.

* Representacion:

— Por las probabilidades de transicion entre estados:
pij = P{Xn+1:j |Xn = I}
P=[p;] matriz de probabilidades de transicion
P ™ distribucién de probabilidad en el instante n
— Mediante la ecuacion de %stado
P{Xn+1 = J} =a b "P{Xn = '} b

ilS

P p™ =8 pp™p|P) =(P") P

il S

— Mediante € grafo de transicion entre estados

: B;
[ >

/
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CMTD: Distribucion
en el pason

P™) =(P™) b
p(PO)Y=P"2)xPb P™)=(PO)

Sea p,;0= P{X,, =] | X, =i} (probabilidad de ir del
estadoi al j en k pasos). Es obvio que:

Ecuaciones de Chapman-K olmogor ov:

k) — (k-1) (h
Pi” =aA Pim "’ Py

mi S

De aqui:
[0]=[pS"P[pP] " kT NJ=1..k-1

Como [p,}l)]= P |, entonces [p,}k)] = pk

Carlos José Pérez Jiménez. C. P. S. Universidad de Zaragoza 10
Modelado y evaluacion de prestaciones de sistemas informaticos
Tecnicas analiticas



CMTD: Estado estacionario

» Clagficacion de estados

Sea £ la probabilidad de que € primer retorno a i
ocurrak pasos después de dgjarlo. Y sea

¥
_ 2 £(k - :
f.=a " (probabilidad deretorno ai)
k=1
Un estado puede ser:

» Transtorio: S fi<1 (laCM puede no volver ai)

» Recurrente: Si f=1 (laCM siempreretornaai)

» Absorbente: S p;=1 (laCM se quedaen i siempre)
¥

o
Tiempo medio deretorno 0 = @ KX
k=1

£ (K)

Un estado recurrente ( f;=1) puede ser:
» Recurrentenulo: Si g, =&
» Recurrentenonulo: Si g; <e
También es posible clasificar los estados estudiando

las componentes fuertemente conexas del grafo de
transicion entre estados
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jcampos
Nota
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CMTD: Estado estacionario

» Subconjunto cerrado de estados. Conjunto de estados
fuertemente conexo (todos los estados conectados
entre s)

« UnaCMTD esirreducible si Ses cerrado y no con-
tiene subconjuntos propios cerrados. En este caso se
cumple:

— El grafo de transicion entre estados es fuertemente co-
nexo

— Todos los estados son transitorios, recurrentes nulos o
recurrentes no nulos

— No hay estados absorbentes.

e Probabilidades|imite;

—limp ®
P = o,

« S 1aCMTD esirreducible P, son independientes de
0 uw :7
i 'S

— Si todos los estados son transitorios 0 recurrentes

plosQ " i1 S &

- § itossic@ [elS eistTad@s son recurrentes no nulos

(la CM se dice ergodica y las
probabilidades limite son Unicas).

S
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jcampos
Nota
PI_i = 0

jcampos
Nota
PI_i > 0, para todo estado i


CMTD: Estado estacionario

» Calculo delas probabilidades limite:

(P (k+1) )t — (P (k))t P

e Haciendotender kas &

Et =P'P (ecuaciones de balance)
ap. =1 (normalizacion)
il S

o Oftros indices de prestaciones:
— Tiempo medio de retorno al estado i

1
g =—
P;
— Ratio de visita entre dos estadosi, j
P
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CMTD: Ejemplo

» Un procesador puede estar en |os siguientes estados:
— Parado: Nada que hacer
— Ocupado: Trabajando en unatarea
— Esperando: Parado ala espera de un recurso
— Roto: No es operativo por mas tiempo
— Reparacion del fallo correspondiente

Parado Ocupado Esperando Roto Reparacion

.2 075 0.0 005 0.00
03 03 03 01 00y
P:go.o 055 0.4 0.05 o.og
&0 00 00 05 050
&6 00 00 00 04
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CMTD: Ejemplo

» Solucidn en estado estacionario:
P'=P'PU
P'1=1 Eﬁ

parado ocupado esperando roto  reparando

Pt=(0.2155, 0.3804, 0.1902, 0.1167, 0.0972)

» Otrosindices de prestaciones:

— Disponibilidad = parado+ocupado+esperando
0.7861

(el 78.61 % del tiempo)

— No disponibilidad = 1- disponibilidad = 0.2139
(el 21.39 % del tiempo)

— Tiempo trabgjando = ocupado+esperando = 0.5706
(el 57.06 % del tiempo)
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Cadenasde Markov en
tiempo continuo

Definicion:Es un proceso estocastico
{Xt),nT N, t TR, t>t >.>t}ta que

P{X(ty.1) = Xoua|X(tn) = oo X (0 1) = X 10000 X(t) = X0} =

= P{X(tn+1) = Xn+1|X(tn) = X”}

Notacion: Bj; (t,a) =P{X@) = jIX(t) =i}

CMTC homogénea: Sit = gq-t,unaCMTC sedice
homogéneasi p,(t)=p,(t.g) " tIR
En este caso, €l tiempo de permanencia en un estado no
depende del tiempo pasado ya en el estado (distribucion
sin memoria), es decir, esta distribuido exponencia men-
te.

Una CMTC puede verse como una CMTD con
tiempos de permanencia en los estados distribuidos
exponenciamente

Sean:

T p; (D) g = lim P, (Dt)- 1
G pweo Dt " D®o Dt

q; es latasa de paso del estado | d |, -q;; eslatasaala
quesedgacel estado |

Q=[q,] esel generador infinitesmal delaCMTC
Es obvio que Q1=0
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CMTC: Representacion

» Por el grafo de tasas de transicion entre estados

/

» Por las probabilidades de transicion entre estados
P(t) = p; (1)] P(0) = |
P (t) son las probabilidades en el instante t
P(t)' = P(0)'P(t)
Ecuaciones de Chapman-K olmogorov:
P(t) = P(t- q)P(q)

: G;
[ >
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CMTC: Estado estacionario

o Ladistribucion de probabilidades en estado estacio-
nario pueden obtenerse resolviendo € sistema

P'Q=0U
P‘l:l%

» Otros indices de prestaciones:
— Tasadesalidadel estadoi:
o}
= a q
jTsjti
— Tiempo medio de permanenciaen €l estadoi:
1

I
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CMTC: Ejemplo

m m
l —
(Poisson) ‘
pueden perderse
» Lostrabgosllegan a sistema con tiempo entre llega-
das exponencia detasal (proceso Poisson)

» Tiempo de servicio en las dos estaciones exponencia
detasam

« S a acabar un trabgo en la estacion 1, la 2 esta
ocupada, la 1 queda bloqueada

e S laestacion 1 estad ocupada cuando llega un nuevo
trabajo, éste se pierde.

* Determinar la proporcion de trabajos perdidos, € nu-
mero medio de estaciones trabgando y el ndmero
medio de trabajos que hay en € sistema

El conjunto de estados del sistema es:
S={(0,0), (1,0), (0,1), (1,2), (b,1)}
0 -> estacion vacia
1- > estacion trabajando
b -> estacion bloqueada
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CMTC: Ejemplo

Diagrama de tasas de transicion entre estados

00 &1 | 0 0 00U
10 80 -m  m 0 04y
Q=01 gm 0 -(+m | og
11 €0 m 0 -2m  mu
bl 80 O m 0 -mj

Solucioén en estado estacionario

Pt :Ol,J & + 2 2 20

Q b Pt:gg’Zr r ’2r,r 170

pi1=1} DD D 'D'D'Dg
r:|— D=3r?+4+2

m
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CMTC: Ejemplo

» Proporcion de trabajos perdidos

Es |la probabilidad de que cuando llegue un trabajo nue-
Vo, la primera estacion no esté vacia, es decir:

_3rc+2r
p10+p11+pb1_3r2+4r +2

* NUmero medio de estaciones trabajando

En €l estado (0,0) no hay ninguna estacion trabajando y
en € (1,1) hay dos. En €l resto de estados solo trabagja
una estacion, luego

_ _ Art+4r
B—pm"'plo"'pb1'|'2|311_3r2_|_4r +2
* NUmero medio de trabgjos en el sistema

En el estado (0,0) no hay ninguno, en los estados (1,1) y
(b,1) hay dosy en €l resto uno, luego

Br* +4r
L=Pg tPy +2Py +2Py =
01 10 bl 11 3r 2 +Ar +2
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4.3. Redes de colas

o Colassmples
— Introduccion
— Notacion de Kendall
— Ley delLittle
— Procesos de nacimiento y muerte
— Colasbasicas
» M/M/1
» M/M/c
» MIM/e &

* Redesdecolas
— Introduccion
— Matriz de routing
— Ratios devisitay utilizaciones relativas
— Redes de colas forma producto
» Redes abiertas (Jackson)
» Redes cerradas (Gordon-Newell)
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jcampos
Nota
infinito


Colassimples

 Cola: Linea de espera de clientes para recibir un

servicio determinado

—_—

proceso de

|legada cola

O —
proceso de salida
servidor

 Estado del modeo: El nimero de clientes en la cola
(incluidos los que estan siendo servidos)

— El espacio de estados puede ser infinito (s se admite
una poblacion infinita)

 Notacidon de Kendall

Las colas pueden clasificarse atendiendo a diversos

criterios:;

1.- Patron de llegada de los clientes
» Distribucion del tiempo entre llegadas
» Llegadasindividuales o en grupos (lotes)

» Reaccion delos clientes al |legar ala cola (clien-
tes impacientes, €tc.)

Notacion Distribucién
M exponencial
D determinista
E, Erlang tipo k
H, hiperexponencial tipo k
G generd
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Notacion de Kendall

2.- Patron de servicio

Distribucion del tiempo de servicio
Individual o en lotes
Dependiente del estado o no

3.- NUmero de servidores

Uno, varios, infinitos, etc.

4.- Capacidad del sistema

Tamano de la sala de espera -> espacio de estados finito
5.- Tamano de la poblacién

Numero de clientes potenciales -> esp. de estados finito
6.- Disciplinade servicio

FCFS (FIFO): El primero en entrar es € primero en
salir (cola)

LCFS (LIFO): El ultimo en entrar es €l primero en
salir (pila)

RR: (Round robin). Cada cliente recibe una pequena
cantidad fija de tiempo ciclicamente

PS. (Processor sharing). Situacion limite de la ante-
rior cuando el tiempo fijo tiende a0

Aleatoria

Prioridades. Algunos clientes tienen preferencia
» Non preemptive: No interrumpe
» Preemptive-resume: Interrumpey continua
» Preemptive-restart: Interrumpe y comienza
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Notacion de Kendall

_YlYYYYY

A|B|U|X|Y|Z

* Ejemplos:
M/M/1
M/M/c
M/M/e
M/M/c/k
M/M/1/kIP
M/E,/1

distribucién entre llegadas
distribucién de servicio
numero de servidores
capacidad del sistema
tamario de la poblacion
disciplinadelacola
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Utilizacion del sistema

» Uno delos indices de prestaciones mas importantes
» Definicion: Proporcion de tiempo que el sistema esta
ocupado (se denotaconr)

* En sistemas con muchos componentes e incremento
de la carga se traduce en un aumento de la utilizacion
de los componentes (no de forma uniforme)

 Cuello de botella (bottleneck): Componente del
sistema con utilizacion cercanaa 1 cuando € resto de
componentes tienen utilizaciones muy inferiores. El
cuello de botella es el componente que esta ralen-
tizando todo € sistema.

X, = tiempo de servicio del cliente n
a, = tiempo entre lasllegadas n-1y n
Para colas de un solo servidor:

= |lim |rl | X

N® ¥ o N® ¥ o
a3 a”/|\|
| =tasade Ilegadas (llegadas por unldad de tiempo)
X = tiempo medio de servicio

. | X
Para colascon mservidores. r =—
m
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Ley delLittle

 Permite calcular @ niumero medio de clientes en una
cola observando el proceso de llegadas y el tiempo
medio de estanciaen e sistema de |os clientes.

* Ejemplo: Un espia de Burguer King intenta calcular
cuantos clientes tiene un McDonald’s. No puede en-
trar, pero observalo siguiente:

— Cadahorallegan 32 clientes
— Cada uno esta dentro una media de 12 minutos

Aplicando la ley de Little se puede calcular € nime-
ro medio N de clientes dentro del McDonald's

N=I T=0.53 clientemin * 12 min = 6.4 clientes
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Ley delLittle

Demostracion:
a(t) = nimero de llegadas hasta €l instante t

d(t) = nimero de salidas hasta €l instante t
n(t) = a(t) - d(t) = nimero de clientes en €l instate t
t, = tiempo de permanencia del cliente k (espera + servicio)

A
ndmero
de a(t)
clientes
A d(t)
| -
tiempo t
a(t ) .
| = E = tasamediade llegada
1
T=——a t, = tiempo medio de permanencia
at ) k=1
1.
N = ’[_ Q’l(’[)dt = nOmero medio de clientes en e sistema
at)

g _
A= Qn(t)dt = a t P

PtoN=at)T=t>I>TP |N=I>T
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Procesos de nacimientoy
muerte

» El espacio de estados de una colaes N (o un subcon-
junto propio suyo) representando € nimero de clien-
tes del sistema (esperando + servicio).

» Puede representarse por medio de una CMTC con
estados 0, 1, 2, ...
En un tiempo infinitesimal el siguiente cambio de estado

de laCMTC solo puede ser -1, 0 6 +1 (de ahi el nombre
de proceso de nacimiento y muerte)

IO Il In_]_ I

O N W W W

M1 M2 Mn Hn+1
| , = tasade nacimiento en el estado n
m, = tasa de muerte en €l estado n

&1, |, 0 0 0 >»U

€ U

oM ~lirm 0 0 g

- e

0 m  -(,tm) I, 0 b

g x X X X X xp
Solucion: PtQ =Qu
Ptlzlﬁ
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Procesos de nacimientoy
muerte

» Ecuaciones de balance
| 0Py =P,
( +n]1)3 _Inlpn1+rn1+1pn+1 nglg

e Lasolucion del sistemaes:

| o>y u
pn — n_!L po n3 1I
X yp
a, pn =1 T
n=0 b
_ 1
po B g P 1 I
1+a P —
n=1 II_O m+1
I:) n-1 i
Pi:om—
P, =— +1| ns 1
o n-1 :
+a P
n=1PI_Om+1
- Condicion de ergodicidad: P, >0 " nINU
¥
" 1|
U é P i<y
- °m+1
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Colasbasicas:. M/M/1

» Lastasas de nacimiento y muerte son constantes:

.=l "n30
m=m "n31
Entonces |a solucion en estado estacionario es:
Po = : , P _6E|_9”p
0 34 a (-jn 1 n 8% 0
1+ ¢c—=
n=1 Mg
e Condicion de ergodicidad:
y N
& 0 -
Qe+ <¥ 0 [l <m
n=1 ma
A e
- (utilizacion)
1
 Entonces. Py =—r=1- rp
1+——
1-r
5 P, :1; r
p,=r"(l-r) n31

(distribucion geométrica)
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Colasbasicas:. M/M/1

» Casos patologicos
| >m CM transitoria
| =m CM recurrente nula (trafico pesado)
o Otros indices de prestaciones
— Numero¥medio decl i¥entasen el sistema
N=& mp, =g n(t-ry"=——
n=0 n=0 1-1

— NuUmero medio de clientes en servicio

¥
N_ =03, +1xQ p, =r (utilizacion)

n=1
— NuUmero medio de clientes en cola(esperzando)
r I
Ng=N- Nj=—- 1 =——
1-r 1-r

— Esperamedia (cola+ servicio): Por laLey de Little

Nzl sTh T=N_ T A_ /m
I 1-r | 1-7r

— Tiempo medio de esperaen lacola

[
W:T-E: }/m_lz_/mz
m 1-r m 1-r
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Colasbasicas: M/M/c

 Hay c servidores trabgjando en paralelo (como en
una peluqueria)
I I

\\_/\/\

M 2u 3u (C 1 Cu cu
» Tasas de nacimiento iguales y de muerte dependlen-
tes del estado

| =] "nl N
nm s 1£n£c
icm S n3c

» Solucidn en estado estacionario

Cc N[
81288 m  gt10"Y
Po =% [ _IQ__ y
glemg cm- | Zonemg ¢
l1a 0"
.'.—g—+ P, S lEnfc
0. = Il nleng
n 11 aept_')”p S n3c
bo e Emg
e Condicion de ergodicidad: || <cm
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Colasbasicas: M/M/c

» Otros indices de prestaciones
— NUmero medio de clientes en la cola (esperando)

i __ w)im
T A O e e 1)

2p0

— Tiempo medio de espera en cola (Little)
C
W = Nq — (ym) m
I (c- D!(cm- 1)
— Espera media (cola + servicio)

1
T=W+=
m

— Ndmero medio de clientes en el sistema: (Little)
N=IT

2p0
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Ejercicio

Comparacion de colas simples
o Comparar la espera media (cola mas servicio) de los
clientes en estos tres sistemas:

a) Dos colas M/M/1 independientes con tasa de llegada
| /2y tasade serviciom

b) Una cola M/M/1 con tasa de llegada | y tasa de
Servicio 2m

c) Una cola M/M/2 con tasa de llegada | y tasa de
servicio mpara cada servidor.

u
e O 24 O
u N O T

| /2 u

(@) (b) (©
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Colasbasicas: M/M/se &

e Hay tantos servidores como clientes lleguen al
sistema.

@/\«@/\« @/' ™ @f\«@f\«@/

) U W .
2u u (- u Ny (n+1) p

e Tasas de nacimiento iguales y de muerte dependien-
tes del estado )
| = "nl N
m=nm  "nlIN
» Solucion en estado estacionario

p, =Yk g
nl

o Oftros indices de prestaciones
— NUmero medio de clientes en €l sistema

0
N=a np,=—
n=0 m

— Espera media (colat+servicio): (Little)

(distribucion de Poisson)

T= N l Obviamente
| m € tiempo medio de servicio
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Otras colas basicas

» Se pueden resolver otras colas, pero no las detallare-

MOS.
— M/M/c/K
— M/M/UK/P
~ M/E/1
— M/G/1
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Redes de colas

 Muchos sistemas informaticos (y otros) se pueden
ver como una serie de estaciones en las que se
ofrecen unos servicios. Cada estacion tiene su propia
cola de espera. Esto nos lleva a estudiar las redes de
colas.

13

I_»:@ 1/2

12

12

1/2
— 1/2
= 19 ENOS
* Los modelos de redes de colas son (de las técnicas
analiticas) los mas ampliamente utilizados por €

momento para evaluacion de prestaciones de
sistemas informati cos.

« ElI problema de encontrar soluciones para estos
model os es, en general, muy duro.

» Existen subclases de redes para las que pueden en-
contrarse soluciones exactas de forma eficiente por
medio de técnicas numéricas.
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Matriz derouting

» Esla matriz formada por las probabilidades de tran-
sicion entre las diferentes colas de lared. Por |o tanto
describe las rutas que siguen los clientes a través de
lared.

* Un cliente, cuando completa € servicio en una cola,
se dirige a otra de forma aleatoria, siguiendo una
distribucion discreta de probabilidad.

;= probabilidad de que un cliente vayadelacolai ala]

* Matriz de routing:P=[p;]. Es una matriz MxM,
siendo M & nimero de colas de lared.

* Ejemplo anterior

0 12 12 0 04U
2/3 0 0 1/3 13
Pzgo 1/2 12 0 og
60 0 U2 0 1/20
§0 0 0 1 04

 La matriz de routing de una red de colas es una
matriz estocastica (P =1)
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Matriz derouting

« Redes de colas abiertas. Son redes en las que
pueden llegar clientes del exterior a cualquier cola de
la red. De la misma manera, desde cualquier cola un
cliente puede abandonar € sistema.

» Estetipo de redestiene un espacio de estados infinito
* Ejemplo: Llegadas tipo Poisson (tiempo entre llega-
das distribuido exponencia mente)
— 5Sclientes por horaalacolal
— 3clientes por horaalacola4
— 2clientes por horaalacola5

total: 10 clientes por horaalared

0.5l o @ 1/2 - @ .

1/2 2

0.3, 2 -
—_— 0.2 4
— 5, =

| = 10 clientes por hora

» El exterior de lared se representa en la cola 0, obte-
niendo unared de colas cerrada.
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Matriz derouting

» Lamatriz de routing en este g emplo seria
€0 1/2 0 0 3/10 1/5u

0 0 1/2 U2 0 0y
@ 0 0 0 0 oV
p=¢ (
@ 0 1/2 0 0 1/2¢
0 0 0 U2 U2 0y
8L 0 0 0 0 Ot
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Ratios devisita

e Throughput: Clientes por unidad de tiempo (tasa)
gue abandonan una determinada cola. Se representa
conl ..

* En estado estacionario, la tasa de clientes que entran
a una cola (procedentes de cualquier otra) debe ser
igual alatasade clientes que la abandona, es decir:

M

®  ®
alp =l plP=l
=1

» Los throughputs “pueden calcularse” resolviendo un
sistema de M ecuaciones lineales. Como P es una
matriz estocastica, rg(P-1d)=M-1, luego falta una
ecuacion.

— Redes abiertas: Conocemos €l throughput de la esta-

cion 0 (la exterior), luego se pueden calcular los
throughputs reales de todas | as estaciones.

— Redes cerradas. No conocemos el throughput de nin-
guna estacion, luego sélo podemos calcular las rela
ciones entre los throughputs de |as estaciones.

 Ratios de visita: Throughputs relativos normali-
zados con respecto a una cola (por gemplo la
primera). Se denotan con v.

v, =1 y
® ®
VIP=v'p
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Ratios devisita

* Ejemplo redes abiertas (el anterior):
%l =1 1:J
Bl 1+ %l =15]
ARTAPEIRY
Aol o +71 4 = 4j:j
¥l g +1l 5 =1 5!3
* Ejemplo redes cerradas (el anterior): S6lo podemos
calcular los ratios de visita.
7V, = Vv, U
%w+%w=wi
|

S oy IR CTELPE

| , =10 clientes por hora

| = (5,2,,1%,6,%)

73V + Vg =V, 0
_
73V, + 75V, = Vs
v, =1h
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Utilizacionesrelativas

» Utilizaciones relativas (o demandas de servicio):
Combinan la informacidn del routing con los tiempos
de servicio de las colas. Se denota con u.

— En redes abiertas se pueden calcular las utilizaciones
reales (igual que los ratios de visita)

» Lascolascon utilizaciones relativas mas altas son las
gue proporcionalmente més estan trabajando. Si hay
una cola con una utilizacion relativa muy superior al
resto es un cuello de botella.

» Utilizacion=tiempo medio de servicio*throughput relativo
« Formas de calcular las utilizaciones relativas.

— A partir delosratios de visita

— Resolviendo €l sistema (m=1/tiempo medio servicio)

(mu)'P = (mu)"
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Redes de colas
forma producto

 Son redes de colas que tienen como solucion en
estado estacionario €l producto (adecuadamente pon-
derado) de las soluciones en estado estacionario de
|as colas que laforman.

» Redes de colas con forma producto: Todas las que se
formen con colas de alguno de |os siguientes tipos.
— FCFS con tiempos de servicio exponencial es

— LCFS preemptive-resume con tiempos de servicio tipo
Cox

— PS con tiempos de servicio tipo Cox
— Infinitos servidores con tiempos de servicio tipo Cox

bo by

1-by

Distribucion de Cox
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Redes de colas
forma producto

Solucion en estado estacionario (forma producto)
— Colas con un unico servidor
Ny Mg/ p N
0 _rgry ZY
N, Ya,ny, C

Donder; eslautilizacion delacolai y C es una cons-

tante de normalizacion paraque P sea unadistribucion
de probabilidad.

— Colas con varios servidores
Ny Nyq Ny
rir2¥ar

pn Ya,n =
LR () fy(n, ) e (ny)C

Donde:
in!
C'
f(n)=1 C‘; | ¢, = nmero de servidores
}—q s n3c
G
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Redes abiertas
forma producto

Jackson, 1963

* La constante de normalizacion es, ssimplemente, el
inverso de la probabilidad de que lared esté vacia

C::L

) 1
Poo..0 _(1' r)(L-r,)x(@-ry)

» Luego lasolucion en estado estacionario queda:

* Ejemplo:(Molloy, 1989)
Proceso de registro de vehiculos a motor en un ayun-
tamiento.

— Recepcion: Envia a usuario a empleado que
corresponda (segun latarea). 20 segundos

— Empleados. Redlizan lastareas (10" y 5’ resp.)
— Cobrador: Cobraal usuario (1')

empleado 1

0.3

—>
recepcionista cobrador
0.7
\)
empleado 2
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Redes abiertas
forma producto

» Throughputs:
=] 0|
|
,=03l +01 , 7 5 |, =0.38
=071 +021,1 |
I

,=08 ,+09l ,p

w

» Utilizaciones:
r,=sl,= 20l
r,=sl,=600*0.38 =228
r,=s, ,=300*0.781 =234l
r,=sl,= 60l

» Ergodicidad s y solo s todas las utilizaciones son

menores que 1, es decir:
| <0.00427 clientes por segundo (15.38 por hora)
» Solucion en estado estacionario:

p ny,n,,Ng,N,

(1- 2341 )(2341 )™ x(1- 60l )(60I )™

Carlos José Pérez Jiménez. C. P. S. Universidad de Zaragoza
Modelado y evaluacion de prestaciones de sistemas informaticos
Tecnicas analiticas

= (1- 201 )(201 )™ «(1- 228I )(228] )™



Redes abiertas
forma producto

Otros indices de prestaciones

 Cotas del numero medio de clientes en cada cola
(usando la cotade | <0.00427)

Eln] = - =20 £ 0,093 [ecpaonsacopate
1' rl 1' 20' tiernpo(rl)
En]=—2 =228 358
1-r, 1-208
r 234]
E[n,] = L 3r3 =1 o3 cuello de botella
|
E[n,] = — 4 =20 £03q4 Comer, ogpe
1-r, 1-60l del tiempo (r )

 Tiempo medio de permanencia de un cliente en €
sistema (Little)

N _ E[n]+E[n,]+ E[n]+ E[n,] _

=7~ |
20 228 234 60
= + + +
1- 201 1- 2281 1- 2341 1- 60l
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Redes cerradas
forma producto

Gordon-Newell, 1967

» Forma producto en términos de las utilizaciones rela-
tivas:
-
I:)nl,nz,l/zt,n,\,I - N O b
G(N) = b;(n;)

b _\%ni! S MEC . imerode
con ‘(n‘)_TC-!Q“'C" § n3c servidores
G(N) ox
y = a |
oy i bi(n)
na n=N

i=1

 Una vez se cdcula la constante de normalizacion,
podemos obtener los throughputs, utilizaciones rea-
les de todas las colas y las probabilidades en estado
estacionario

» Otros indices de prestaciones
P{ni 3 n} :uinm
G(N)
En particular las utilizaciones reales
ri=Pn 314 =y S )
G(N)
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Redes cerradas
forma producto

E[nj=a nP{rt =3 a P{k =a Pk n}

n=1 n=1 k=n n=1
luego
N -
E[n] = é. U’ SCLLR
n=1 G(N)

El mayor problema es calcular la constante de nor-
malizacion
Ejemplo: (Molloy, 1989)
Peguefio sistema computador con:
— Disco blando: Tiempo medio de acceso 280 ms. FCFS
— Disco duro: Tiempo medio de acceso 40 ms. FCFS
— CPU: Tiempo medio computo 28 ms. RR (1 ms)

FD

0.2

- @7

CPU
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Redes cerradas

forma producto
o Utilizacionesrelativas:
1 1
v, =0.7v, b E)UZ:O]%ulD u, =u,
V.Z=02v. P = 0. =022 u b u =2u
3 ' 1 280 3 ' 28 1 3 1

e Constante de normalizacion para diferente niUmero
de clientes (aplicando laformula):

GO) G(1) G2 G(3) G4 G(5) G(6)
1 4 11 26 Y4 120 247
» Solucion en estado estacionario para 6 trabgos:

—i ><|_U1 >§_Uz >Q6' U-Up 26_ e
Prun6nn =547 ' 247
o Utilizacionesreales:
_ G(N- 1 120

r=u————"bP r,=r,=1%x—=0.4858
G(N) 247

r, =222 = 0.9717
247
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Redes cerradas

forma producto
* Throughputs reales (en trabgos por segundo):
0.4858
| . =7 =———=17.35
R Y
0.4858
| =7 =——=12.145
2 =127 =70 040
0.9717
| ,=r =— =347
3= "3 =7 080
 NuUmero medio de clientes en cada cola:
_ _1+4+11+26+57+120 _
Eln]=E[n,]= YT, = 0.8866
En] = 25X+ 2° x4 + 24 Q1+ 2% 306+ 2% 557+ 2120 — 4.9967

247

» Esperas medias (colatservicio) en cadacola(Little):

T, = Eln,] =0.0511 segundos
1

T, = EI[—ZZ] =0.073 segundos

T, = El[':3] =1.218  segundos
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4.4. Redesde Petri

* Introduccion
» Propiedades basicas
« Ergodicidad
* Analisisexacto
— Redes de Petri estocasticas (SPN)
— Redes de Petri generalizadas (GSPN)
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| ntroduccion

 En sistemas informéticos reales hay relaciones de
cooperacion y competencia entre sus componentes

» Paraello se necesitan primitivas de sincronizacion en
los formalismos de modelado que utilicemos

» Las redes de colas con forma producto no permiten
modelar sincronizaciones
 Ejemplos:

— Se necesita un drive de disco y un cana antes de
comenzar unatransferenciade E/S

— Se necesita una particion de memoria antes de poder
€jecutar un programa

— Se necesita tener libre @ medio de transmision antes
de poder enviar datos por unared

» Soluciones posibles:

— Anfadir primitivas de sincronizacion a las redes de co-
las (destruyen la forma producto)

— Utilizar otro formalismo gue incluya de forma natural
estas primitivas (redes de Petri)
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| ntroduccion

 Redesdecolas=
= estructura (colas, servidoresy routing)
+ distribucién de clientes (estado del modelo)
+ interpretacion estocastica

(routing aleatorio, tiempos de servicio, nUmero de
servidores, etc.)

P comportamiento dinamico: movimiento de clientes

» Redesde Petri (RdP) =
= estructura (lugares, transicionesy arcos)
+ distribucién de marcas (tokens):estado del modelo
+ interpretacion estocastica

(routing aleatorio, tiempos de servicio, nUmero de
servidores, etc.)

P comportamiento dinamico: movimiento de clientes
(regla de disparo de transiciones)

 Redes de Petri = redes de colas + sincronizaciones
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Propiedades basicas

e Estructurade unared de Petri

— Lugares. Salas de espera. Pueden modelar recursos,
clientes, etc. Se representan con circunferencias.

— Transiciones: Actividades. Se representan con caas
rectangulares.

— Arcos. Unen lugares con transiciones o transiciones
con lugares. Se representan con flechas. Marcan € flu-
jo de las marcas. Pueden tener un peso (que indica la
cantidad de marcas que se mueven).

— Marcas. Se representan con puntos dentro de los luga-
res. El conjunto de marcas asociadas en un instante
dado a cada lugar constituye el marcado de |la RdP
(estado).
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Propiedades basicas

» Evolucion de una RdP (regla de disparo)

Carlos José Pérez Jiménez. C. P. S. Universidad de Zaragoza

Lugar de entrada de un transicion: Es un lugar tal
gue hay un arco que une € lugar con latransicion.

Lugar de salida de unatransicion: Es un lugar tal que
hay un arco gue une latransicion con el lugar.

Transicion sensibilizada: Es una transicion que tiene
en cada lugar de entrada tantas marcas como indica €l
peso del arco que le une a la transicion. En cada
marcado de una RdP puede haber varias transiciones
sensibilizadas |o que permite modelar concurrencia.

Una transicion sensibilizada puede dispararse. Si se
dispara se producen |os siguientes cambios.

» De cada lugar de entrada se eliminan tantas
marcas como indique €l arco que lo une alatran-
sicion.

» En cada lugar de salida se ponen tantas marcas

como indique € peso del arco que lo une a la
transicion disparada.
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Propiedades basicas

» Espacio de estados de una RdP

Es el conjunto de todos los estados al canzables por |a
RdP. En genera el tamano del espacio de estados de
unared es exponencial en el tamario delared

* Interpretacion temporal

En una RdP se puede asociar tiempos a sus activida
des de diferentes maneras.

— Tiempo asociado atransiciones o alugares.

» Transiciones:. Tiempo que pasa desde la sensibi-
lizacion de una transicion hasta su disparo. Es la
forma habitual y la que nosotros emplearemos.

» Lugares. Tiempo que pasa desde gue una marca
llega a un lugar hasta que esta marca puede sen-
sibilizar transiciones.

— Disparo de transiciones:

» Atdmico: Sucede en tiempo cero. Las marcas que
sensibilizan la transicion permanecen en los lu-
gares de entrada durante la actividad de la tran-
sicion. Cuando ésta se dispara, se mueven las
marcas de los lugares de entrada a los de salida
en tiempo 0. Es el que emplearemos.

» En tres fases. Cuando unatransicion se sensibili-
za, retiralas marcas de los lugares de entrada, |os
guarda mientras dura su actividad y después las
pone en los lugares de salida.
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Propiedades basicas

e Resolucidn de conflictos:

Cuando dos 0 més transiciones estan sensibilizadas y €
disparo de una de ellas desensibiliza alas otras, se dice que
estan en conflicto. Los conflictos pueden resolverse de
diferentes formas:

+ Race policy (carrera): Se dispara primero la que acabe
antes su actividad.

+ Distribucién discreta de probabilidad: Se asocia una
probabilidad a cada transicion y se efectua un sorteo.
Laque lo gane se dispara. Estas probabilidades se sue-
len modelar con transiciones especiales (inmediatas)

gue se disparan en tiempo O.

s ®

race policy é &

distribucion de
probabilidad
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Propiedades basicas

- Tiempos de servicio:

L os tiempos asociados a las actividades de las transiciones
pueden ser:

+ EXxponenciales. Variable aleatoria exponencial. Es la
gue utilizaremos.

+ Deterministac Un tiempo fijo

+ General: Cualquier distribucion de probabilidad
- NUmero de servidores:

+ Un servidor (single server)

+ Infinitos servidores

+ k servidores

Cambiando la estructura de la red es posible cambiar €
funcionamiento de unatransicion en cuanto al numero de
servidores.

O O

Y
k servC

O O

|
:
o
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jcampos
Nota
infinitos


Propiedades basicas

» Algunos modelos simples:

e

sincronizacion
por rendez-vous

fork-joing

a b
 — 3
cd ce

sincronizacion
por buffers

A Vas

recurso
compartido

@_rg

recurso no
consumible

Carlos José Pérez Jiménez. C. P. S. Universidad de Zaragoza
Modelado y evaluacion de prestaciones de sistemas informaticos

Técnicas analiticas



Ejemplos

» Multiprocesador de un bus (el de ssmulacion)

/\é
| e servidores
\ﬁ 1 servidor

Y
=
! :‘: * servidores
e
=

e sgrvidores
m

Dos model os equivalentes del mismo sistema.
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jcampos
Nota
infinitos

jcampos
Nota
infinitos

jcampos
Nota
infinitos


Casos patol ogicos

 Debido ala complgidad de las sincronizaciones, se
puede llegar a casos patol 0gicos

Red no acotada

Todos los lugares pueden tener
cuaquier nUmero de marcas

Bloqueo tota

M p, lared llegara a un marcado en
el que no hay sensibilizada nin-
gunatransicion

* Esnecesario realizar analisis cualitativo previamente
paraevitar estas situaciones

Independientemente del valor de
p Ip
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Analisis cualitativo

 Existen numerosas técnicas para cheqguear ciertas
propiedades cualitativas de las redes (no las veremos
en detalle)

* Propiedades que pueden definirse formalmente y
chequearse:

Cotas de marcado de lugares
Lugares en exclusion mutua, ...
Ausencia de bloqueos

Vivacidad: Todas las transiciones pueden dispararse a
partir de cualquier marcado alcanzable.

Existencia de home states. Un estado es home state si
es alcanzable desde cualquier marcado alcanzable de
lared.

» Tiposde técnicas paraanadisis cualitativo

Carlos José Pérez Jiménez. C. P. S. Universidad de Zaragoza

Enumerativas. Basadas en el estudio del espacio de
estados del modelo

Reduccién/transformacion: Consisten en aplicar reglas
locales para reducir o transformar la red preservando
las propiedades requeridas, ssmplificando el estudio.

Técnicas estructurales. Consisten en chequear una
determinada propiedad basandose Unicamente en la
estructura de lared. Se usa teoria de grafos, dgebrali-
neal, geometria convexa, programacion lineal, etc.
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Ergodicidad

Problema del estado estacionario:

— Cadenas de Markov: Las CM irreducibles recurrentes
no nulas tenian distribucién en estado estacionario.

— Redes de colas: Las RdC con tiempos de servicio
exponenciales tenian distribucion en estado estaciona-
ro s no estaban saturadas (condiciones de ergodici-
dad).

En redes de Petri:

A partir del espacio de estados puede construirse una
CM con tantos estados como los que tenga lared. La
existencia de distribucion en estado estacionario para
la red depende de las ergodicidad de esta CM.

Condiciones suficientes para la existencia de solucion
en estado estacionario:

— Limitacion: Si lared es no acotada, la CM subyacente
tiene «(=kstados y, salvo en casos especiales, no se
sabe resolver.

— Existencia de home state. Asegura que la CM es
irreducible (salvo quizas algunos estados transitorios).
En cualquier caso, asegura la unicidad de la solucién
en estado estacionario.
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Analisis exacto (SPN)

» Estudiaremos la forma de obtener de forma exacta la
distribucion en estado estacionario para:

— Redes de Petri estocasticas (SPN)
— Redes de Petri generalizadas (GSPN)
» Definicion formal: unared de Petri estocastica es una
6-tupla(P, T, I, O, M, L), donde:
— P={py,-.-.p,} esel conjunto de lugares
— T ={ty,....t} esel conjunto de transiciones
— 11 P” T esd conjunto de arcos de entrada
— O1T"  Pesel conjunto de arcos de salida
— Mg = (Mqy(py);---» My(p,)) es el marcado inicial

- L=(4....l ;) es el conjunto de tasas de disparo de
|as transiciones

* Asumimos tiempo asociado atransiciones distribuido
exponencialmente, single server, disparo atdbmico y
resolucion de conflictos por race policy.

« El tiempo de permanencia en un estado esta
distribuido exponencialmente con tasa

o
a | E=conjunto de transiciones sensibilizadas en el estado
thE
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Analisis exacto (SPN)

» El proceso estocastico que marca la evolucion de una

SPN esunaCMTC:

— Los estados dela CM son los estados alcanzables de |a

red
— Latasade paso del estado i (marcado M;) a | (M;) es:
o
q =aly
kI H;

Donde H;; es el conjunto de transiciones sensibilizadas

en el marcado M; cuyo disparo produce el estado M;
 Ejemplo:
bus (disponible)

ﬁroce%dor Pl
(activo)

—( ¢ )=

procesador Pﬂ
(activo)

Modelo SPN

do deun
biprocesador
de memoria
compartida

accddilendo ieéndo

memoria comun (disponible)
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Analisis exacto (SPN)

Diagrama de tasas de transicion entre estados de la
CM subyacente

13 16
r ~(11100100 )=

| 1 | 4
13
(11010100 ~(11100010)
| 11 |

\

| 4
\
L(00001100) (11010010 (00100001
2

| 4

A
(00001010

\
—(00010001)

S en vez de single server, tenemos  servidores,
solo hay gque cambiar las tasas de transicion entre
ciertos estados.

La distribucion en estado estacionario se obtiene
resolviendo la CM (solucion Unica s lared es limi-
taday tiene home state).

P'Q=0U

P'1=1 E
A partir de la solucién en estado estacionario, pueden
calcularse otros indices de prestaciones.
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Analisis exacto (SPN)

e Indices de prestaciones:
— Throughput de unatransicion t
o)
c.=al.p
M1 A

Donde A, es el conjunto de marcados de la red en los
guet esta sensibilizada

— Marcado medio de un lugar p

E[M(p)]=a M[plp.

=1

Donde N es €l nimero de estados de lared
— Probabilidad de una condicion C cualquiera sobre la

red o
P{C} = a. Pi
M, T A

Donde A es e conjunto de estados alcanzables de la
red que satisfacen la condicion C.
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Analisis exacto (GSPN)

« En SPN todas las transiciones son del mismo tipo
(temporizadas)

» Cuando se construyen modelos de sistemas comple-
jOs es conveniente separar el comportamiento 16gico
de los aspectos temporales

o Las GSPN incluyen un tipo especial de transiciones,
|lamadas inmediatas, que se disparan en tiempo O y
con mayor prioridad que el resto de las transiciones
temporizadas. Estas transiciones inmediatas permiten
el modelado de |os aspectos | 0gicos.

Resolucion de conflictos entre transiciones inmedia-
{as.

— Asignando distintas prioridades a las transiciones

— Por medio de una distribucion discreta de probabilidad
(probabilidades de routing, como en redes de colas).

» Los estados de una GSPN pueden dividirse en dos
tipos:

— Vanishing: Aquellos que sensibilizan transiciones in-
mediatas. No consumen tiempo, luego pueden ser eli-
minados a generar laCM subyacente.

— Tangibles: Los que sensibilizan Unicamente transicio-
nes temporizadas. Son los Unicos que aparecen en la
CM subyacente.

» Por ello los modelos basados en GSPN permiten so-
luciones mas eficientes
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Analisis exacto (GSPN)

* Ejemplo anterior (biprocesador de memoria compar-
tida) modelado con GSPN.

bus (disponible)

[ procesador P1 O procesador P2 |
(activo) pl (activo)

igndo

memoria comun (disponible)

» Ahora modelamos |os aspectos |6gicos con transicio-
nes inmediatas

Carlos José Pérez Jiménez. C. P. S. Universidad de Zaragoza 72
Modelado y evaluacion de prestaciones de sistemas informaticos
Tecnicas analiticas



Analisis exacto (GSPN)

* Ahorad espacio de estados es mas reducido, debido
a la mayor prioridad de las transiciones inmediatas
(se eliminan algunas transiciones entre estados).

13 16
r (11100100)«

11 | 4
(22010100 11100010)
¥ ¥
y \
\\(0000110@ (00100001)
| 4 11
y A
(00001010 00010001)

o Se pueden eliminar de la CM los estados vanishing.
Asi laCM gueda (solo |os estados tangibles):

I3 16
r —(11100100)=

11 | 4

\\(0000110@ 16 '3 (00100001
| 4 | 1
\ A

(00001010 00010001)
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