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Resumen

Los constantes avances tecnolégicos conllevan la construccién y utilizacion
de sistemas reales cada vez mas complejos. Para el estudio y comprensiéon
del funcionamiento de estos sistemas, se hace necesario el uso de técnicas
formales. Las redes de Petri constituyen un formalismo adecuado para ata-
car estos problemas. Anadiendo una interpretacién temporal estocéstica, es
posible realizar estudios de evaluacién de prestaciones de los sistemas mo-
delados. El principal inconveniente de estas técnicas es el conocido como
problema de la explosién del espacio de estados. Para reducir el efecto de
este problema, se utiliza una estrategia de divide y venceras.

En esta memoria se ataca el problema de evaluar el nimero de disparos
por unidad de tiempo (throughput) en estado estacionario de las transiciones
de una red de Petri estocéastica. Para ello, se realiza una descomposicién del
modelo original en varias componentes y, a partir de ellas, se construyen
varios sistemas agregados. Con los sistemas agregados, por medio de un
algoritmo iterativo de aproximacion del tiempo de respuesta, se calcula un
valor aproximado del throughput de las transiciones del modelo original. Al
operar con modelos mas pequenos, se pueden estudiar casos mas complejos
que con las técnicas clasicas a costa de perder precisién en los resultados
(célculo aproximado frente a andlisis exacto).

Primero se estudian clases particulares de redes como los grafos marca-
dos, los grafos marcados con pesos o los sistemas deterministas de procesos
secuenciales. Por ultimo, se ataca el caso general de las redes de Petri es-
tocéasticas. El caso general permite desarrollar una visién estructurada del
grafo de alcanzabilidad de cualquier red de Petri a partir de una descompo-
sicién estructural suya. Esta visién estructurada del grafo de alcanzabilidad
puede utilizarse también para otro tipo de estudios, en particular la gene-
raciéon o almacenamiento eficiente del grafo de alcanzabilidad del modelo
original.
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Capitulo 1

Introduccion

Los constantes avances tecnolégicos conllevan la construccién y utilizacion
de sistemas reales cada vez mdés complejos. Estos sistemas se pueden ob-
servar en campos tan diferentes como los sistemas de fabricacidn, sistemas
informaéticos, sistemas de telecomunicacién, etc. Esta creciente complejidad
de los sistemas dificulta todas las etapas de su ciclo de vida, desde el di-
sefno, pasando por el mantenimiento, modificacién, actualizacién, mejora de
su rendimiento, etc. Por lo tanto se hace necesario el empleo de técnicas
formales que ayuden al analista a estudiar el funcionamiento de estos sis-
temas. Desde el punto de vista tedrico todos estos sistemas pueden verse
como proveedores de servicios compuestos internamente por componentes o
subsistemas mas simples que evolucionan en el tiempo de forma concurrente
y que tienen que compartir una serie de recursos. El uso de estos recur-
sos provoca la aparicién de fenémenos de competencia y cooperacién entre
las distintas componentes. Ademads, la evolucion de las componentes del
sistema debe sincronizarse para conseguir prestar los servicios globales del
sistema. Si el sistema no ha sido construido todavia entonces es necesario
tener un modelo del mismo y poder estudiar a partir de él sus principales
propiedades. El modelado de un sistema depende del tipo de estudio que
quiera realizarse, ya que un modelo es una simplificacién del sistema real
en el que se eliminan los aspectos irrelevantes del mismo. El estudio de las
propiedades de un sistema a partir de un modelo del mismo es una tarea
que puede ser automatizada si se disponen de las técnicas adecuadas.

El analista de sistemas necesita estudiar basicamente dos tipos de pro-
piedades, las propiedades cualitativas y las cuantitativas. Las propiedades
cualitativas del sistema tienen que ver con un funcionamiento correcto desde



2 1. Introduccion

el punto de vista l6gico. Propiedades de este tipo son por ejemplo la au-
sencia de bloqueos, que todas sus componentes puedan evolucionar perma-
nentemente, que no se desborde ninguna componente, etc. Las propiedades
cuantitativas (evaluacién de prestaciones) del sistema tienen que ver con el
funcionamiento temporal del sistema, por ejemplo la velocidad a la que el
sistema puede operar, su fiabilidad, etc. Este trabajo se centra en la evalua-
cion de prestaciones de los modelos por lo que se asumird que ya tienen un
comportamiento cualitativo correcto.

En [Ho89] se distingue entre dos grandes grupos de sistemas, los siste-
mas dindmicos de eventos discretos (DEDS), y los sistemas dindmicos de
variable continua (CVDS). En los CVDS el estado del sistema cambia con-
tinuamente en el tiempo y estos cambios dependen de entradas o variables
continuas. La evolucién de los CVDS se describe tradicionalmente por me-
dio de ecuaciones diferenciales. En cambio, los DEDS evolucionan en base
a la ocurrencia de un determinado evento. De esta forma, un DEDS perma-
nece en el mismo estado hasta que un evento le hace cambiar a otro estado.
Para los DEDS no hay un formalismo nico universalmente aceptado como
las ecuaciones diferenciales para los CVDS. Entre los formalismos emplea-
dos para el estudio de los DEDS se tienen las redes de Petri (RdP) [Pet66],
redes de colas [Kan92], redes de autématas estocasticas [PS00], dlgebras de
procesos estocéasticas [HHM95], etc.

Las RdP fueron disenadas originalmente para realizar anélisis cualitativo
principalmente. Estas redes pueden extenderse posteriormente con distintas
interpretaciones [ST96] dependiendo del objeto de estudio. Por ejemplo, si
el proposito es realizar evaluacién de prestaciones se les asocia a cada tran-
sicién un tiempo de disparo estocastico. Para otras aplicaciones se anaden
tiempos de disparo deterministas, etc. De esta forma todas las extensiones
comparten las técnicas de analisis cualitativo de las RAP. En esta memoria se
estudian DEDS modelados con RdAP a las que se le aniade una interpretacion
temporal estocastica. Ademds no se estudia el modelado y especificacién
de sistemas, sino unicamente métodos de analisis partiendo de modelos con
funcionamiento cualitativo correcto.

En cuanto a la extensién estocastica empleada, se asocian tiempos de
evolucién de las redes distribuidos exponencialmente obteniéndose las re-
des de Petri estocasticas (SPN) o las redes de Petri estocésticas generali-
zadas (GSPN). Con las SPN’s y GSPN’s se obtiene a bajo nivel procesos
estocasticos que son cadenas de Markov en tiempo continuo (CTMC). La
ventaja de utilizar este tipo de temporizacién reside en la gran variedad de



técnicas de andlisis y herramientas existentes para las CTMC’s [Chi87]. Pa-
ra cualquier CTMC es posible calcular su comportamiento transitorio (en
tiempo finito) o, bajo ciertas condiciones (condiciones de ergodicidad), su
comportamiento en estado estacionario (comportamiento limite cuando el
tiempo tiende a infinito). En esta memoria se analizardn comportamientos
en estado estacionario de los modelos, asumiendo que estos comportamien-
tos existen (ergodicidad). De esta forma el andlisis numérico de SPN’s y
GSPN'’s se realiza en cuatro etapas; generacién del grafo de alcanzabilidad
de la SPN o GSPN, generacién de la CTMC asociada, calculo del comporta-
miento estacionario 7t de la CTMC y célculo de los indices de prestaciones
deseados a partir de 7r. En esta memoria el indice de prestaciones que se
analiza es el nimero de disparos por unidad de tiempo de las transiciones
de la red inicial, es decir, el throughput! de las transiciones. El problema de
este tipo de andlisis numérico consiste en que es necesario calcular todos los
estados alcanzables de la red de Petri, y este namero de estados crece, en
general, exponencialmente con el tamano de la red. Este hecho es conocido
como el problema de la explosién del espacio de estados.

Una forma de reducir el efecto del problema de la explosién del espacio
de estados es usar una estrategia de divide y vencerds. Para ello es necesario
disponer de un método de descomposicién del modelo original en componen-
tes de menor complejidad y de una técnica de composicion de la solucion del
modelo original a partir de las soluciones de las componentes. Las técnicas
desarrolladas en esta memoria se basan en una descomposicién del modelo
inicial.

Existen diversas técnicas en la literatura para el calculo de indices de
prestaciones basadas en técnicas de descomposicién. Esta técnicas pueden
clasificarse con respecto a distintos criterios (propuestos en [SC98]).

e Calidad de los resultados obtenidos.
e Informacién del entorno en las componentes.
e Existencia de una visién abstracta de alto nivel del modelo.

e Particién del modelo por lugares o transiciones.

1Se mantiene el término inglés throughput por su dificil traduccién corta al espafiol,
porque es ampliamente conocido por los expertos en el tema y porque se utiliza con
frecuencia a lo largo de la memoria.
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El primer criterio de clasificacién (calidad de los resultados obtenidos)
puede emplearse para todas las técnicas de andlisis existentes, en particular
para técnicas de descomposicidon. En base a este criterio se tienen técnicas
exactas, aproximaciones y cotas. Las técnicas de descomposicién exactas
consiguen la solucién del modelo original a partir de las soluciones de las
componentes. Normalmente son las técnicas de mayor complejidad compu-
tacional tanto en espacio como en tiempo, pero obviamente las que mejores
resultados consiguen en términos de exactitud. Un ejemplo de este tipo de
técnicas se puede ver en [Don94| donde se utiliza una descomposicién del
modelo (normalmente subredes generadas por p-semiflujos) definida por el
analizador o por construccién del modelo para el calculo exacto de la distri-
bucién en estado estacionario del modelo original a partir de la informacién
obtenida de las componentes. Las técnicas de aproximacién no consiguen
en general la solucién exacta del modelo original sino dnicamente una apro-
ximacién. La ventaja de este tipo de técnicas reside en la posibilidad de
reducir la complejidad computacional de los algoritmos de cédlculo. Ejem-
plos de este tipo de técnicas pueden verse en [CCJS94, LW95, PJC99a]. Las
técnicas de calculo de cotas son las mas eficientes, y también las que mas se
alejan en general de la solucién del modelo. En algunos casos el cdlculo de
cotas es suficiente. Por ejemplo, en las primeras etapas de disenio de un sis-
tema, el célculo de cotas permite eliminar las alternativas que no permitan
obtener las prestaciones deseadas del sistema. En [CCS91] se utiliza una
descomposicién del modelo original en p-semiflujos para el cdlculo de cotas
de throughput de las transiciones del modelo, asociando distribuciones de
probabilidad arbitrarias al tiempo de disparo de las transiciones. Atendien-
do a este criterio de clasificacion, las técnicas desarrolladas en esta memoria
son técnicas de aproximacion.

Respecto al segundo criterio de clasificacién (informacién del entorno
contenida en las componentes) hay técnicas en las que las componentes son
directamente las subredes generadas por la descomposicién del modelo, es
decir, ninguna componente tiene informacién adicional del resto del modelo.
Ejemplos de este tipo de técnicas son: el andlisis exacto de GSPN super-
puestas (una subclase de GSPN) en [Don94], el andlisis aproximado de SPN
por medio de agregacién de flujo equivalente en [JD91], o el célculo de co-
tas basado en técnicas de programacién lineal en [CCS91]. En otros casos,
las subredes se complementan con objeto de resumir el comportamiento del
resto del modelo. Ejemplos de este tipo de técnicas son [CDS99] donde se
emplea una vision estructurada del modelo original para generar las compo-



nentes y después realizar un analisis exacto, o [PJC98] que emplea la misma
visién pero para anglisis aproximado. Otros ejemplos son [CS93] para la
mejora de cotas o [LW95] para andlisis aproximado. En las técnicas de esta
memoria, todos los sistemas agregados contienen informacién del entorno en
las componentes.

Para poder emplear una técnica de descomposicién se debe disponer
también de una técnica de composicién de la solucién del modelo original
a partir de las soluciones de las componentes. Por lo tanto, otro crite-
rio de clasificacién puede ser la existencia o no de una visién abstracta de
alto nivel del modelo en la fase de integracién. Ejemplos de técnicas sin
esta visién abstracta de alto nivel son: el calculo de cotas presentado en
[CCS91] y su mejora en [CS93], o la técnica de aproximacién presentada en
[LW95]. Ejemplos de técnicas con la visién abstracta de alto nivel son: el
andlisis aproximado de SPN por medio de agregacién de flujo equivalente en
[JD91], la técnica de aproximacién basada en forma producto en [BD96], el
andlisis exacto de SPN con visién estructurada de [CDS99], y las técnicas
de andlisis aproximado para WTS [PJCS96b], DSSP [PJCS96¢c, PJCS96al,
o SPN [PJC98, PJC99a|. Todas las técnicas de esta memoria emplean una
vision abstracta de alto nivel del sistema inicial.

Como la estructura de una red de Petri tiene dos tipos de nodos (lugares
y transiciones), otro criterio de clasificacién de técnicas de descomposicién
puede ser la seleccién de lugares o transiciones para realizar la descompo-
siciéon del modelo. Existen técnicas en la literatura que descomponen el
modelo por lugares o por transiciones. Las técnicas que se presentan en esta
memoria descomponen las redes por medio de lugares.

El trabajo desarrollado en esta memoria tiene su punto de partida en
[CCJS94] donde se desarrolla una técnica de aproximacién del throughput
de las transiciones de un grafo marcado. La técnica se basa en una des-
composicién estructural del modelo inicial en varias subredes, a partir de
las cuales se construyen varios sistemas agregados. Con estos sistemas agre-
gados, por medio de un algoritmo numérico iterativo de aproximacién del
tiempo de respuesta de las subredes reducidas, se aproxima el throughput
de las transiciones del grafo marcado inicial. El objetivo consistia en ex-
tender la técnica a clases de redes cada vez mas generales. Siguiendo con
técnicas de descomposicién estructural del modelo original en varias subre-
des se consigui6 extender la técnica a grafos marcados con pesos [PJCS96D]
y a sistemas deterministas de procesos secuenciales [PJCS96¢c, PJCS96a).
Para descomponer RdAP generales, se ha adaptado la técnica aparecida en
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[CDS99]. En este trabajo, por medio de una descomposicién estructural
del modelo inicial en varias componentes es posible resolver la CTMC de
la SPN inicial a partir de las CTMC’s de sus componentes. De esta ma-
nera se reduce drasticamente la complejidad en espacio del problema. En
[PJC98, PJC99a] se adaptan los sistemas agregados de [CDS99] para po-
der realizar célculos aproximados. Recientemente, en [FZ01] ha aparecido
una técnica de aproximacién del throughput de las transiciones de una SPN
fuertemente inspirada en este tipo de técnicas. Allf se incluyen ligeras modi-
ficaciones en el algoritmo numérico de aproximacién. En [FZ98] se extiende
el algoritmo de aproximacion del tiempo de respuesta a una subclase de
redes de Petri coloreadas para obtener aproximaciones de throughput.

La memoria estd estructurada en los siguientes 7 capitulos:

En el capitulo 2 se introducen formalmente los conceptos bésicos, nota-
ciones y técnicas utilizadas a lo largo de la memoria. Se define el formalismo
de las redes de Petri y se exponen las principales técnicas de andlisis em-
pleadas en la memoria, asi como la interpretacién temporal de los modelos
y las subclases de redes que se estudian en capitulos posteriores.

En el capitulo 3 se explica en detalle el trabajo desarrollado en [CCJS94]
sobre aproximacion de throughput en grafos marcados. Este es el trabajo
que motiva el desarrollo de esta memoria y se aprovecha la exposicién pa-
ra introducir algunas mejoras técnicas y el andlisis de funcionamiento del
algoritmo numérico de aproximacién.

En el capitulo 4 se extiende la técnica de aproximacién de throughput a
la subclase de los grafos marcados con pesos (WTS). Esta técnica, presen-
tada en [PJCS96b], se basa igualmente en una descomposicién estructural
del WTS original, la generacién de varios WTS’s mas pequenos y la apro-
ximacién del throughput de las transiciones del WTS original por medio de
un algoritmo iterativo que opera sobre los WTS’s agregados.

En el capitulo 5 se desarrollan dos técnicas de reducciéon de maquinas
de estados que permiten extender las técnicas anteriores a la subclase de
los sistemas deterministas de procesos secuenciales (DSSP). Estas técnicas
se presentaron en [PJCS95, PJCS96¢, PJCS96a] y también se basan en una
descomposicion estructural del modelo original.

En el capitulo 6 se aborda la generalizacion a cualquier red de Petri del
problema de descomposicién y generacion de los sistemas agregados. Son
las técnicas presentadas en [PJC98, PJC99a, PJC99b|. Para algunas sub-
clases de redes es posible realizar la descomposicién del modelo inicial y la
generacién de los sistemas agregados por medio de un anélisis basado en



la estructura y marcado inicial del modelo. Para realizar la misma tarea
en sistemas generales es necesario operar a nivel de su grafo de alcanza-
bilidad. En este capitulo se estudia como una descomposicién estructural
del modelo inicial induce una estructura en su grafo de alcanzabilidad que
permite su almacenamiento de forma descompuesta y sin tener que generar
todos los estados alcanzables. Esta descripcion del grafo de alcanzabilidad
se puede emplear para propdsitos més generales que el célculo aproxima-
do del throughput de las transiciones del modelo inicial. De esta forma,
se expone un algoritmo de generacién del grafo de alcanzabilidad del siste-
ma original mas eficiente que el clasico, tanto en memoria como en tiempo.
Posteriormente, la descripcion descompuesta del grafo de alcanzabilidad se
utiliza para generar directamente los sistemas agregados. Se exponen tres
técnicas distintas de generacién de los sistemas agregados dependiendo del
tipo de propiedades que se deseen preservar en los mismos. Por ultimo,
las tres técnicas de generacién de sistemas agregados se aplican al cdlculo
aproximado del throughput de las transiciones de la red inicial. Para ello es
necesario adaptar el algoritmo numérico a la nueva situacién.

En el capitulo 7 se desarrolla una bateria de ejemplos con todas las
técnicas desarrolladas, comparando en algunos de ellos todas las técnicas de
descomposicion que les sean aplicables.

Por dltimo, en el capitulo 8 se exponen las conclusiones de la memoria
y el trabajo que habria que realizar en el futuro.
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Capitulo 2

Conceptos basicos y
notaciones

En este capitulo se introducen los conceptos basicos, notaciones y técnicas
utilizadas a lo largo de la memoria. La distribucién del capitulo es la si-
guiente. En la seccidn 2.1 se exponen los principales resultados de algebra y
andlisis empleados en la memoria, en la seccién 2.2 se introducen las notacio-
nes, definiciones, principales propiedades y técnicas de analisis de las redes
lugar/transicién auténomas. En la seccién 2.3 se introduce la interpretacién
temporal que se le va a dar a las redes a lo largo de esta memoria. Por
ultimo, en la seccién 2.4 se definen y exponen las principales propiedades de
las distintas subclases de redes que aparecen en la memoria.

2.1 Elementos de analisis y algebra

En esta seccién se indicaran las notaciones, definiciones y resultados ele-
mentales de andlisis y algebra que aparecen en la memoria. Se asume que el
lector tiene conocimientos elementales de estas materias (ver [Kla86, Gre76]
para una introduccién).

Notaciéon 2.1 Se denotardn por N, Z, Q y IR a los conjuntos de niumeros
naturales, enteros, racionales y reales respectivamente. Se entiende que 0
no es un ndmero natural. Ademds, se denotardn por Z*, Q" y R a los
conjuntos de enteros, racionales y reales no negativos respectivamente.
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Notacién 2.2 Sea P un conjunto. Se denota por |P| al cardinal del con-
Junto (nimero de elementos).

Teorema 2.3 [Kla86] Axioma del supremo.
Sea VC IR, V # 0 acotado superiormente. Entonces V' posee supremo.

Corolario 2.4 [Kla86] Sea V C IR, V # 0 acotado inferiormente. Enton-
ces V posee infimo.

Teorema 2.5 [Kla86] Algoritmo de la divisién.
Sean a,b € Z con b > 0. Entonces existen q,r € Z tales que a = bq+ 1 y
0<r<hb.

Notacién 2.6 Division entera.
Sean a,b € Z con b > 0. Se denota por || al mayor entero q tal que q < 3.

Definicién 2.7 [Kla86] Norma infinito.
Sea v = (v1,v2,...,v,) € R™ un vector de n componentes reales. Se define
la norma infinito de v como ||v||ec = max}_{|vi|}.

Teorema 2.8 [Kla86] Teorema de la funcién inversa.
Sea f : D — IR continua e inyectiva en D compacto. Entonces existe
f1: f(D) — D y es continua.

Teorema 2.9 [Kla86] Propiedad de Darboux.
Sea f : [a,b] — IR continua y h € R cumpliendo f(a) < h < f(b) ¢
f(b) < h < f(a). Entonces existe x € (a,b) tal que f(z) = h.

Teorema 2.10 [Sma74] Teorema del punto fijo de Brouwer.
Sea f: D CIR" — IR" una funcién continua en D compacto, convero y
no vacio tal que f(D) C D. Entonces existe x € D tal que f(z) = x.

Notacién 2.11 Sea V un K-espacio vectorial (K cuerpo). Se denota por
dim(V') a la dimensién de V.

Notacion 2.12 Sea f : V — W aplicacion lineal entre dos K-espacios
vectoriales (K cuerpo). Se utilizan las siguientes notaciones:

i) Imf ={f(v) |v eV} rankf = dim(Imf).
it) Kerf ={v e V| f(v) =0}.
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Teorema 2.13 [Gre76] Sea V un K-espacio vectorial (K cuerpo) de di-
mension n. Entonces V' es isomorfo a K™ (denotado por V.= K").

Teorema 2.14 [Gre76] Primer teorema de isomorfia.
Sean V., W K-espacios vectoriales (K cuerpo) y f : V. — W aplicacion
lineal. Entonces V/Kerf = Imf.

Corolario 2.15 [Gre76]| Sean V, W K-espacios vectoriales (K cuerpo) y
f:V — W aplicacion lineal. Entonces dim(V') = dim(Kerf) + dim(Imf).

2.2 Redes de Petri

En esta memoria se asume que el lector estd familiarizado con los conceptos
bésicos de redes de Petri (ver [Pet81, Sil85, Mur89, DHP*93] para una
introduccién). En esta seccién se introducen las definiciones, notaciones y
principales propiedades que seran de utilidad en los siguientes capitulos.

2.2.1 Estructura de una red lugar/transicién

En esta seccion se exponen las definiciones, notaciones y principales propie-
dades de las redes de Petri no temporizadas.

Existen dos definiciones de redes lugar/transicion, una orientada a grafos
y otra a matrices.

Definicién 2.16 P /T red orientada a grafos.

Una red lugar/transicion (P/T red) es una cuddrupla N = (P, T, F,W) don-
de P yT son conjuntos disjuntos, finitos no vacios de lugares y transiciones,
F C(PxT)U(T x P) es el conjunto de arcos dirigidos y W : F — IN asig-
na a cada arco un peso. A los elementos del conjunto PUT se les denomina
nodos.

Definicién 2.17 P/T red orientada a matrices.

Una P/T red es una cuddrupla N' = (P, T, Pre, Post) donde P yT son como
en la definicion 2.16 y Pre, Post son las matrices de incidencia anterior
e incidencia posterior respectivamente (ambas de enteros no negativos de
tamano |P| x |T|).

Se utilizard una definiciéon u otra dependiendo de las necesidades. Una
red de Petri se representa graficamente como un grafo bipartito orientado.
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Los lugares se representan mediante circulos y las transiciones mediante
rectangulos o barras. Por cada elemento Pre(p,t) # 0 hay un arco dirigido
del lugar p a la transicién t de peso Pre(p,t) = W(p,t). Andlogamente,
por cada elemento Post(p,t) # 0 hay un arco dirigido de la transicién ¢
al lugar p de peso Post(p,t) = W(t,p). Un arco sin peso tiene asociado
por defecto peso 1. Se puede suponer, sin pérdida de generalidad, que las
P/T redes son conexas, es decir, que se puede ir de un nodo a cualquier otro
de la red atravesando arcos sin tener en cuenta el sentido de los mismos.
En el fondo una P/T red que no es conexa se puede descomponer en tantas
redes como componentes conexas tenga y estudiar cada una por separado.

Definicién 2.18 Una P/T red N es ordinaria si y sdlo si todos sus arcos
tienen peso asociado 1. Se denotard por N = (P,T,F).

Se suele utilizar notaciones con puntos para los conjuntos de incidencia
anterior y posterior de un nodo o conjunto de nodos.

Notacién 2.19 Sea N una P/T red yv € PUT un nodo de N'. Se denota
por:

i) *'v={ue PUT|(u,v) € F}.
it) v* ={u € PUT|(v,u) € F}.

Notacién 2.20 Sea N una P/T red y V C PUT un subconjunto de nodos
de N'. Se denota por:

i) *V={uePUT|3veV tal que (u,v) € F}.
ii) Ve ={ue PUT | v eV tal que (v,u) € F}.
Definicién 2.21 Sea N una P/T red.
i) Un lugar p € P se dice seleccién si y sdlo si [p®| > 1.
it) Un lugar p € P se dice atribucién si y sdlo si |*p| > 1.
iti) Una transicion t € T se dice distribucién si y solo si [t*] > 1.
iv) Una transicion t € T se dice conjuncién si y sdlo si |*t| > 1.

Definicién 2.22 Una P/T red N es pura si ninguna transicion contiene
un lugar que sea simultdneamente de entrada y salida.
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Definicién 2.23 Sea N una P/T red. La matriz de incidencia de N es
C = Post — Pre. Las filas (columnas) de C se denominan vectores de
incidencia del lugar (transicion) correspondiente.

En la matriz de incidencia C de una P/T red, los elementos positivos
se corresponden con los de la matriz Post de incidencia posterior mientras
que los elementos negativos se corresponden con los de la matriz Pre de
incidencia anterior.

Notar que una red pura esta completamente caracterizada por su matriz
de incidencia, mientras que si la red no es pura, parte de su estructura no
aparece en la matriz de incidencia (la correspondiente a los lugares que son
simultdneamente de entrada y salida de una misma transicién).

Definicién 2.24 Sean N = (P,T,Pre,Post) y N’ = (P',T', Pre/, Post’)
dos P/T redes. N' se dice subred de N (denotado por N' C N') si:

i) PCPyT CT.
ii) Pre’ = Pre[P',T'] y Post’ = Post[P',T"].
Definicién 2.25 Sea N = (P, T,Pre,Post) una P/T red yV C PUT un

subconjunto de nodos. La subred N' = (P',T',Pre/, Post') de N generada
por V' es una subred tal que:

i) P=VNPyT' =VNT.
ii) Pre' = Pre[P’,T'] y Post’' = Post[P’,T"].
Si V' contiene sélo un tipo de nodos, se entiende que N’ es la red generada

por VUV UVe.

2.2.2 Marcado

La estructura de una red es estatica. Para poder modelar sistemas dindmicos
es necesario definir un estado inicial en el modelo y una regla de evolucién
de este estado. Este es el contenido de esta seccién.

Definicién 2.26 Marcado y P /T sistema.

Sea N una P/T red. Un marcado de N es un vectorm € {Z} ! que asigna
a cada lugar p € P un entero no negativo. Un sistema lugar/transicién
(P/T sistema) es un par S = (N, mq) donde my es el marcado inicial.
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El nimero mlp| asociado al lugar p € P constituye el estado local del
lugar. El estado del P/T sistema se compone de los estados individuales
de cada lugar. Por lo tanto, el vector m constituye el estado del sistema
modelado por el P/T sistema S. El estado local del lugar p se representa
graficamente con m[p| marcas (puntos) dentro del circulo que representa al
lugar p.

La evolucién de un P/T sistema viene definido por la regla de disparo de
sus transiciones.

Definicién 2.27 Sensibilizacién y disparo.

Sea § = (N,m) un P/T sistema. Una transicién t € T estd sensibilizada
en m si y soélo si m > Pre[P,t]. Se define el grado de sensibilizacién de t
en m como e(m)[t] = max{k € Z" | m > k- Pre[P,t]}. Una transicion t
sensibilizada en un marcado m puede dispararse produciendo un nuevo mar-
cado m’ = m + C[P,t]. Este disparo se denota por m—‘ym’.

En un P/T sistema puede haber varias transiciones sensibilizadas si-
multdneamente y por lo tanto seria posible el disparo simultdneo de varias
transiciones. En la evolucién de un P /T sistema se supondré que en un deter-
minado momento sélo se dispara una transicién, es decir, que el observador
puede distinguir cada disparo de cada transicién de forma independiente.
Esta interpretacion se conoce como semdntica de entrelazado (“interleaving
semantics” ).

Definicién 2.28 Secuencias de disparo.

Sea § = (N,myg) un P/T sistema. Una secuencia de disparo desde mg es
una sucesion finita o = {t;}_; de transiciones tales que m; |-sm, para
1 <i<n. En ese caso se dice que m,, es un marcado alcanzable desde mg
y se denota por mp—Zsm,,.

Definicién 2.29 Sea S = (N, mg) un P/T sistema y o una secuencia de
disparo desde mg. El vector caracteristico o vector contador de disparos
de o es o tal que olt] es el nimero de veces que la transicion t aparece en o.

Si en un P/T sistema m—‘sm’, entonces se tiene que m’ = m + C[t].
Generalizando esta expresion a secuencias de disparo se obtiene la ecuacidon
de estado de un P/T sistema.

Teorema 2.30 [Sil85] Ecuacién de estado de un P /T sistema.
Sea & = (N, mg) un P/T sistema y o una secuencia de disparo desde my
de vector caracteristico o. Si mg—Zsym entonces m =mg+ C - o.
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Definicién 2.31 Sea S = (N,mg) un P/T sistema. El lenguaje de S es el
conjunto L(S) de secuencias de disparo desde mq.

Definicién 2.32 Sea S = (N, mg) un P/T sistema. El conjunto de estados
alcanzables de S es R(S) = {m | m¢—Zsm con o € L(S)}.

Definicién 2.33 Sea S = (N, my) un P/T sistema. El grafo de alcanzabi-
lidad RG(S) es un grafo dirigido etiquetado cuyos vértices son los elementos
de R(S) y hay una arista dirigida etiquetada con t del vértice m al vértice m’
si y sélo si m—tym’.

2.2.3 Propiedades basicas de redes de Petri

Definicién 2.34 Vivacidad.

Sea S = (N, mg) un P/T sistema. Una transiciont € T es viva si y sélo si
para todo m € R(S) existe o € L(N,m) tal que t € 0. S es vivo si y sélo si
todas sus transiciones son vivas.

La propiedad de vivacidad asegura la posible repeticién futura de cada
accién individual del sistema.

Definicién 2.35 Un P/T sistema S se dice libre de bloqueo si y sélo si
para todo m € R(S) existe t € T sensibilizada en m.

La propiedad de ser libre de bloqueo es claramente necesaria para la
vivacidad.

Definicién 2.36 Limitacién.

Sea § = (N,mg) un P/T sistema. Un lugar p € P se dice k-limitado si y
sélo st m[p] < k para todo m € R(S). El P/T sistema es k-limitado si y
sélo si todos sus lugares son k-limitados. Un lugar o un P/T sistema son
limitados si y sdlo si son k-limitados para algin k € IN.

La propiedad de limitacién impide desbordamientos debidos al creci-
miento ilimitado del contenido de cualquier componente del sistema.

Definicion 2.37 Estados recurrentes y reversibilidad.

Sea § = (N, mg) un P/T sistema. Un marcado alcanzable m € R(S) se dice
estado recurrente (“home state”) si y sdlo si es alcanzable desde cualquier
marcado de R(S), es decir, siy sélo si para todo m' € R(S) se tiene m’'-Zym
con o € LN,m'). Un P/T sistema S se dice reversible si y sdlo si mg es
un estado recurrente.
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La existencia de estados recurrentes indica la posibilidad de regresar
siempre a ciertos estados del sistema y la reversibilidad indica la posibilidad
de regresar siempre a cualquier estado del sistema.

Definicién 2.38 Sea S = (N, mg) un P/T sistema. Dos transicionest y t'
estan en conflicto efectivo en S si y sdlo si existe un marcado alcanza-
ble m tal que m > Pre[P,t] y m > Pre[P,t']| pero no se verifica que
m > Pre[P,t] + Pre[P,t'].

Dos transiciones estian en conflicto efectivo si estan sensibilizadas en un
marcado alcanzable y el disparo de una desensibiliza la otra.

Definicién 2.39 Sea S = (N, mg) un P/T sistema. Dos transicionest yt'
son concurrentes en S si y solo si existe un marcado alcanzable m tal que
m > Pre[P,t] + Pre[P,t].

Dos transiciones son concurrentes si el disparo de una no desensibiliza a
la otra.

Definicién 2.40 Sea S = (N,m) un P/T sistema. Un paso es un mul-
ticonjunto de transiciones que podrian dispararse simultdineamente en S.
Puede representarse por un vector s de |T'| enteros no negativos de forma
que s[t] es el nimero de veces que la transicion t aparece en s. En este caso,
el paso s estd sensibilizado en m si y sélo si m > Pre-s. El disparo de s se
denota por m—2sm’ o por m—Zym’ donde o es cualquier secuencializacion
de s.

Definicién 2.41 Sea N una P/T red. Un camino en N es una sucesion
{z;}"_ de nodos de N tales que (z;,x;i11) € F para 1 < i <n. Un camino
se dice ciclo si (zn,x1) € F. Un camino (ciclo) se dice simple si todos sus
elementos son diferentes.

Definicién 2.42 Sea N una P/T red. N es fuertemente conexa si y sélo si
para cualesquiera x,y € PUT existe un camino en N que conecta x con vy.

2.2.4 Técnicas de analisis

En esta seccién se van a exponer las técnicas de andlisis utilizadas a lo largo
de la memoria. Las técnicas para el andlisis de los P/T sistemas (andlisis
cualitativo de redes) se clasifican normalmente en tres grupos.
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En primer lugar se tienen las técnicas enumerativas. Se basan en la gene-
racion del grafo de alcanzabilidad para sistemas limitados o del grafo de co-
bertura para sistemas no limitados [Fin93]. Estas técnicas se pueden aplicar
en teoria, pero en la practica estan limitadas a sistemas “pequenios” debido a
su elevada complejidad computacional (altamente exponencial normalmen-
te). Este problema se conoce con el nombre de problema de la explosion del
espacio de estados.

En segundo lugar se tienen las técnicas de transformacion. En este grupo
de técnicas el objetivo es reducir el tamano de los modelos mediante de
reglas de reduccion que preserven las propiedades que se quieren estudiar
(ver [Sil85, Ber86| para ejemplos de este tipo de técnicas).

En tercer lugar se tienen las técnicas estructurales. En este grupo de
técnicas el objetivo es obtener la maxima informacién del modelo utilizando
Unicamente su estructura y marcado inicial.

En esta memoria se emplean principalmente técnicas de andlisis estruc-
tural, pero en alguna ocasién es necesario conocer alguna técnica de transfor-
macién. En la figura 2.1 puede observarse un conjunto sencillo de seis reglas
de reduccion o refinamiento que preservan vivacidad y k-limitacién tomadas
de [Sil85]. Con este conjunto de reglas es posible reducir la complejidad del
célculo de la vivacidad y limitacién de un P/T sistema.

A continuacion se expondran las técnicas de andlisis estructural que se
utilizardn a lo largo de la memoria.

Definicién 2.43 Una P/T red N es estructuralmente viva si y sdlo si existe
un marcado m tal que (N',m) es vivo.

La vivacidad estructural de una P/T red asegura la existencia de un
marcado inicial que produce un P /T sistema vivo. No se conoce una carac-
terizacién algebraica general para la vivacidad estructural.

Definicién 2.44 Una P/T red N es estructuralmente limitada si y sdlo si
para todo marcado m (N, m) es limitado.

La limitacién estructural de una P/T red asegura la limitacién de un
P/T sistema independientemente del marcado inicial que se utilice. Existe
una caracterizacién algebraica para la limitacion estructural que se vera en
el siguiente teorema. Pero antes se va a tratar una cuestion sobre la notacién
que se va a emplear.
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Figura 2.1: Seis transformaciones que preservan vivacidad y k-limitacién.
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Es habitual en las técnicas estructurales operar con productos de una
matriz por un vector tanto a izquierda como a derecha. La notacién ma-
tematica habitual para estos productos consiste en considerar los vectores
como matrices columna y por lo tanto los productos vector por matriz se
denotan de la forma y* - C (y es el vector y C la matriz). En el campo
concreto que se estd desarrollando, esta notacién supone poner constante-
mente superindices a los vectores, por lo que la comunidad internacional ha
decidido cambiar la notacién y eliminar estos superindices, entendiendo que
cuando un vector columna multiplica una matriz por la izquierda hay que
trasponerlo. De esta forma el producto de vector por matriz se denotard a
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lo largo de toda la memoria como y - C.
El siguiente teorema da una caracterizacién algebraica de la limitacién
estructural.

Teorema 2.45 [Mur89] Una P/T red N es estructuralmente limitada si
y solo si existe un vectory > 0 tal que y - C < 0.

Definicién 2.46 Una P/T red N es conservativa si y sdlo si existe un
vectory > 1 tal que y - C = 0.

Definicién 2.47 Una P/T red N es consistente si y sélo si existe un vec-
tor x > 1 tal que C -x = 0.

El siguiente teorema establece la existencia de un invariante de marcado
para cualquier P/T sistema consistente.

Teorema 2.48 [Mur89] Sea S = (N, mg) un P/T sistema con N consis-
tente. Entonces eziste x > 1 tal que m - x = myg - X para todo m € R(S).

Los siguientes teoremas establecen relaciones entre algunas propiedades
definidas anteriormente vélidas para cualquier P/T red o P/T sistema.

Teorema 2.49 [Mur89] Sea N una P/T red estructuralmente viva y es-
tructuralmente limitada. Entonces N es consistente y conservativa.

Teorema 2.50 [Shi87, Ter94| Sea S un P/T sistema vivo y limitado.
Entonces S es fuertemente conexo y consistente.

Definicién 2.51 Sea N una P/T red. Un p-semiflujo o componente con-
servativa de N es un vectory >0,y # 0 tal quey - C = 0.

Definicién 2.52 Sea N una P/T red. Un t-semiflujo o componente repe-
titiva de N es un vector x > 0, x # 0 tal que C -x = 0.

Definicion 2.53 Se denomina soporte de un vector v al conjunto de indices
de sus componentes no nulas. ||v|| = {i | v[i] # 0}.

Definicién 2.54 Un p-semiflujo (t-semiflujo) es minimo si y sdlo si su so-
porte no es un superconjunto propio de otro p-semiflujo (t-semiflujo) y el
mdximo comun divisor de sus componentes es 1.
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Algoritmo 2.55 [MS82] Célculo de p-semiflujos minimos.

input: Matriz C de incidencia de N.
n = |P|;m = |T)|
A =C
D :=1, (matriz identidad de dimensién n).
for i :=1ton do
Anadir a [D|A] todas las filas que resulten de una combinacién lineal
positiva de pares de filas de [D|A] y que anulen la columna i de A.
Eliminar de [D|A] todas las filas cuya columna i de A sea no nula.
end for
Las filas de D son p-semiflujos de N. Tras una eventual normalizacién
se obtienen los p-semiflujos minimos.
output: Matriz D

2.2.5 Lugares implicitos

Notacién 2.56 Sea S = (N, my) un P/T sistema y p € P un lugar que se
quiere anadir a N con vector de incidencia 1, y marcado inicial mg[p]. Se
denota por Sp = (N, mo Umg[p]) al P/T sistema extendido en el lugar p.

Definicién 2.57 [Sil85] Lugar implicito (IP).

Sea S, un P/T sistema. El lugar p es implicito si y sdlo si L(S,) = L(S).
Esto equivale a que para todo m marcado alcanzable en S, si m > Pre[ty]
entonces m[p| > Pre[ty].

Por lo tanto, un lugar impicito nunca es el Unico lugar que impide la
sensibilizacién de una transicién. Un lugar puede ser implicito o no depen-
diendo de su marcado inicial.

Definicién 2.58 [CS91] Lugar estructuralmente implicito (SIP).
Sea N, una P/T red. El lugar p es estructuralmente implicito si y sdlo si
para todo mg de N existe mg[p] € Z* tal que p es implicito en el P/T sis-
tema (Np, mg U myg[p]).

Existe una caracterizacién algebraica para los SIP’s.

Teorema 2.59 [CS91] Un lugar p es SIP en N, si y sdlo si existe un vector
y >0 tal quey-C <1,.
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Todo SIP admite un marcado inicial que lo hace implicito. Serfa intere-
sante entonces conocer el minimo marcado inicial que hace implicito a un
SIP. En general sélo puede calcularse por medio de técnicas enumerativas,
pero empleando un problema de programacion lineal es posible calcular una
cota superior de este marcado minimo inicial.

Algoritmo 2.60 [CS91] Cota superior para mg[p] (p un SIP).

input: S, 1,
v =min y - mg + p sujeto a
y-C<l,
y=>0

y - Pre[ti] + u > Pre|p, tg] Vti € p*
output: my[p| > max{v,0}

Definicién 2.61 [CS91] Lugar SIP marcado (MSIP).

Sea S un P/T sistema y p un lugar con vector de incidencia l,. El lugar p
es un lugar estructuralmente implicito marcado (MSIP) en S, si y sélo si
existey > 0 tal que y[p]=0yl,=y-C.

En cualquier marcado alcanzable de S,, el marcado de un MSIP es una
funcién lineal del marcado de un conjunto de lugares de S, por lo que el
marcado de un MSIP es una variable de estado redundante.

Definicién 2.62 Sea (N,mg) un P/T sistema y p,q,r € P tres lugares del
mismo. Se dice que p es implicito respecto a q y r si y solo si p es un lugar
implicito en el sistema generado por p,q y r.

2.3 Redes de Petri estocasticas

En la seccién anterior se han desarrollado los principales conceptos y propie-
dades de las redes de Petri no temporizadas. Si se quieren realizar estudios
sobre las prestaciones de los sistemas, es necesario introducir una interpre-
tacién temporal a los modelos. Este serd el propédsito de esta seccién.

En su definicién original, las redes de Petri no inclufan la nocién de tiem-
po y por lo tanto, sélo se podia modelar el comportamiento légico de los
sistemas. Histéricamente ha habido dos formas de introducir una interpre-
tacién temporal a las redes de Petri; asociando el tiempo a los lugares [Sif78]
o a las transiciones [Ram74]. Como normalmente las transiciones modelan
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las actividades del sistema, parece mas natural asociar la duracién de las
actividades a las transiciones del modelo. Esta sera la interpretacién que se
empleard a lo largo de la memoria.

La inclusién de tiempos en redes de Petri permite dos interpretaciones
diferentes para la regla de disparo; el disparo en tres fases o el disparo
atomico. En el disparo en tres fases, cuando una transicidon estd sensibili-
zada toma las marcas necesarias de sus lugares de entrada y los retiene el
tiempo que dura su actividad. Pasado este tiempo se produce el disparo de
la transicién y por lo tanto la salida de marcas a los lugares de salida. En el
disparo atémico, las marcas de los lugares de entrada de la transicion sensi-
bilizada permanecen en su sitio mientras dure la actividad de la transicién.
Transcurrido este tiempo se produce el disparo de la transicién y el cambio
de marcas en tiempo 0. En esta memoria se utilizard la interpretacién de
disparo atémico.

También existen diferentes interpretaciones por lo que respecta a la re-
solucién de conflictos [AMBB™89]. La primera consiste en considerar inme-
diatas (se disparan en tiempo 0) las transiciones en conflicto. De esta forma
las transiciones inmediatas tienen prioridad de disparo sobre las tempori-
zadas. Para resolver los conflictos entre transiciones inmediatas se asocia
a cada transicidon un peso que permite calcular su probabilidad de disparo
(redes de Petri estocdsticas generalizadas [AMBC84, AMBCCS87]). Con esta
politica la resolucién de conflictos se separa de la duracién de las activida-
des. La segunda politica de resolucién de conflictos se hace entre transiciones
temporizadas y se llama politica de carrera. En esta interpretacion dadas
dos transiciones en conflicto, se dispara primero la que antes termine su
actividad. A lo largo de esta memoria se emplearan las dos politicas. Si
hay un conflicto entre transiciones temporizadas se supone que se resuelve
por politica de carrera y si el conflicto es entre transiciones inmediatas se
emplean los pesos asociados a cada transicién para resolverlo.

La ultima ambigiiedad que puede aparecer en la interpretaciéon temporal
de las redes de Petri tiene que ver con el grado de sensibilizacién de las
transiciones (ver definicién 2.27). Se puede suponer que cada transicién
tiene un solo servidor por lo que trabaja una velocidad independiente del
grado de sensibilizacion, o que tiene varios servidores por lo que su velocidad
de trabajo depende del grado de sensibilizacién, es decir, del marcado de sus
lugares de entrada. En el primer caso se tiene semdntica de un solo servidor
[Mol82, FN85a| y en el segundo caso semdantica de varios servidores o, en
caso limite, semdntica de infinitos servidores [RP84, HV85, Zub85]. Si se
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utiliza semaéntica de infinitos servidores, es posible modelar una transicién
de k servidores aniadiendo un lugar de entrada y salida a la transicién con k
marcas. Por lo tanto, desde el punto de vista de modelado, la semantica més
general es la de infinitos servidores, que es la que se asumird en todos los
desarrollos teodricos de la memoria. En los ejemplos précticos del capitulo 7
se empleard semantica de un solo servidor por motivos de implementacién.

Por lo que respecta a la duracién de las actividades, en la literatura apa-
recen diversas formas de asociar tiempos a las transiciones, normalmente de-
pendiendo del campo de aplicacién de los modelos y el tipo de estudio que se
pretende realizar. Se pueden asociar duraciones deterministas o aleatorias.
En el caso de duraciones aleatorias, se pueden emplear diversas distribucio-
nes. Un caso particular es el que se emplea a lo largo de esta memoria, en
el que las transiciones temporizadas tienen asociados tiempos aleatorios dis-
tribuidos exponencialmente. Al asociar variables aleatorias exponenciales a
las transiciones del modelo se pueden utilizar técnicas de resolucién basadas
en cadenas de Markov en tiempo continuo (CTMC).

Siguiendo las interpretaciones anteriores, a lo largo de esta memoria se
empleardn redes de Petri estocdsticas (SPN) [Mol81, FN85b, BT81] o redes
de Petri estocdsticas generalizadas (GSPN) [AMBC84, AMBCCS87] cuyas
definiciones formales se exponen ahora.

Definicién 2.63 Redes de Petri estocasticas (SPN).

Una red de Petri estocdstica (SPN) es un par (S, w) donde S es un P/T sis-
tema y w : T — (0,00) es una funcién real estrictamente positiva que
asocia a cada transicion t € T un tiempo de disparo distribuido exponencial-
mente con tasa w(t).

Una SPN es un P/T sistema en el que se asocia un tiempo de disparo
distribuido exponencialmente a cada transicion. Una variable aleatoria ex-
ponencial X se especifica por su tasa A o por su valor medio E[X]=1/\y
es la tnica variable aleatoria continua sin memoria.

Definicién 2.64 SPN’s generalizadas (GSPN).
Una red de Petri estocdstica generalizada (GSPN) es una ocho-tupla

(P, T, Pre,Post,Inh, mg, IT, w)

donde P y T son conjuntos disjuntos, finitos no vacios de lugares y transi-
ciones, Pre, Post e Inh son las matrices de incidencia anterior, incidencia
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posterior e inhibicién respectivamente (todas de enteros no negativos de ta-
masio |P| x |T|). El vector mg € {Z*}P! es el marcado inicial, que asocia
a cada lugar un entero mo negativo, el vector II € {0, 1}‘T‘ asocta a cada
transicion una prioridad en {0,1} y w : T — (0,00) es una funcion real
estrictamente positiva que asigna a cada transicion t € T un peso w(t).
Las transiciones de prioridad 0 se llaman temporizadas y las de prioridad 1
inmediatas.

Las GSPN’s se representan graficamente como las P/T redes diferen-
ciando las transiciones inmediatas de las temporizadas. Las transiciones
inmediatas se representan por medio de barras delgadas negras y las tempo-
rizadas con cajas rectangulares. Los nuevos arcos inhibidores (matriz Inh)
se representan como los arcos de una P/T red anadiendo un circulo en el
extremo correspondiente a la transicion del arco. En la definiciéon de GSPN
hay que notar una interpretacién de la funcién w ligeramente diferente a la
de SPN’s. Si la transicién t € T' es temporizada, w(t) es la tasa de la expo-
nencial asociada a la duracién de su actividad y si ¢ es inmediata, w(t) es el
peso asociado a su disparo para la resolucién de conflictos.

La inclusién de prioridades en las transiciones modifica ligeramente la
regla de sensibilizacién y disparo en GSPN’s. Las transiciones inmediatas
tienen prioridad de disparo sobre las temporizadas, por lo que si en un
marcado alcanzable m hay una transiciéon inmediata t; sensibilizada, todas
las transiciones sensibilizadas en m deben ser inmediatas. Denotando este
conjunto de transiciones sensibilizadas en m por {ti}le, la probabilidad de
que se dispare la transicién inmediata t; con 1 < j < k es

w(t;)
1 w(t)
Las GSPN’s suponen una extensiéon de las SPN’s por lo que respecta a
las transiciones inmediatas y arcos inhibidores. En realidad, a lo largo de la
memoria se trabaja con SPN’s o con extensiones de ellas por medio de tran-
siciones inmediatas para la resolucién de conflictos, es decir, no se trabaja
con arcos inhibidores, lo que permitiria definir una subclase de GSPN’s mas

Prob{t; se dispara en m} =

sencilla.

Una vez se anade una interpretacién temporal a los sistemas, es posible
realizar estudios sobre la evolucién en el tiempo de los mismos e intentar
calcular medidas o indices de prestaciones sobre los mismos. Se van a expo-
ner los indices de prestaciones habitualmente empleados en SPN’s y GSPN’s.
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Definicion 2.65 Throughput de una transicién.

Dada una SPN o GSPN, el throughput de la transicion t € T, denotado
por X(t), es el nimero medio de disparos por unidad de tiempo que realiza
la transicion t.

Definicién 2.66 Throughput relativo o ratio de visita.

Dada una SPN o GSPN y t; € T una transicion de referencia, la ratio
de visita o throughput relativo de la transicion t € T normalizada para la
transicion t, y denotada por v(t), es v(t)) = X(t)/X(t1). Se denota por
v € (R")T! al vector de ratios de visita.

Normalmente las ratios de visita se supondran normalizadas para la pri-
mera transicién de la red y se eliminard el superindice.

La diferencia entre el vector de ratios de visita y un t-semiflujo es que
los t-semiflujos son vectores de enteros no negativos y el de ratios de visita
es de reales no negativos en general.

Teorema 2.67 [Cam90] Dada una SPN limitada y v su vector de ratios
de visita, se cumple C-v = 0.

Definicion 2.68 Utilizacion de una transicion.
Dada una SPN o GSPN, la utilizacién de la transicion t € T, denotado por
U(t), es la probabilidad de encontrar la transicion sensibilizada.

Definicion 2.69 Dada una SPN o GSPN, la demanda media de servicio
de la transicion t € T, denotado por D(t), es D(t) = v(t)s(t) = v(t)/w(t)
donde s(t) = 1/w(t) es el tiempo medio de servicio de la transicion t.

La ventaja de asociar a las transiciones un tiempo de disparo distribuido
exponencialmente consiste en que la evolucién temporal de la SPN o GSPN
es equivalente al de una cadena de Markov en tiempo continuo. Se van a dar
ahora las principales definiciones y propiedades de las cadenas de Markov
en tiempo continuo.

Definicion 2.70 Un proceso estocastico es una familia de variables alea-
torias {X (t) | t € ©} sobre el mismo espacio de probabilidad, indexadas por
el pardmetro t que varia en un conjunto ordenado de indices ©. Si © es
discreto (continuo) el proceso estocdstico se dice de tiempo discreto (conti-
nuo).
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Normalmente el conjunto © es IR y se interpreta como tiempo. La va-
riable aleatoria X (t) es la observacién del proceso estocdstico en el instan-
te t. Los valores que pueden tomar las variables aleatorias de un proceso
estocastico constituyen el espacio de estados del proceso. Este espacio de
estados puede ser continuo o discreto. En esta memoria se asumird que los
espacios de estados son finitos, por lo tanto discretos.

Definicién 2.71 Un proceso estocdstico {X (t) | t € ©} cumple la propie-
dad de Markov si para cualesquiera tg < t; < --- < t, <t se cumple:

Prob{X(t) <z | X(t;) <=z
<z

iy 0 S 7 S n} =
Prob{X(t) <& | X(t) <

Tn}

La evolucién de un proceso estocdstico con la propiedad de Markov de-
pende tnicamente de la ultima observacién realizada y no de las anteriores.

Definicién 2.72 (CTMC).
Una cadena de Markov en tiempo continuo (CTMC) es un proceso es-
tocdstico de tiempo continuo que cumple la propiedad de Markov.

Notacion 2.73 En una cadena de Markov en tiempo continuo se denota
por p;ij(t,s) a la probabilidad Prob{X (s) =j | X(t) = i}.

Definicién 2.74 Una cadena de Markov en tiempo continuo se dice ho-
mogénea si y solo si p;j(t,s) = pij(t +u,s +u) para todo t,s,u € ©.

Las CTMC’s que aparecen a lo largo de la memoria son homogéneas,
por lo que se hablard de CTMC’s para referirse a CTMC’s homogéneas.
En las CTMC’s homogéneas la probabilidad de paso de un estado a otro
no depende, por la definicién anterior, del tiempo que se lleva en el estado
origen, por lo que el tiempo de paso de un estado a otro estd distribuido
exponencialmente (por la propiedad de falta de memoria de la variable alea-
toria exponencial). Por lo tanto, la evolucién de una CTMC homogénea
viene determinada por las tasas de paso entre estados.

Notacion 2.75 En una cadena de Markov en tiempo continuo homogénea
se denota por p;; a la tasa de paso del estado i al j.
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Una CTMC se puede representar graficamente por medio de un grafo
dirigido etiquetado cuyos vértices son los estados de la CTMC y cuyas aris-
tas describen los cambios de estado. Las aristas van etiquetadas con las
tasas de paso entre estados. Desde un estado la CTMC puede evolucionar a
distintos estados con distintas tasas de paso. En estas condiciones, el tiem-
po de permanencia en un estado ¢ estd distribuido exponencialmente con
tasa > pij (porque el minimo de variables aleatorias exponenciales tiene
distribucién exponencial de tasa la suma de las tasas de las variables que
intervienen). Las transiciones de un estado a él mismo pueden eliminarse
facilmente debido a la propiedad de Markov, lo que permite representar una
CTMC por medio de una matriz Q con las tasas de paso entre estados,
llamada generador infinitesimal de la CTMC.

Definicidn 2.76 El generador infinitesimal de una CTMC homogénea de n
estados (n € IN) es la matriz Q de tamano n x n tal que Qi,j] = p;j si
i# 3y Qli,i] = -7 1pij con1<4,5<n. Porlotanto Q-1 =0.

En las CTMC’s es posible realizar estudios de su estado transitorio (tiem-
po finito) y en estado estacionario (comportamiento limite cuando el tiempo
tiende a infinito). En esta memoria se estudia inicamente el comportamiento
limite o en estado estacionario de los sistemas, por lo que sélo interesa cono-
cer los fundamentos de la evolucién en estado estacionario de una CTMC. La
exposicién que se hace a continuacién no es totalmente formal para reducir
su extensién (ver [KS76] para un desarrollo en profundidad).

Definicién 2.77 Sea {X(t)|[t € R"} una CTMC homogénea de espacio de
estados 1 < i < n (¢ € IN). El estado i se dice transitorio si y sdlo si
Prob{X(t) #iVt > 0| X(0) =14} > 0.

Un estado de una CTMC es transitorio si existe una probabilidad estric-
tamente positiva de que la CTMC no regrese al estado.

Definicién 2.78 Sea {X(t)|t € R"} una CTMC homogénea de espacio de
estados 1 <i <n (i € IN). El estado i se dice absorbente si y sdlo si pij =0
para todo 1 < j <n yj+#i.

Si una CTMC tiene un estado absorbente, una vez llega al estado la
CTMC no puede salir de él, por lo que en ese caso es sencillo calcular la
distribucién en estado estacionario.
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Teorema 2.79 [KS76] Sea i un estado transitorio de una cadena de Mar-
kov en tiempo continuo homogénea. Entonces lim;_,, Prob{X(¢) =i} = 0.

Desde el punto de vista de la evolucién en estado estacionario de una
CTMC, los estados transitorios no suponen ningin problema, ya que la
CTMC los abandona con probabilidad 1, es decir, la probabilidad de que la
CTMC se encuentre en el estado transitorio cuando el tiempo es suficiente-
mente grande tiende a 0.

Definicién 2.80 Una CTMC homogénea se dice ergddica si y sdlo si su
grafo asociado es fuertemente conero.

Las CTMC’s ergédicas tienen un comportamiento en estado estacionario
unico que es posible calcular.

Teorema 2.81 [KS76] Sea {X(t)|t € R} una CTMC ergédica de espacio
de estados 1 < i < n (i € IN). En estas condiciones ezisten los limites
m; = limy_y oo Prob{ X (t) = i} y son estrictamente positivos para 1 < i < n.

Definicién 2.82 Sea {X(t)|t € R'} una CTMC ergédica de espacio de es-
tados 1 < i <mn (i € IN). La probabilidad en estado estacionario del estado i
es el valor w; del teorema anterior. Al vector ™ con las probabilidades en
estado estacionario de todos los estados se le llama distribucién en estado
estacionario de la CTMC.

Teorema 2.83 [KS76] Sea {X(t)|t € R0} una CTMC ergédica de esta-
dos 1 <i <mn (i € N). La distribucion en estado estacionario 7 cumple
T-Q=0ywm-1=1.

Por lo tanto, es posible calcular la distribucién en estado estacionario de
una CTMC ergédica resolviendo un sistema de n + 1 ecuaciones (siempre
hay una ecuacién redundante) con n incégnitas donde n es el nimero de
estados de la CTMC. En general es posible calcular la distribucién en estado
estacionario en CTMC’s que no sean ergddicas siempre y cuando su grafo
asociado tenga unos estados transitorios que desemboquen todos en una
Unica componente fuertemente conexa terminal (que la CTMC no pueda
abandonar). En ese caso las probabilidades limite son 0 para los estados
transitorios y estrictamente positivas para el resto.
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Con la distribucién en estado estacionario de una CTMC ergddica es
posible calcular el valor en estado estacionario de cualquier indice de pres-
taciones que pueda ponerse como funcién de los elementos de 7.

Se estd en condiciones de exponer la relacién entre SPN’s, GSPN’s y
CTMC’s.

Definicién 2.84 Sea (S,w) una SPN. La CTMC isomorfa a (S,w) es la
que tiene como grafo dirigido etiquetado asociado RG(S) sustituyendo en
cada etiqueta m—tsm’ la transicion t € T por w(t) si se utiliza semdntica
de un solo servidor o por e(m)[tlw(t) si se utiliza semdntica de infinitos
servidores.

Teorema 2.85 [AMBC™'95] Sea (S,w) una SPN limitada y con estados
recurrentes. Entonces su CTMC isomorfa es finita y tiene una unica dis-
tribucion en estado estacionario. Ademds, si S es reversible entonces su
CTMC isomorfa es ergodica.

Por lo tanto, para poder calcular el comportamiento en estado estacio-
nario de una SPN es necesario que tenga estados recurrentes, lo que asegura
la existencia de una tunica componente fuertemente conexa terminal (que
no puede abandonarse) en su RG y por lo tanto en su CTMC isomorfa.
Como mucho habra algunos estados transitorios que desembocan, después
del disparo de algunas transiciones, en un estado recurrente m. Como es
evidente que (N, m) es reversible entonces RG(N ,m) es fuertemente conexo
y por lo tanto su CTMC isomorfa es ergédica. La hipétesis de limitacién se
anade para que la CTMC isomorfa sea finita y sea posible el cédlculo de la
distribucién en estado estacionario.

Definicién 2.86 Sea (S,w) una SPN limitada y con estados recurrentes.
La distribucién en estado estacionario de (S,w) es el vector w € (RT)R(S)
de probabilidades en estado estacionario de su CTMC isomorfa.

En el caso de GSPN’s el problema, del calculo de su CTMC isomorfa es
un poco méas complicado, ya que su RG contiene estados tangibles (en los
todas las transiciones sensibilizadas son temporizadas) y estados intangibles
(en los que hay alguna transicién inmediata temporizada). Desde el punto de
vista de evaluacién de prestaciones pueden eliminarse los estados intangibles
porque el tiempo que el sistema pasa en ellos es 0. Por ello para generar
la CTMC isomorfa a una GSPN hay que eliminar los estados intangibles
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del RG y posteriormente calcular las probabilidades de cada camino en el RG
formado por transiciones inmediatas de acuerdo con las probabilidades de
disparo de cada transicién inmediata.

A lo largo de toda la memoria se supondrd que las SPN’s o GSPN’s
admiten distribucién en estado estacionario, es decir, que las admiten sus
CTMC’s isomorfas.

Una vez generada la CTMC isomorfa a una SPN o GSPN y su distribu-
cién estado estacionario es posible calcular diversos indices de prestaciones.
Ahora se exponen las férmulas de los indices de prestaciones mas frecuente-
mente utilizados.

Teorema 2.87 [AMBC™95] Sea (S,w) una SPN con distribucién en es-
tado estacionario . El throughput en estado estacionario de la transi-

ciont €T es:
X(t)=w(t)->_ wm]

meR(S)
e(m)[t]>0

Teorema 2.88 [AMBC™95] Sea (S, w) una SPN con distribucién en es-
tado estacionario w. La utilizacion en estado estacionario de la transi-

ciont €T es:
Ut) = Z m[m].
meR(S)
e(m)[t]>0
De forma analoga se puede definir cualquier indice de prestaciones en

funcién de los estados alcanzables del sistema y calcular su valor en estado
estacionario a partir de 7. A lo largo de toda la memoria, cuando se emplee
el nombre de cualquier indice de prestaciones estara referido a su valor en
estado estacionario.

2.4 Subclases de redes de Petri

En esta seccion se van a definir las clases de redes que se van a utilizar a lo
largo de la memoria, asi como sus principales propiedades.

2.4.1 Grafos marcados

Definicién 2.89 [CHEP71] Grafo marcado (MG).
Un grafo marcado (MG) es una P/T red ordinaria tal que para todo lugar
p € P se verifica |*p| = |p®| = 1.
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Figura 2.2: Grafo marcado (MG).

En la figura 2.2 puede verse un ejemplo de MG. La vivacidad de un MG
es facil de comprobar a partir del siguiente resultado.

Teorema 2.90 [Mur89] Sea N un MG. Entonces mq es un marcado ini-
cial que lo hace vivo si y sélo si mg tiene marcas en cualquier ciclo de N.

Corolario 2.91 Los MG’s son estructuralmente vivos.

Teorema 2.92 [Sil85] Sea N un MG. Entonces se cumple:
1. Son equivalentes:

i) Nes fuertemente conezxo.
ii) Nes estructuralmente limitado.

iii) N es conservativo.

2. Sea (N,myg) vivo. Entonces (N,myg) es limitado si y sélo si N es
estructuralmente limitado.

El siguiente resultado es evidente a partir de la definicién de MG.

Teorema 2.93 Sea N un MG. Entonces 1 es un t-semiflujo de N, es decir,
C-1=0. Por lo tanto, todo MG es consistente (ver definicion 2.47).

Una consecuencia inmediata de este teorema es el siguiente corolario.
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Corolario 2.94 Sea (S,w) un MG estocdstico y t1,t2 € T dos transiciones
del mismo. Entonces X (t1) = X (t2).

Demostracion:

Por los teoremas 2.67 y 2.93, todo MG estocastico tiene como vector de
ratios de visita 1. Por la definicién 2.66 de ratios de visita se sigue que el
throughput de dos transiciones cualesquiera debe ser el mismo. &

2.4.2 MaAaquinas de estados

Definicién 2.95 Mdaquina de estados (SM).
Una méaquina de estados (SM) es una P/T red ordinaria tal que para toda
transicion t € T se verifica |°t| = [t*| = 1.

Figura 2.3: Maquina de estados (SM).

En la figura 2.3 puede verse un ejemplo de SM. En el siguiente teorema
se exponen las principales propiedades de las SM’s que se van a emplear a,
lo largo de la memoria.
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Teorema 2.96 Sea N una SM. Se cumple:
1. N es conservativa y rank(C) = |P| — 1.
2. N es fuertemente conexa si y sélo st N es consistente.

3. (N,myg) es vivo si y sélo si N es fuertemente conexa y mq tiene al
MENOS UNG MATCA.

4. Si N es fuertemente conera, sus t-semiflujos minimos son sus ciclos.

2.4.3 Grafos marcados con pesos

Definicién 2.97 Grafo marcado con pesos (WTS).
Un grafo marcado con pesos (WTS) es un P/T sistema tal que para todo
lugar p € P se verifica |*p| = |p*| = 1.

En la figura 2.4 puede verse un ejemplo de WT'S. Las principales propie-
dades de los WTS’s que se van a emplear a lo largo de la memoria son las
siguientes:

Teorema 2.98 [TCWCS92] Sea S = (N, mg) un WTS. Se cumple:
1. N es consistente si y sdlo si rank(C) = |T| — 1.
2. Si N es consistente entonces tiene un tnico t-semiflujo minimo.
3. Son equivalentes:

i) N es estructuralmente viva y estructuralmente limitada.
ii) N es consistente y conservativa.
iii) N es fuertemente conexa y consistente.

4. Si N es fuertemente conera entonces S es vivo si y sdlo si es libre de
bloqueo.

Como consecuencia del apartado 2 se tiene que el vector de ratios de
visita de un WT'S estocéstico viene determinado por la estructura de la red,
y por lo tanto también la relacién entre los throughput de sus transiciones.
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Figura 2.4: Grafo marcado con pesos (WTS).

Teorema 2.99 [Ter94| Sea S un WTS consistente. Entonces S es vivo
si y solo si es reversible.

Este resultado puede aplicarse también a MG’s ya que todo MG es un
WTS.

2.4.4 Sistemas deterministas de procesos secuenciales

Los sistemas deterministas de procesos secuenciales (DSSP) se obtienen por
medio de un sencillo diseno modular. Varias unidades funcionales (en es-
te caso modeladas por medio de maquinas de estados vivas y 1-limitadas)
funcionan de forma concurrente y cooperan entre ellas por medio de un me-
canismo de paso de mensajes a través de canales. Los canales se modelan
por medio de lugares con arcos de entrada y salida a los que se les puede
anadir pesos. De esta forma se puede modelar el envio de mensajes en lotes.
Los canales son de destino privado en el sentido de que sus mensajes van
a una tunica unidad funcional. De esta forma se evita la competencia por
los mensajes entre las distintas unidades funcionales. Ademas los canales
no afectan a la resolucién de los conflictos internos que pueda haber en las
unidades funcionales, es decir, los conflictos son libres.

En la literatura han aparecido diversas clases siguiendo este diseio modu-
lar [Rei82, Sou93, TSCC95, RTS95]. En esta memoria se adopta la siguiente
clase.
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Definicién 2.100 (DSSP).
Un P/T sistema (P, T,Pre,Post,mg) es un sistema determinista de proce-
sos secuenciales (DSSP) si cumple:

i) P=BU(U, P;) con BbNP; =0 y P,NB =0 para todo 1 <i,j < n,
i # .
W) T=UL1Ti con T; NT; =0 para todo 1 < 4,5 <n, i # j.

iii) Si N; = (P;, T;, Pre[P;, T;], Post[P;, T;]) entonces (N;, mg[P;]) es una
SM viva y 1-limitada para todo 1 < i < n.

iv) Pre[P;, T;] = Post[P;,T;] = 0 para todo 1 <i,j <n, i # j.
v) Para cada canal b € B:

1. Existe 1 < j <n tal que b* C Tj.
2. Para todo p € P\ B, sit,t' € p* entonces Pre[b,t| = Pre[b, t'].

Los cuatro primeros apartados establecen que un DSSP estd compuesto
por un conjunto de SM’s disjuntas y un conjunto de canales (B). El tltimo
apartado establece que los canales tienen una unica SM de salida (aparta-
do v.1) y que su marcado no altera la resolucién de los conflictos internos
de las SM’s (apartado v.2). Esta definicién supone una ligera generalizacién
de la de [Sou93| ya que en este trabajo las SM’s debian tener también una
unica SM de entrada.

B3

Figura 2.5: Sistema determinista de procesos secuenciales (DSSP).

En la figura 2.5 puede verse un ejemplo de DSSP compuesto por dos
SM’s y tres canales (los lugares etiquetados By, Bz y Bs). La principal
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propiedad de los DSSP’s que se va a emplear a lo largo de la memoria es la
siguiente:

Teorema 2.101 [RTS98] Todo DSSP wvivo y limitado tiene estados recu-
rrentes.



Capitulo 3

Aproximacion de throughput
en grafos marcados

En este capitulo se va a explicar detalladamente el tipo de técnicas que se
van a desarrollar en esta memoria. Para ello se tomard como punto de par-
tida la técnica de [CCJS94] para el célculo aproximado del throughput de
transiciones en grafos marcados (MG’s). Se presentard con algunas mejoras
técnicas que permiten demostrar el fundamento tedrico de su buen compor-
tamiento. En este capitulo se puede hablar de “throughput de un MG” ya
que en esta clase de redes todas las transiciones tienen el mismo throughput
(ver corolario 2.94).

Para que tenga sentido aproximar el throughput de un MG es necesario
exigir algunas condiciones. Por un lado el MG debe ser conexo porque en
caso contrario se tienen varios MG’s independientes que se pueden estudiar
por separado (uno por cada componente conexa). Se restringird el estudio
a MG’s limitados con el objeto de obtener cadenas de Markov en tiempo
continuo (CTMC) finitas. Ademds, es necesario que el MG sea vivo porque
si no su throughput es nulo y en ese caso no tiene sentido desarrollar una
técnica de aproximacion. Por ultimo, el MG debe tener estados recurrentes,
lo que asegura la existencia de distribuciéon en estado estacionario tunica
para su CTMC isomorfa (teorema 2.85). Aplicando los resultados de teoria
estructural de MG’s se tiene que, por el apartado 2 del teorema 2.92, todo
MG vivo es limitado si y sélo si es estructuralmente limitado y esto es
equivalente a ser fuertemente conexo (por el apartado 1 del teorema 2.92).
Por lo tanto, para MG’s vivos son equivalentes ser limitado y fuertemente

37
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conexo. Por otro lado, todo MG es consistente (teorema 2.93), y un MG
consistente es vivo si y sélo si es reversible (teorema 2.99), lo que asegura la
ergodicidad de su CTMC isomorfa (teorema 2.85). Por lo tanto, todo MG
fuertemente conexo y vivo es limitado y reversible, por lo que se desarrollara
una técnica de aproximacion de throughput para MG’s fuertemente conexos
y Vivos.

Esta técnica fue presentada en el caso de corte del modelo original en dos
subredes, a partir de las cuales se generaban tres sistemas agregados. Los
dos primeros sistemas agregados, los de bajo nivel, estaban formados cada
uno por una subred producto del corte y un resumen de la otra por medio
de lugares. El tercer sistema agregado, el de alto nivel, estaba formado por
el resumen de las dos subredes. Aqui se presentard de forma més general,
permitiendo un corte multiple del modelo en un nimero finito arbitrario de
subredes. Ademads, la descomposiciéon se realizard de forma que los sistemas
agregados resultantes tengan la estructura mads sencilla posible en cuanto a
nimero de nodos.

Posteriormente, estos sistemas agregados se empleaban en [CCJS94] para
aproximar el throughput de las transiciones del MG original por medio de un
algoritmo iterativo. Por lo que respecta a esta parte numérica del método,
en este capitulo se demostrara la existencia de un punto fijo para el algoritmo
iterativo, lo que supone la existencia de solucién para el esquema.

El capitulo estd organizado de la siguiente manera. La seccién 3.1 re-
laciona la técnica con otras existentes en la literatura. En la seccién 3.2
se presentan algunas propiedades bdsicas sobre lugares implicitos en MG’s,
en la seccién 3.3 se desarrolla la técnica de descomposicién estructural pa-
ra MG’s y en la seccién 3.4 el método iterativo de resolucién junto con la
demostracién de la existencia de punto de convergencia para el mismo. Por
ultimo, en la seccion 3.5 se indican las conclusiones finales del capitulo.

3.1 Literatura previa

Los MG’s son una subclase de redes de Petri bien conocida. Permiten el
modelado de concurrencia y sincronizaciones, pero no de decisiones. Des-
de el punto de vista de redes de colas, los MG’s fuertemente conexos son
isomorfos a las redes de colas distribucién-conjuncién (“fork-join”) con sin-
cronizaciones [DLT90].

Para esta clase de redes se han desarrollado diversas técnicas de andlisis.
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Si se asocian tiempos aleatorios exponenciales a los disparos de las transi-
ciones, la evolucién temporal de la red es isomorfa al de una CTMC. Para
el calculo exacto de indices de prestaciones es necesario resolver esta CTMC
isomorfa, lo que impide el estudio de sistemas con gran numero de esta-
dos. No se pueden aplicar técnicas analiticas exactas eficientes basadas en
solucién en forma producto [DS92] ya que, en general, no se satisface la pro-
piedad de balance local. En [BL92, CCCS92] se pueden encontrar técnicas
basadas en el calculo de cotas.

Por lo que respecta a técnicas de aproximacién, también hay diversas
aportaciones. En [AI89], se presenta un método para el anglisis de redes
que admitan una descomposicién en su escala de tiempos (partes del modelo
con velocidades muy diferentes) basada en la descomposicién casi-completa
de CTMC’s. El mismo tipo de descomposicién se emplea en [CT91] pa-
ra una técnica de aproximacién iterativa de redes débilmente conectadas.
En [BD90a], algunas redes de colas con subredes sujetas a restricciones de
poblacién son analizadas por medio de la técnica del servidor equivalente
(“flow-equivalent aggregation”). En [Mar79] se expone el método de Marie,
en el que la idea es reemplazar una subred por una estacién equivalente con
un tiempo de servicio distribuido exponencialmente con tasa dependiente de
la carga. Estas tasas se calculan a partir del estudio cada subred por sepa-
rado sometida a un proceso de llegadas tipo Poisson con tasa dependiente
de la carga. Otra técnica alternativa se presenta en [LW91a] para el calculo
aproximado del throughput en MG’s. En este trabajo, el sistema original se
divide en sistemas agregados y para obtener la aproximacién del throughput
se emplea un criterio de equivalencia de retardo. Las tasas de servicio de los
sistemas agregados son dependientes del marcado. En [JSS92] se emplea una
aproximacién del tiempo de respuesta para una técnica iterativa de calculo
aproximado del throughput en MG’s. Las principales diferencias con respec-
to a [LW91a] son dos: el corte del sistema original se basa firmemente en las
propiedades cualitativas de los MG’s y las tasas de servicio en los sistemas
agregados son constantes.

En [Jun92] se aplican y comparan las técnicas expuestas anteriormente
a SPN’s. Las principales conclusiones son las siguientes. La técnica del
servidor equivalente es la mds eficiente (no es un método iterativo) siempre
que pueda emplearse. Para ello es necesario que el comportamiento del
subsistema que se agrega sea independiente del proceso de llegadas y que
dependa tnicamente del nimero de clientes en el subsistema. En muchos
casos, esta suposicién no es cierta (ver [JSS92]) y por lo tanto no puede
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aplicarse.

El método de Marie funciona bien en muchos casos. La principal objeciéon
es que en ocasiones la convergencia representa un problema [BD90b].

Por lo que respecta a la técnica de equivalencia de retardo de [LW9lal,
la convergencia también puede suponer un problema. El método se me-
jor6 en [LW91b], donde las tasas de servicio de los sistemas agregados se
hacen constantes. Algunos problemas de esta aproximacién han aparecido
en [JSS92] donde se demuestra que la velocidad de convergencia depende
de los valores iniciales estimados para las tasas de servicio que represen-
tan a los sistemas agregados. Ademads, para algunos modelos los autores de
[LW9la] y [LW91b] no pudieron encontrar valores iniciales para los que el
método convergiera. Finalmente, el método de aproximacién del tiempo de
respuesta introducido en [JSS92] muestra una precisién similar al método
de equivalencia de retardo, pero con menor complejidad computacional. La
aproximacién obtenida con este método parece no depender, segin los auto-
res, de los valores iniciales de las tasas de servicio. La principal desventaja
de este método es que el modelo original debe descomponerse en dos subre-
des cada una de las cuales debe tener un tnico lugar de entrada y un dnico
lugar de salida, lo cual limita la clase de sistemas que pueden analizarse.
Una posible generalizacién de este tipo de corte consiste en permitir que las
subredes tengan mas de un lugar de entrada o de salida. Se han propuesto
cortes de este tipo pero presentan serios problemas en cuanto a la precision
de los resultados [Jun92].

La técnica que se va a presentar en este capitulo se basa en el esquema
iterativo de aproximacién del tiempo de respuesta presentado en [CCJS94].
Esta técnica evita los problemas de aproximacién de la propuesta en [JSS92],
permitiendo un corte general en el modelo original. Esta técnica de descom-
posicién se basa en la teoria estructural de MG’s. En concreto, dado un
corte general en el MG original (subconjunto de lugares), se desarrolla una
técnica de descomposicién estructural que permite dividir el MG original
en K subredes y construir, a partir de ellas, K sistemas de bajo nivel y un
sistema de alto nivel o esqueleto basico. Cada sistema de bajo nivel contiene
completamente una de las K subredes producto del corte y un “resumen”
o visién abstracta del resto de las subredes. El esqueleto basico esta forma-
do por los “resumenes” de las K subredes y constituye una visién de alto
nivel de la red original. La principal caracteristica de la técnica de des-
composicién estructural es que el comportamiento de los sistemas agregados
(tanto los de bajo nivel como el esqueleto bésico), por lo que respecta a
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marcados alcanzables y secuencias de disparo, es equivalente al del sistema
original (proyectado este iltimo sobre los nodos preservados en cada sistema
agregado).

Se aprovechard esta exposicién para introducir algunas mejoras. Por un
lado, se permitird el corte del sistema original en un nimero finito arbitrario
de subredes, no sélo en dos. Por otro lado, se reducird al maximo la estruc-
tura de los sistemas agregados sin aumentar por ello el tiempo o la memoria
requerida para los calculos. Y por iltimo, se demostrara la existencia de un
punto de convergencia para el algoritmo numérico de aproximacién.

3.2 Grafos marcados y lugares implicitos

La técnica estructural de descomposicién de MG’s se basa en anadir al mo-
delo original una serie de lugares implicitos [CS91] (que no modifican el
comportamiento del modelo) con el objeto de resumir el comportamiento de
cada subred producto del corte. Por ello es necesario estudiar las principales
propiedades de los lugares implicitos.

En la seccion 2.2.5 se introducen las definiciones de lugares implici-
tos (IP), estructuralmente implicitos (SIP), lugares estructuralmente im-
plicitos marcados (MSIP) asi como sus principales caracteristicas. En esta
seccién se van a estudiar caracteristicas particulares de los lugares implicitos
en relaciéon con MG’s.

Para la técnica de descomposicién de MG’s es suficiente que los lugares
implicitos tengan una tnica transicién de entrada y una tnica de salida. Por
ello se denotaran como TT-MSIP’s (MSIP’s de transicién a transicién). De
esta manera se logra que la red resultante de anadir estos TT-MSIP siga
siendo un MG fuertemente conexo, vivo y con el mismo comportamiento
que el original (sélo difieren en la codificacién de los marcados alcanzables).

Las propiedades de los TT-MSIP’s que se van a utilizar aqui se pueden
demostrar razonando sobre caminos y ciclos simples (ver definicién 2.41) en
MG’s. Todas las demostraciones estan en [CCJS94].

Notacién 3.1 [CCJIS94] Sea N una P/T red y z,y € PUT dos nodos
suyos. Se denota con P(z,y) al conjunto de caminos y ciclos simples de
x ay (ver definicion 2.41). La mocion puede extenderse a conjuntos de
nodos.

P(X,Y) = U P(z,y).

zeX
yeyYy
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El vector de incidencia de un TT-MSIP se puede obtener sumando los
vectores de incidencia de los lugares de cualquier camino que una las tran-
siciones de entrada y de salida del TT-MSIP. Se denotara con 1, al vector
de incidencia de un lugar p.

Teorema 3.2 [CCJS94] Sea N = (P, T, F) un MG fuertemente conezxo y
p € P un lugar con °p = t; y p* = t,. Entonces p es un TT-MSIP y para
todo ™ € P(ti,t,) se tiene quel, =3, . 1p;.

En el caso de MG’s se simplifica el problema de calculo del marcado
inicial necesario para que un TT-MSIP sea implicito. El siguiente teorema
caracteriza este marcado minimo, que se calcula a partir de los marcados

de todos los caminos que unen la transicién de entrada con la de salida del
TT-MSIP.

Teorema 3.3 [CCJS94] Sea (N, mg) un MG fuertemente conexo y vivo y
p & P un TT-MSIP con *p = t; y p* = to. El minimo marcado de p que lo
hace implicito es:

m§*[p] = min{ 3" molp;] | 7 € P(ti, o) }

pjET

Corolario 3.4 [CCJS94] Sea (N,myg) un MG fuertemente conezo y vivo
yp & P un TT-MSIP con °p = t; y p* = t,. Entonces p es implicito para
cualquier marcado inicial mg[p] > m$®[p].

El célculo del marcado minimo de un TT-MSIP para hacerlo implicito
puede hacerse aplicando el algoritmo cldsico de Floyd (ver [AHUS83|) para
el calculo del camino de coste minimo entre cualesquiera dos vértices de un
grafo en el que cada arista tiene asociado un peso. En la siguiente secciéon
se abordard este problema.

Para la reduccién de MG’s se calculan conjuntos de lugares implicitos que
resumen el comportamiento de ciertas subredes del MG. Es interesante que
el conjunto de lugares implicitos sea lo mas pequeno posible para reducir
la estructura de los sistemas agregados y por lo tanto la complejidad de
su estudio. Para poder eliminar lugares implicitos que aportan la misma
informacién que otros lugares implicitos del conjunto se necesita el siguiente
teorema.
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Teorema 3.5 Sea (N, mq) un MG fuertemente conexo y vivo, t;, t; yty tres
transiciones del mismo y p;k, prj Y pij tres TT-MSIP’s de t; aty, dety at;j y
de t; a t; respectivamente, con el marcado minimo para hacerlos implicitos.
Entonces, p;j es implicito respecto a p;r y pr; (ver definicion 2.62) si y solo
si existe un camino en (N, mg) de t; a t; de peso minimo pasando por ty.

Demostracién:

Por ser p;j, pir. y prj TT-MSIP’s, es evidente que el vector de incidencia de p;;
es la suma de los de p;; ¥ pgj (por teorema 3.2). En estas condiciones p;;
es implicito respecto a p;i, pr; si y sélo si mg[p;;] > mg[p;x] + mg[pg;] (por
definicién 2.57).

=) Si p;x es TT-MSIP con el marcado minimo para hacerlo implicito, por el
teorema 3.3, existe un camino m € P(ti,tx) tal que mo[pix] = 3, mo[p].
Anélogamente para py;, existe m2 € P(t, t;) tal que mo[py;] = >, , mo[p]-
Sea 7 el camino formado por 7 seguido de ms. Es claro que 7 pasa por t
Y 2per Mo[p] = mo[pix] + mo[pg;]. Sipi; es implicito respecto a pix y pr;,
entonces myg|[p;;] > mo[pix] + mo[pr;] = 3, mo[p, luego 7 es un camino
en (M, mg) de ¢; a t; de peso minimo que pasa por t.

<) Si existe 7 camino en (N,mg) de ¢; a t; de peso minimo que pasa
por ty, por teorema 3.3, mo[p;;] = > ,c, mo[p]. Sean 71, 3 los subcaminos
de m que van de t; a t; y de t; a t; respectivamente. Por ser 7 camino
de peso minimo de ¢; a t;, m y 72 son caminos de peso minimo de ¢; a tj

y de t; a t; respectivamente. Por teorema 3.3, mo[pir] = > ,cr, molp] ¥
my [pg;] = > pems my[p], es decir, mg[p;;] = mo[p;x] + mo[py;]. Luego p;; es
implicito respecto a p;; ¥ pr;- &

3.3 Descomposicion estructural de grafos marca-
dos

Una vez estudiadas las principales caracteristicas de los lugares implicitos en
la clase de los MG’s, se va a desarrollar la técnica estructural de descompo-
sicién. En [CCJS94] la descomposicién de MG’s se realiza en dos subredes.
Se aprovechard ahora para introducir las primeras generalizaciones de este
capitulo. La primera consiste en descomponer el MG en un nimero finito
arbitrario de subredes y la segunda en reducir la estructura de los sistemas
agregados en cuanto al nimero de lugares implicitos necesarios para resumir
el comportamiento de las subredes.
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La idea bésica es la siguiente. Un MG fuertemente conexo y vivo se corta
en K subredes por medio de un corte B definido sobre lugares. A partir
del corte y de las subredes, se construyen K sistemas de bajo nivel LS; con
1 < ¢ < K y un sistema de alto nivel o esqueleto basico BS. Cada LS; con-
tiene completamente una de las subredes producto del corte y agregaciones
del resto de las subredes. El BS se compone de las agregaciones de todas
las subredes. Las agregaciones de cada subred se consiguen por medio de
TT-MSIP’s, junto con un marcado inicial que los hace implicitos. Se puede
demostrar que el comportamiento de los £LS; y BS en cuanto a marcados
alcanzables y secuencias de disparo es una proyeccién exacta de los del MG
original sobre los lugares y transiciones mantenidos en cada subsistema.

En [CCJS94| puede ocurrir que entre los lugares implicitos calculados
en la reduccion de las subredes haya algunos redundantes, es decir, que
sean implicitos respecto a otros TT-MSIP’s en los £LS; y BS y por tanto
puedan ser eliminados. Aqui se desarrollard la técnica de manera diferente,
eliminando los lugares implicitos redundantes.

Definicién 3.6 Sea N = (P, T, F) un MG fuertemente conexo. Un subcon-
junto de lugares B C P se dice K -corte (K > 2) de N si existen K subredes
N; = (P, T;,F;) conl1 <i<K deN tales que:

)USTi=T y TiNTj=0paral <ij<K,ij.
ii) P, =T, UT;* paral <i< K.

i) UL, P=P y Uy (PNP) =B paral<i,j<K.
w) F;=FN({(P,xT;)U(T; x P;)) paral <i< K.

Las transiciones del conjunto TI = *BU B® se llaman transiciones de inter-
faz. FEl resto se llaman transiciones internas.

En la figura 3.1 puede verse el ejemplo de un MG en el que se ha definido
un corte (lugares B;) en dos subredes. La subred N; (i = 1,2) producto del
corte es la generada por los lugares etiquetados P;; y las transiciones T;;. En
este caso la subred A es la de la izquierda y la subred N5 la de la derecha.
Las transiciones internas son las blancas y las de interfaz las sombreadas.

Una vez definido un corte sobre un MG hay que construir los LS; y
el BS. Para realizar esta tarea se calcula, para cada subred producto del
corte, un conjunto de lugares implicitos (concretamente TT-MSIP’s) que
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Figura 3.1: Corte en un grafo marcado.

resumen el comportamiento interno de la subred. Por el teorema 3.3, el
marcado minimo necesario para hacer implicitos a los TT-MSIP’s se basa
en el cdlculo de caminos de marcado minimo en el MG. Para realizar este
célculo se puede aplicar el algoritmo cldsico de Floyd [AHUS83] para el calculo
de los caminos de coste minimo entre vértices de un grafo dirigido con pesos.

Algoritmo 3.7 Algoritmo de Floyd.

input: Matriz D de pesos entre vértices de un grafo
K:=0 Matriz de vértices de los caminos minimos
for £ :=1to n do n es el nimero de vértices del grafo
for i:=1to n do
for j:=1ton do
if D(i,7) > D(i,k) + D(k, j) then
D(i, j) := D(i, k) + D(k, j)
K(i,j) =k
end if
end for
end for
end for
output: Matrices D, K

El funcionamiento del algoritmo de Floyd es facil de entender si se piensa
que los pesos asociados a las aristas son distancias entre vértices. El algorit-
mo puede aplicarse a grafos con pesos positivos cualesquiera entre vértices
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(e incluso puede haber pesos negativos siempre que no existan ciclos con
suma de pesos negativa). Dado un grafo G dirigido con pesos, se denota
con V =1,...,n al conjunto de vértices numerados y con A al conjunto de
aristas. Como entrada para el algoritmo de Floyd se construye una matriz D
de tamanio n X n con los pesos asociados a cada arista de GG. Si no existe una
arista entre dos vértices ¢ y j, entonces D(4, j) = co. Tras la iteracién k del
bucle exterior, D(i,j) proporciona la distancia (peso) del camino minimo
del vértice ¢ al j que estd compuesto tinicamente por vértices de indice me-
nor o igual que k. Por lo tanto, al acabar el algoritmo, en D se tienen las
distancias (pesos) de los caminos minimos entre cualesquiera dos vértices
del grafo.

La matriz K sirve para guardar de forma eficiente los caminos minimos.
Cada vez que se encuentra un camino de menor peso entre dos transiciones
dadas (instrucciones del interior de los tres bucles encajados) se almacena
en la matriz D el nuevo peso minimo y en la matriz K el vértice por el
que se unen los dos subcaminos que forman el nuevo camino minimo. De
esta forma, al finalizar el algoritmo, por medio de la matriz K se pueden
reconstruir de forma recursiva todos los caminos minimos teniendo en cuenta
el principio de optimalidad (si un camino entre dos transiciones dadas es
minimo, cualquier subcamino suyo también lo es). Si no se requiere conocer
exactamente cudles son los caminos minimos se puede eliminar la matriz K
del algoritmo 3.7.

La complejidad en tiempo del algoritmo de Floyd es O(n?) y O(n?) en
espacio, siendo n el nimero de vértices del grafo.

Los MG’s pueden traducirse a grafos dirigidos con pesos de forma sen-
cilla. Dado un MG, se puede construir un grafo con un vértice por cada
transicién y una arista dirigida uniendo dos vértices vy y v del grafo si y
sélo si existe un lugar en el MG que conecta la transicién correspondiente
a vp con la transiciéon correspondiente a vo. El peso que se asigna a cada
arista es el namero de marcas en el marcado inicial del lugar que representa.
Lo mismo se aplica a lugares que tienen la misma transicién de entrada y
de salida. Si una transicién t; del MG no tiene un lugar de entrada y salida
a la vez debe ponerse inicialmente D(i,7) = oo.

Aplicando el algoritmo de Floyd a la matriz D correspondiente a un MG
definida de esta manera se obtiene, para cualesquiera dos transiciones de
la subred, el nimero de marcas del camino de menos marcas que las une y
por el teorema 3.3 este nimero es el marcado minimo necesario para que un
TT-MSIP que une las dos transiciones sea implicito. Si después de aplicar
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el algoritmo de Floyd se obtiene una cierta entrada D(7,j) = oo, quiere
decir que no hay ningin camino en la red que una la transicién ¢; con la
transicién t; (situacién que no es posible en MG’s fuertemente conexos) y
por lo tanto no hay que poner ningin lugar implicito de ¢; a t;. Por el
contrario, si D(,7) < oo, quiere decir que el camino de menos marcas en
el marcado inicial que va de la transicién t; a la transicién ¢; tiene D(%, j)
marcas.

Para la fase de reduccién hay cuestiones particulares que hay que tener
en cuenta. No interesan todos los caminos de menos marcas, sino sélo aque-
llos que conectan entre si transiciones de interfaz de una subred ya que se
pretende resumir el comportamiento de cada subred por separado. Seran
los lugares implicitos asociados a estos caminos de peso minimo entre tran-
siciones de interfaz de una subred los que resuman el comportamiento de
esa subred. La segunda cuestién es que se puede aprovechar el célculo para
reducir el nimero de lugares implicitos necesarios para resumir las subredes
si se cambia ligeramente la funcién de coste. En efecto, en [CCJS94] se uti-
liza el algoritmo de Floyd para el calculo de lugares implicitos que resumen
el comportamiento de cada subred. Si se procede asi, el nimero de lugares
implicitos calculados para resumir el comportamiento de una subred pue-
de ser mayor del necesario, es decir, algunos lugares implicitos pueden ser
implicitos respecto a otros. Para asegurar que ningun lugar implicito sea a
su vez implicito respecto a otros, se hard uso del teorema 3.5. Este teorema
asegura que si un camino de peso minimo de la transiciéon de interfaz ¢; a
la transicién de interfaz t; pasa por otra transicién de interfaz ¢y, el lugar
implicito correspondiente al camino de t; a t; es implicito respecto a los
lugares correspondientes a los caminos de ¢; a t; y de t; a t;. En este caso
el lugar implicito de ¢; a t; puede eliminarse ya que los lugares implicitos de
t; a ty y de t; a t; resumen también el camino minimo de ¢; a t;. Entonces
interesa que de todos los caminos de peso minimo que unen dos transicio-
nes de interfaz, el algoritmo de Floyd se quede con alguno que pase por
una transicion de interfaz si existe. Esto asegura la eliminacién de un lugar
implicito al construir los sistemas agregados. Para conseguir este objetivo
hay que modificar la funcién de coste. Y para poder demostrar la correcciéon
del algoritmo modificado se empleard el marco general para la resolucién de
problemas de caminos en grafos dirigidos desarrollado en [CLR90].

La modificacion de la funciéon de coste es muy simple y la complejidad
del algoritmo resultante la misma que la del algoritmo de Floyd, pero la
demostracién de la correccién es algo extensa. Por ello, primero se va a
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dar la idea de la modificacién, después la demostracién de la correccién del
algoritmo y por ultimo una codificacién eficiente de esta modificacion.

La modificacién consiste en sustituir los pesos de las aristas del grafo por
etiquetas en las que se incluye una varible légica que indique si el camino que
tiene asociada esta etiqueta pasa por una transicién de interfaz o no. Esto
obliga a distinguir los vértices del grafo entre los que corresponden a transi-
ciones de interfaz y los que no. Inicialmente las etiquetas de las aristas del
grafo se corresponden con lugares del MG, por lo que sus etiquetas iniciales
tienen esta variable 16gica a 0 (un camino formado por dos transiciones y un
lugar no puede pasar por una transicién de interfaz). Posteriormente, segin
se vayan conectando aristas para formar caminos mas largos, las variables
légicas de las etiquetas correspondientes a los caminos pueden tomar valor 1
en el momento en que se detecte que el camino formado pasa por un vértice
correspondiente a una transicién de interfaz. A la hora de seleccionar entre
dos caminos el de peso minimo, el primer criterio de seleccién consiste en
elegir el de menor nimero de marcas y en caso de igualdad, se mira el indi-
cador légico. Si dos caminos tienen el mismo nimero de marcas, pero uno
pasa por una transicién de interfaz y el otro no, se coge como minimo el que
pasa por la transicién de interfaz.

Para demostrar la existencia y correccién de un algoritmo que codifique
esta idea se va a exponer a continuacién el marco general para la resolucién
de problemas de caminos en grafos dirigidos propuesto en [CLR90].

La resolucién de problemas de caminos en grafos dirigidos se basa en la
estructura algebraica de semianillo cerrado. Aqui estd su definicién formal.

Definicién 3.8 Un semianillo cerrado es una 5-tupla (S,®,®,0,1), don-
de S es un conjunto de elementos, @& (operador resumen) y ® (operador
extension) operaciones binarias en S y 0 y 1 elementos de S que satisfacen
las siguientes propiedades:

i) (S,®,0) es un monoide, es decir:

1. ® es cerrada en S: a® b € S para todo a,b € S.
2. @ es asociativa: a ® (b® c) = (a B b) ® ¢ para todo a,b,c € S.

3. 0 elemento neutro para ®: a®0=0® a = a para todo a € S.
Andlogamente, (S,®,1) es un monoide.

ii) 0 es anulador para ®: a®0 =00 a =0 para todo a € S.
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it) @ es conmutativa: a ®b=b @ a para todo a,b € S.
iv) @ es idempotente: a & a = a para todo a € S.

v) ® es distributiva respecto a @: a ® (bdc) = (aOb) D (a®c) y
bdc)®a=(bGa)®(c®a) para todo a,b,c € S.

vi) Si{a;}2, es una sucesion de elementos de S, @;°, a; estd bien defi-
nida y en S.

vii) Se cumplen las propiedades conmutativa, asociativa e idempotencia en
el resumen de sucesiones, es decir, el resumen de una sucesion puede
reescribirse como un resumen en el que cada elemento aparece una sola
vez y es independiente del orden de operacion.

viii) El operador © es distributivo respecto de resimenes de sucesiones:
a® (D21 bi) = D21 (a®bi) y (D21 b)) ©a = B2, (bi ©a) para todo
a,b; € S conie IN.

Las propiedades de un semianillo cerrado estan muy relacionadas con el
cdlculo de caminos en grafos dirigidos. Sea G = (V, A) un grafo dirigido y
A:V xV — S una funcién de etiquetado que asocia a cada par de vértices
una etiqueta del dominio S. La etiqueta de una arista (u,v) € A del grafo
se denota con A(u,v). Como A estd definida en V x V, se toma A(u,v) =0
si (u,v) no es un arista del grafo.

El operador extensién ® sirve para extender la nocién de etiqueta a

caminos. La etiqueta de un camino p = (v1,va,..., V) €s
k—1
Alp) = @ A(vi, vig1).
i=1

El elemento neutro 1 de ® representa la etiqueta del camino vacio.

Como caso particular para explicar el marco general se tomara el algorit-
mo de Floyd. El dominio S es RT U{oo} y A(4,5) = w;; para todo 4,5 € V.
El operador extensién ® es en este caso la suma aritmética +, y la etiqueta
de un camino p = (v1,v2,...,vk) €s

k—1

k-1
A(p) = @ )\(U’iavi+1) = Z wvi,le = w(p)
=1

=1
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El papel del elemento neutro 1 de ® lo cumple el 0, que es el elemento
neutro de la suma aritmética +. Se denotard con ¢ al camino vacio, y su
etiqueta es A\(e) =w(e) =0=1.

La etiqueta de un camino que sea la concatenacion de otros subcami-
nos debe ser independiente del orden en el que se vayan concatenando los
subcaminos, de ahi que se exija asociatividad para el operador extensiéon ©.
La existencia de un elemento neutro para el operador extensién es necesaria
porque si a un camino se le extiende con el camino vacio su etiqueta no debe
variar.

El operador resumen @ se usa para resumir etiquetas de varios cami-
nos, es decir, A\(p1) ® A(p2) resume las etiquetas de los caminos p; y p2. La
semantica del resumen de etiquetas de caminos depende de la aplicacion.
En el algoritmo de Floyd, el operador resumen & es el infimo (inf) y su in-
terpretacion es que el resumen de las etiquetas de dos caminos es la etiqueta
del camino de menor peso.

El objetivo es calcular, para cada par de vértices de un grafo 7,5 € V, el
resumen de las etiquetas de todos los caminos que van de 7 a j:

lij = @)\(P) (3.1)

Es necesaria la conmutatividad y asociatividad del operador resumen
porque el orden en que se resumen las etiquetas de un conjunto caminos no
debe alterar el resultado. Al emplear 0 como etiqueta de los pares ordenados
(u,v) que no son aristas del grafo, cualquier camino que intente extenderse
por un par que no es arista del grafo debe tener etiqueta 0, es decir, 0 debe
ser anulador para ©.

En el algoritmo de Floyd, oo es el elemento neutro del operador resumen
inf y es anulador para el operador extensién +: a + co = 0o + a = 0o para
todo a € R U {oo}.

Se necesita que el operador resumen sea idempotente porque al resumir
un camino consigo mismo el resultado debe ser la misma etiqueta del camino.

Como en un grafo puede haber caminos que no sean simples, es posible
que el nimero de caminos entre dos vértices sea infinito numerable (por
ejemplo si hay ciclos). Entonces, el operador resumen & debe poder aplicarse
a sucesiones de caminos. Ademas, el resultado de este resumen no debe
depender del orden en que se resumen. Por ello, hace falta asociatividad,
conmutatividad e idempotencia de resimenes de sucesiones.
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En el caso del algoritmo de Floyd estas propiedades se cumplen debido
a la existencia del infimo de cualquier sucesién de nimeros reales acotada
inferiormente (ver corolario 2.4).

Por lo que respecta a la distributividad del operador extension ® respec-
to del operador resumen @, es necesaria para asegurar que las etiquetas de
caminos que puedan tener una parte en comun no varie por la forma en que
hayan sido calculadas. Si se tienen caminos u R v, vV 2 y v Ry 1, es posible
resumir los caminos p; o p2 y p1 © p3 de dos formas que deben dar el mismo
resultado: A(p1) ® (A(p2) @ A(p3)) o bien (A(p1) ® A(p2)) ® (A(p1) ® A(p3))-
Y como puede haber resimenes de sucesiones de caminos, ® también debe
poseer la propiedad distributiva respecto a estos resumenes de sucesiones
(sirven por ejemplo para resumir caminos con ciclos, que pueden ser atrave-
sados un nimero arbitrario de veces).

En este marco algebraico, existe un algoritmo de programacién dindmica
[CLRI0] para el cdlculo del resumen de las etiquetas de todos los caminos
entre cualesquiera dos vértices de un grafo. En el algoritmo de Floyd, este
resumen supone calcular, para cada par ordenado de vértices del grafo, el
peso del camino de menor peso que los une.

Dados 4,5 € V se quiere calcular la expresion 3.1. [;; es el resultado de
resumir las etiquetas de todos los caminos de 7 a j. El algoritmo de progra-
macién dindamica es una generalizacién del algoritmo de Floyd y emplea el

algoritmo de clausura transitiva. Sea Qgc) el conjunto de caminos de i a j

cuyos vértices intermedios estdn en el conjunto {1,2,...,k}. Se define
k
lz(j) = @ Ap)-
pEng)

(k)

Se pueden calcular recursivamente los li] con la férmula

k k—1 k—1 k—1)\x k—1
1 =15"Ye (i Yo uh Ve ) (3.2)

Esta ecuacion es practicamente la misma del algoritmo de Floyd pero con
el factor adicional (l,(:z_l))*. Este factor representa el resumen de todos los
ciclos que pasan por el vértice k y que tienen todos sus vértices intermedios
en el conjunto {1,2,...,k — 1}. En el algoritmo de Floyd este factor vale
0 = 1 (el peso del ciclo vacio). El punto de partida para poder calcular la

expresion recursiva es:
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0 _ ) A7) sli#j

ij T®A(i,j) sii=j
Este valor se puede entender de la siguiente manera. La etiqueta de un
par ordenado de vértices (i,7) con i # j es simplemente A(¢, 7) (que es igual
a 0 si (4,7) no es una arista del grafo). Si ¢ = j se resume la etiqueta de la

arista de ¢ a ¢ con la etiqueta del camino vacio.
(k)
e

El algoritmo de programacién dindmica para calcular los valores [;;” en

orden creciente de k es el siguiente:

Algoritmo 3.9 Algoritmo general de resimenes.

input: G = (V, A) grafo dirigido, A funcién de etiquetado
L matriz de etiquetas entre vértices del grafo
K matriz de vértices de paso de los caminos minimos
n := cardinal de V'
for i :=1ton do
for j:=1ton do
K(i,j) =0
if i = j then
L(,5) :=1® A(4,5)
else
L(i, 7) == A4, J)
end if
end for
end for
for k:=1tondo
for i:=1ton do
for j:=1ton do
c:=L(,k) ©L(k,k)* © L(k, j)
L(i,j) :=L(i,j) ®c
if L(i,j) = c then K(i,j) :=k
end for
end for
end for
output: Matrices L, K

En este algoritmo, la matriz K se incluye por la misma razén que en
el algoritmo de Floyd, es decir, para almacenar de forma eficiente cudles
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son los caminos minimos de acuerdo con la funcién de coste. Si se observa
el algoritmo y el tipo de operaciones que se hacen con las etiquetas, se
pueden relajar algunas de las condiciones de semianillo cerrado expuestas
en el marco general. En efecto, el resumen de caminos siempre se aplica a
etiquetas de caminos con los mismos vértices origen y destino, o como mucho
a las del camino vacio (1) y/o al inexistente (0). Por lo tanto, es suficiente
que el operador resumen @ esté definido para las etiquetas de conjuntos
de caminos con el mismo origen y destino junto con el camino vacio y/o el

inexistente.

Definicion 3.10 Un semianillo cerrado en sentido laxo es un semianillo
cerrado en el que el operador resumen @ se define unicamente para etiquetas
de caminos con el mismo origen y destino junto con el camino vacio y/o el
inexistente.

Una vez explicado el marco general para la resoluciéon de problemas de
caminos en grafos dirigidos, se va a desarrollar ahora el algoritmo necesario
para la reduccion de MG’s. Para ello es necesario definir un semianillo
cerrado en sentido laxo de acuerdo con la definicién 3.10.

Definicién 3.11 Sea S = (Z* x {0,1} x {0,1}) UOUT (0 y T son dos
elementos especiales). Se definen las siguientes operaciones en S:

i) Operador extension ©

(n,b,v)®0
ol=19

(=]

El dominio de las etiquetas S estd formado por el conjunto de las ternas
de enteros no negativos cuyas segunda y tercera componente son variables
l6gicas, es decir, enteros en {0,1}, y dos elementos especiales 0 y 1. Los
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elementos 0 y 1 no tienen expresién facilmente interpretable en el conjunto
Z" x {0,1} x {0,1}. Por ello se les denota de forma diferente y se muestra
como operan con el resto de elementos de S.

La interpretacién de las etiquetas es sencilla. 0 es la etiqueta de los pares
ordenados (u,v) de vértices que no son aristas del grafo y 1 es la etiqueta del
camino vacio (como en el marco general). Por lo que respecta a los elementos
de Z" x {0,1} x {0, 1}, la primera componente es el niimero de marcas del
camino que lleva la etiqueta, la segunda es una variable légica que indica
si el camino pasa (1) o no (0) por una transicién de interfaz (descontando
las transiciones inicial y final), y la tercera es otra variable légica que indica
si el vértice final del camino corresponde (1) o no (0) a una transicién de
interfaz.

El operador extensién ©® calcula, a partir de las etiquetas (ni,b1,v1) y
(n2, bz, v2) de un par ordenado de caminos, la etiqueta (n,b,v) del camino
formado por la concatenacién de los dos caminos manteniendo el orden. Por
ello, el nimero de marcas del camino resultante es la suma de las marcas
de los dos caminos, es decir, n = nj + ny. El camino resultante pasa por
una transicién de interfaz si lo hacia cualquiera de los dos que lo componen
o si el vértice por el que se unen corresponde a una transicién de interfaz,
es decir, b = max{by,bs,v1}. Y el dltimo vértice del camino resultante es
el mismo que el ultimo vértice del segundo camino, es decir, v = vy. La
etiqueta correspondiente a la extension de cualquier camino con el camino
vacio (1) o el inexistente (0) explica el resto de la definicién del operador
extension.

El operador resumen @ estd definido en sentido laxo (definicién 3.10), es
decir, sélo para etiquetas correspondientes a caminos con el mismo origen y
destino junto con las del camino vacio y/o el inexistente. Por ello se exige
que la tercera componente (tipo de vértice final del camino) sea la misma
para todas las etiquetas diferentes de 0 y 1. Este operador resumen &
calcula, a partir de las etiquetas de dos caminos con el mismo vértice de
origen y destino, la etiqueta del camino de menor nimero de marcas, y en
caso de igualdad, la del que pase por una transicién de interfaz, es decir,
al operar con etiquetas se coge la etiqueta de menor primera componente
(nimero de marcas del camino) y en caso de igualdad la de maxima segunda
componente (indicador de paso por una transicién de interfaz). El resumen
de otras etiquetas con las del camino vacio o el inexistente son ficiles de
explicar con esta interpretacion.

Se va a demostrar ahora que el dominio de etiquetas con las operaciones
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extension y resumen asi definidas tiene estructura de semianillo cerrado en
sentido laxo.

Propiedad 3.12 Sea S = (Z" x {0,1} x {0,1}) U0 U 1 el dominio de
etiquetas y © y ® los operadores extension y resumen de la definicion 3.11.
Entonces (S,®,®,0,1) tiene estructura de semianillo cerrado en sentido
lazo (ver definicion 3.10).

Demostracion:

i.1) (S, ®,0) es un monoide.

@ es una operacién interna en S por definicién ya que el min es interna
en Z* y el max es interna en {0,1}. Que 0 es elemento neutro para @
también es evidente por la definicién. Sélo falta demostrar la propiedad
asociativa. Sean si, s2, s3 € S. Se distinguen tres casos:

Caso 1) Algin s; es 0. Nuevamente hay tres casos. Aplicando que 0 es
elemento neutro de @, se tiene:

0 (s2Ds3) =52Ds3= (0D s2) D s3.

51 ® (0@ s3) =51 ®s3=(s1D0) D s3.

s1 P (82 @6) =851 ® s = (81 @82) ®0.

Caso 2) Ningin s; es 0 y algin s; es 1. Otros tres casos. Aplicando que 1
es elemento anulador de @ se tiene:

1D (s2®s3)=1 y (1®sy)Dsz=1ds3=1.
s19(1ds3)=5101=1y (5101 Dsg=1PHs3=1.

510 (5201)=5101=1 y (s1Ds2)D1=1.

Caso 3) Todos los s; son distintos de 0 y 1. Este caso se demuestra teniendo
en cuenta que el min en Z" y el max en {0, 1} son asociativos.

i.2) (S,®,1) es un monoide.

® es una operacion interna en S por definicién ya que la suma aritmética + es
interna en Z* y el max es interna en {0,1}. Que 1 es elemento neutro para ®
también es evidente por la definicién. Sélo falta demostrar la propiedad
asociativa. Sean si, s2,53 € S. Se distinguen tres casos:

Caso 1) Algiin s; es 0. Aplicando que 0 es elemento anulador de ®, se
demuestra como el caso 2 del apartado 7.1.

Caso 2) Ningtn s; es 0 y algin s; es 1. Aplicando que 1 es elemento neutro
de ®, se demuestra igual que el caso 1 del apartado :.1.

Caso 3) Todos los s; son distintos de 0 y 1. Este caso se demuestra teniendo
en cuenta que la suma aritmética -+ es asociativaen Z* y el max es asociativo

en {0,1}.
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i1) 0 es anulador de ®. Por definicién.

ii1) @ es conmutativa. Por definicién.

iv) @ es idempotente. Por definicién.

v) ® es distributiva respecto de @. Sean si, s2,s3 € S. Se distinguen tres
casos:

Caso 1) Algin s; es 0. Nuevamente hay tres casos:
00(s2@s3)=0 y (00s2)®(00s3)=00=
(2@ s3)©0=0 y (5200 @ (s300)=000=
510(0Ps3)=51083 v (5100)D (51 ®83) =06 (s1 ®s3) =81 @ s3.
0@®s3)0s1=530s1 y (00s1)®(s3051)=0B(s3081) =530 81.
510 (5200)=8510s2 y (51052)D(s100)=(51O82) D0 =510 0.
(32 @6)@81 =85 0©s81 ¥y (82@81)@(6@31) = (SQ@Sl)@ﬁZ S92 © 87.
Caso 2) Ningtin s; es 0 y algin s; es 1. Otra vez hay tres casos:

10 (s2®s3)=s50Ds3 y (10s2) D (10 s3) =52 s3.
(52@33)OT=52@s3 y (5201)B(53071) = 52D s3.

510(1d®s3) =5101=51 v (5101)D(51083) = s1DB(51083) = s1. Esta
dltima igualdad se debe a lo siguiente. Para que tenga sentido el resumen
de s1 con s1; ® s3, los caminos correspondientes deben tener el mismo vértice
origen y destino, es decir, el camino cuya etiqueta es s3 debe ser un ciclo
(con vértice de origen y destino el vértice destino del camino de etiqueta s1).
Ahora, cualquier ciclo en un MG fuertemente conexo y vivo tiene marcas
(ver teorema 2.90), luego el camino de etiqueta s; ® s3 tiene un ndimero de
marcas mayor que el camino de etiqueta si.

(1ds3)Os1=10s1=51 vy (10s1)D(s53051)=81D(s3081) =51
por la misma razén.

510(281) =510T=51 y (51082)@(s101) =(51052)Ps1 =51
por la misma razén.

(5201)Os1=10s1=51 y (5205)B(1Os1)=(52081) P51 =51
por la misma razén.

ol ol

Caso 3) Todos los s; son distintos de 0 y 1. Sean s; = (n,b;,v;) para
1 =1,2,3. Deben ser vo = vg para que tengan sentido los resimenes involu-
crados. ( )
$1® sy sing <ngo(ny=mngyby>bs
81®(82®S3):{ $1® 83 sing>nzo (n2:n3yb2<b3)
_ { (n1 + n2, max{by, by, v1},v3) sing <nzo(nyg=mn3yby > bs)
- (n1 + n3,max{b1, 1)3,1)1},’03) si ng > ng o (n2 =ngy b < b3)
Por otro lado:
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(51082)®(51053) = (n1+n2,max{bi, bz, v1}, v2)B(n1+n3,max{by, b3, v1 },v3)
(n1 + n2, max{by, by, v1},v2) sinig+mns <nj+ngo
= ny+ng=mn1+n3y max{bl,bg,vl} Zmax{bl,bg,vl}
(n1 + ng,max{bl, b3,’l)1},’l)3) siny +ng >ny+ngo
Ny +ng =n1+nNn3y max{bl,bg,vl} < max{bl, bg,vl}
Hay que demostrar que para cualesquiera si, s, s3 las dos expresiones coin-
ciden. Es claro que niy + ne < ni + ng si y sélo si ne < ng y también
ni + na = n1 + ng es equivalente a ny = n3 para todo ni,ne,n3 € Z*
luego si ng # n3 las expresiones coinciden. Si ng = n3 y b > bg entonces
n1+n2 = ni+ng y max{by, be,v1} > max{by, b3, v1 } luego también coinciden
las expresiones. Por ultimo, si no = ng y by < bg entonces ni +no = ni + ng
y max{by,ba,v1} < max{by,bs,v1}. Sila dltima desigualdad es estricta, las
expresiones coinciden y si max{by, by, v1 } = max{by, b3, v1} entonces los dos
casos de la segunda expresién son iguales al caso de la primera. Por lo tanto,
51 ® (52 @ s3) = (51 © 52) @ (51 © 53).
(50 @ 53) © 1 :{ $9 ® 81 s%ng <ng o (ny=ngy b > b3)
s3@s1 sing >ngo (ng=ngy by <bs)
_ { (no + n1, max{bs, by, va},v1) sing <mn3o(ng=mn3y by > bs)
(n3 + nl,max{bg,bl,vg},vl) sing >mngo (n2 =ngyb < b3)
Por otro lado:
(s281)B(s381) = (n2+n1,max{be, by, va}, v1)®B(n3+n1,max{bs, by, vs}, v1)
(TLQ + nl,max{bQ, bl,’Ug},’Ul) sing +ny <ng+mnio
= ng +n1 =n3 +ny y max{by,by,ve} > max{bs, by, v3}
(TL3 + nl,max{bg, bl,vg},vl) sing +ny>ng+n;o
No+nNy=ng3+nyy max{bg, by, Ug} < max{bg, b1, 123}
Hay que demostrar que para cualesquiera si, s2, s3 las dos expresiones coin-
ciden. Es claro que ng < ngsiy sélosing+mny < ng+mniy ne = ng siy soélo si
na+n1 = n3+ng para todo ni,ne,ng € Z* luego si ny # ng las expresiones
coinciden. Si ny = ng y by > b3 entonces ny + n1 = ng +n1 y como vy = vs
entonces max{bo, b1,v2} > max{bs,b1,vs3} luego también coinciden las ex-
presiones. Por iltimo, si no = n3 y by < b3 entonces no+n; = nz+ni y como
vy = v3 entonces max{ba, b1,va} < max{bs,b1,vs}. Sila tltima desigualdad
es estricta, las expresiones coinciden y si max{bo,b;,vo} = max{bs,b;,v3}
entonces los dos casos de la segunda expresiéon son iguales al caso de la
primera. Por lo tanto, (s2 @ s3) ©® s1 = (s2 ® s1) ® (s3 ® s1).
vi) Si {s;i}$2; es una sucesién de etiquetas, @;°; s; estd bien definida y
en S: Si algiin camino de la sucesién tiene etiqueta 0, se puede eliminar del
resumen. Si alguno tiene etiqueta 1, el resultado del resumen es 1. En el
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resto de casos, el resumen de sucesiones de caminos estd bien definido por

estar bien definido el min de una sucesién de enteros no negativos y el max

de una sucesién de nimeros en {0, 1}.

vii) Se cumplen las propiedades conmutativa, asociativa e idempotencia en

el resumen de sucesiones: Si alglin camino de la sucesién tiene etiqueta 0,

se puede eliminar del resumen, lo que equivale a hacer un resumen con un

tinico camino de etiqueta 0. Si alguno tiene etiqueta 1, el resultado del

resumen es 1, lo que equivale a hacer un resumen con un tnico camino de

etiqueta 1. En el resto de casos, debido a la conmutatividad e idempotencia

del operador @, las etiquetas de la forma (n,b,v) pueden conmutar con el

resto de etiquetas y eliminarse las instancias repetidas.

viit) O es distributiva respecto de resimenes de sucesiones. Sean a,b; € S

con ¢ € IN. Se distinguen tres casos:

Caso 1) Todos los b; = 0. Entonces a® (P21 b;) = a® (P2,0) =ac0=0

y D21(a©@bi) = D2 (a©0) =2, 0=0.

(@216) 0= (@210 0a=00a=0y B2 0a) = B2 (00 a) =
~,0=0.

Caso 2) Algtn b; = 1. Por el apartado vii, se puede suponer que by = 1

y b; # 1 para todo i > 1. Entonces, a ® (B2, b)) =a ® (lEB( 25bi)) =

10l =ay @2, (a®b) = (101) & (BRya®b)) = a6 (BZa(a0 b)) = a

por la misma razén que en caso 2 del apartado v.

(BX1bi)0a= (1 (BEyb))0a=10a=ay

@Zi1(bi ©a) = (10 a) ® (BZ(bi © a)) = a® (BZ2(b © a)) = a por la

misma razon.

Caso 3) b; # 1 para todo i € IN y algin b; # 0. Por el apartado vii, se puede

suponer también que los b; # 0 para todo i € IN. El apartado vii también

permite reordenar los b; = (n;, b;, v;) de forma que n; < n;;1 paratodoi € IN

y si n; = n;41 para algin ¢ entonces b; > b; 1. Todos los v; con 4 € IN deben
ser iguales para que tenga sentido el resumen. Después de esta reordenacion
se tiene: a ® (P21 b;) = a® by por definicién de & y P;2;(a®b;) = (a®by)
ya que si a = (n,b,v) entonces n + n; < n + n;41 para todo i € IN y si
n+mn; = n+n;1 para algin i € IN entonces max{b, b;,v} > max{b, b1, v}.
Por otra parte, por definicién de @, se tiene que (B;2,b;) ©a=b1 Oay
@2 ,(bi ®a) = (b1 ® a) ya que, por la reordenacién anterior, se tiene que
n; +n < n;y1 +n para todo ¢ € IN y si n; +n = n;1 +n para algin ¢ € IN
entonces max{b;,b,v;} > max{b;11,b,v;11} yaquev; =vj+1yb; > biy1. &

Una vez demostrada la estructura de semianillo cerrado en sentido laxo
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para el domino de etiquetas S con las operaciones @ y ®, siguiendo el marco
general para la resolucién de problemas de caminos en grafos dirigidos de
[CLR90], el algoritmo 3.9 con los operadores @ y ® de la definicién 3.11
permite calcular el resumen de todos los caminos que unen dos vértices
cualesquiera del grafo inicial. Ahora se expone un algoritmo eficiente para
el célculo de marcados minimos entre transiciones de un MG’s.

Algoritmo 3.13 Algoritmo de calculo de TT-MSIP’s.

input: G := (V, A),my grafo dirigido asociado al MG y marcado inicial
L Matriz de marcas entre vértices del grafo
B Matriz de indicadores de paso por transiciones de interfaz
n := numero de transiciones del MG
n/ := ndmero de transiciones internas del MG
for i :=1 ton do
for j:=1ton do
B(i,5):=0
if i = j then L(i,j) := 0;B(i,j) = 1
else if (i,j) € A then L(¢, j) := mgq[p;;]
else L(i,7) := o0
end if
end for
end for
for k:=1to n do
fori:=1ton,i#k do
for j:=1ton, j#kdo
if L(z,5) > L(i, k) + L(k, ) then L(3, j) := L(i, k) + L(k, )
if k > n' then B(7,j) :=1
else B(i,j) := max{B(i, k), B(k,j)}
end if
else if L(7,j) = L(4, k) + L(k, j) then
if £ > n' then B(7,j) :=1
else B(i,j) := max{B(i,j),B(i, k), B(k,7)}
end if
end if
end for
end for
end for
output: Matrices L, B
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A la hora de codificar el algoritmo en la préctica, no es necesario man-
tener las etiquetas de tres componentes como en el desarrollo tedrico, sino
Unicamente el nimero de marcas del camino minimo entre cada dos transicio-
nes y una variable légica que indique si el camino minimo pasa o no por una
transicion de interfaz. Como no es necesario conocer explicitamente cudles
son los caminos minimos, se puede eliminar del algoritmo la matriz K del
algoritmo general de resimenes (ver algoritmo 3.9).

Se denota con n al nimero de transiciones del MG y con n’ al nimero
de transiciones internas. Se numeran las transiciones de forma que primero
aparezcan las transiciones internas. De esta forma se tiene un test inmediato
de si una transicién es o no de interfaz. Ademds, con esta numeracién se
pueden obtener de forma eficiente todos los marcados minimos entre tran-
siciones de interfaz al final de la ejecucién del algoritmo, ya que todas estas
transiciones aparecen de forma consecutiva en la numeracion.

La entrada de este algoritmo consta de la descripcién de la estructura y
marcado inicial del MG por medio de su grafo dirigido asociado G y mg. A
partir de esta descripcién, se construyen dos matrices L y B. La matriz L
sirve para almacenar el nimero de marcas de los caminos de peso minimo en
el marcado inicial. Inicialmente contiene entradas 0 para los elementos de
la diagonal. Este 0 es el resultado correspondiente a la operacién 1 & A(z, 1)
del algoritmo general de resimenes. En este caso, el camino vacio tiene (
marcas y cualquier camino con origen y destino el mismo vértice debe tener
marcas (por el teorema 2.90 ya que el MG es vivo), por lo que el resumen
es el de un camino con 0 marcas. Para elementos distintos de la diagonal,
el valor inicial puede ser el nimero de marcas del lugar que une los vértices
0 oo si este lugar no existe (indicando que de momento el camino de peso
minimo es el camino inexistente).

Por lo que respecta a la matriz B, contiene informacién sobre si los
caminos de peso minimo pasan (1) o no (0) por una transicién de interfaz.
Inicialmente todas sus entradas, excepto las de la diagonal, son 0 indicando
que ningin camino tiene un vértice intermedio que sea una transicién de
interfaz, puesto que de momento los caminos considerados tienen sélo una
transicion origen y otra destino. Los elementos de la diagonal se inicializan
a 1 para evitar que el algoritmo calcule un lugar implicito con una tnica
transicion de entrada y salida a la vez. Esos lugares no tienen sentido en la
reduccién de MG’s.

El paso siguiente (los tres bucles encajados) consiste en realizar los
calculos de caminos de peso minimo. Se eliminan de los bucles las com-
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paraciones triviales en MG’s, que son los casos en que i =k 0 j = k. En el
algoritmo general de resimenes esta operacién consiste en calcular la ecua-
cién (3.2). En este caso, la clausura (l,(c];;l))* es 1@ (B2, ( j‘:1 l,(cifl))) =1
por lo que puede desaparecer del resumen, simplificando la expresién. La
expresién estd codificada en las instrucciones del interior de los tres bucles
encajados. Si el camino de peso minimo del vértice ¢ al k concatenado con
el que va del vértice k al j tiene menos marcas (L(i, k) + L(k, 7)) que el que
va de 7 al j (L(%,7)) se almacena este nuevo camino de peso minimo (para
ello se almacena en la matriz L el nuevo nimero minimo de marcas y en la
matriz B el indicador de paso por transicién de interfaz). Si los dos caminos
tienen el mismo nimero de marcas, entonces se comparan sus indicadores
de paso por transicién de interfaz, almacendndose el que sea mayor, es decir,
si uno de los dos pasa por una transicion de interfaz, el algoritmo se queda
con él. Para calcular si un camino que es la concatenacién de otros dos pasa
0 no por una transicién de interfaz, basta tomar los indicadores de los dos
subcaminos (elementos B(7, k) y B(k, j)) y por ultimo saber si el vértice k
corresponde o no a una transicién de interfaz (esto es inmediato realizando
la comparacién k£ > n’ debido a la numeracién de las transiciones).

De esta manera, tras la iteracién k del bucle exterior, L(3, j) proporciona
el nimero de marcas del camino con menos marcas que une el vértice 7 con
el 7 y que estd compuesto inicamente por vértices de indice menor o igual
que k. Por su parte, B(i,7) es (también tras la iteracién k) una variable
légica (valor 0 6 1) que indica si este camino de peso minimo pasa o no por
una transicién de interfaz.

Al finalizar el algoritmo, se tiene en L(%,7) el nimero de marcas del
camino de menos marcas que une el vértice i con el j y en B(¢,7) un indi-
cador de si existe un camino de entre los de peso minimo que pase por una
transiciéon de interfaz.

La complejidad de este algoritmo es de O(n?) en tiempo y O(n?) en espa-
cio, donde n es el niimero de transiciones del MG original. Esta complejidad
es la misma que la del algoritmo de Floyd, por lo que el desarrollo teérico
realizado no aumenta el coste computacional del algoritmo resultante. Por
lo tanto, se ha desarrollado un algoritmo que permite calcular, para dos
transiciones cualesquiera del MG original, el nimero de marcas del camino
de menos marcas que las une, eligiendo de entre todos los caminos minimos
uno que pase por una transiciéon de interfaz, si existe.

Notar que para la reduccién de MG’s sélo interesan los caminos minimos
entre transiciones de interfaz, es decir, los valores L(i,j) y B(i,j) para
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i,7 >n'.
Se tienen ya los elementos tedricos necesarios para realizar la descompo-
sicién estructural de MG’s.

Definicién 3.14 Sea (N, mg) un MG fuertemente conexo y vivo, B C P un
K-corte de N y N; = (P;, T;, F;) con1 <i < K las subredes producto de B.
Sean L y B las matrices resultado de aplicar a (N, myg) el algoritmo 3.13.
Para cada 1 <1 < K se construye el conjunto H; de la siguiente manera:

H; = { pxj lugar | tg,t; € T; N TLB(k,j) =0,°prj =ty pr° =15y
mO[pkj] = L(ka.j)}
Se define el conjunto H como H = Ufil H;.

El conjunto H; es el conjunto de lugares TT-MSIP que resumen los
caminos de peso minimo entre transiciones de interfaz de la subred N;. El
conjunto H es el conjunto unién de los H;. Estos conjuntos se construyen
directamente a partir de la salida del algoritmo 3.13 observando los valores
de las matrices L y B entre transiciones de interfaz. Dadas dos transiciones
de interfaz diferentes ¢ y t;, en este caso L(k,j) < oo ya que el MG es
fuertemente conexo y por lo tanto siempre existe un camino que une la
transicién ¢y con la t;. Si B(k, j) = 1, quiere decir que existe un camino de
tr a tj de peso minimo que pasa por otra transicién de interfaz ¢;. Aplicando
el teorema 3.5, el lugar implicito p; puede ser eliminado porque es implicito
respecto a los lugares p; y p;;. Por ello el lugar pg; no se incluye en el
conjunto H.

Al construir los conjuntos H; sélo interesan los lugares que conectan
transiciones de interfaz de la misma subred. La razon es que si se toma
el camino de peso minimo entre dos transiciones de interfaz de distintas
subredes hay dos posibilidades. La primera es que este camino de peso
minimo no pase por otra transicién de interfaz. Entonces, el camino estd
formado unicamente por un lugar y las dos transiciones consideradas, es
decir, el lugar es un lugar del corte que ya forma parte de la red original
(no hace falta anadirlo). La segunda posibilidad es que el camino de peso
minimo pase por otra transicion de interfaz. En este caso, el lugar que lo
resume es implicito con respecto a otros lugares y puede ser eliminado del
conjunto H.

En consecuencia, el conjunto H; estd formado tinicamente por lugares
TT-MSIP que conectan transiciones de interfaz de la subred N; y que no
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Figura 3.2: £S del MG de la figura 3.1

son implicitos respecto a otros lugares de H;. Estos lugares constituyen el
resumen del comportamiento interno de la subred Nj.
Ahora se pueden construir los sistemas agregados.

Definicién 3.15 Sea (N, mg) un MG fuertemente conezxo y vivo y B C P
un K -corte de N'. El sistema extendido ES = (EN,mEN) de (N';myp) es el
sistema resultante de anadir a (N, my) los lugares del conjunto H con los
arcos de entrada y salida y el marcado inicial de la definicion 3.14.

En la figura 3.2 puede verse el £S correspondiente al MG de la figura 3.1.
Se han afiadido en este caso 4 lugares implicitos (denotados con H;; y arcos
discontinuos) para resumir el comportamiento interno de las subredes.

Definicién 3.16 Sea S = (N, myg) con N = (P,T,F) un MG fuertemente
conexo y vivo, B C P un K-corte de N y ES su sistema extendido.

i) El sistema de bajo mivel £LS; = (LN;,m}) con 1 < i < K es el sis-
tema que se obtiene eliminando de ES los lugares U;4; P; \ B y las
transiciones U;; T \ TI y sus arcos adyacentes.

i) El sistema de alto nivel (o esqueleto bdsico) BS = (BN, mEN) es el
sistema que se obtiene eliminando de ES los lugares Ufil P;\ B y las
transiciones Ufil T; \ TI y sus arcos adyacentes.
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En cada LS;, todas las subredes Nj con j # i se reducen a sus transi-
ciones de interfaz y a los lugares implicitos del conjunto Hj;, mientras que
la subred N; se preserva completamente. En el BS se reducen todas las
subredes.

En la figura 3.3 pueden verse los sistemas agregados correspondientes al
MG de la figura 3.1. En este caso hay dos sistemas de bajo nivel (£S1 y LS2)
y uno de alto nivel (BS). El LS; preserva la subred N7 y el LS9 la subred Ns.

El siguiente teorema demuestra las propiedades que tienen los sistemas
agregados recién construidos.

Teorema 3.17 Sea S = (N, mg) un MG fuertemente conexo y vivo, B C P
un K -corte de N'. Entonces, LS; con1 <1 < K yBS son MG’s fuertemente
conexos, vivos y cumplen:

1. L(S)|murr = L(LS;) para 1l <i < K.
2. L(S)|r1 = L(BS).
3. R(S)|puBur = R(LS;) paral <i< K.

4. R(S)|pun = R(BS).

Demostracién:

Los lugares del conjunto H tienen una tunica transiciéon de entrada y una
unica de salida, por lo que el £S es un MG. El £S se forma a partir de S
anadiendo unicamente lugares implicitos, luego sigue siendo fuertemente
conexo. Ademads, £S es vivo porque L(ES) = L(S). A partir del ES,
para formar los sistemas agregados se eliminan nodos con todos sus arcos de
entrada y salida, por lo que los lugares que quedan deben tener un tinico arco
de entrada y uno solo de salida, es decir, son MG’s. También es evidente
por construccién que los sistemas agregados son fuertemente conexos ya
que la subred de £S generada por los lugares de B U H y las transiciones
de interfaz contiene los resimenes de todos los caminos de peso minimo
entre transiciones de interfaz, en particular mantiene las conexiones entre
transiciones de interfaz de N. Por ello, al eliminar subredes para formar los
sistemas agregados no se pierden conexiones entre los nodos que se preservan.
Eliminar lugares para formar los sistemas agregados quita restricciones al
disparo de las transiciones que quedan, por lo que siguen siendo vivos.
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Figura 3.3: (a) £S1, (b) £LS2 y (c) BS del MG de la figura 3.1.
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1) Es claro que L(ES)|r,utt € L(LS;), porque para construir el £S; a partir
del £S se eliminan transiciones y lugares internos a subredes, es decir, res-
tricciones para el disparo de las transiciones de interfaz que quedan en las
subredes.

Falta demostrar que L(LS;) C L(ES)|r,uri. Se procederd por reduccién al
absurdo. Suponer que existe una secuencia de disparo o € L(LS;) para la
que no existe o’ € L(ES) tal que o'|r,uTr = 0. Sea og el méximo prefijo
de o para el que existe o(, € L(ES) verificando que og|7,urr = 0¢. Entonces
si mgNU_6>m' y m) 2% m, es claro que m’'|pyy = m. La transicién t de o
que sigue a o¢ debe ser una transicién de alguna subred N con j # i
porque éstas son las dnicas que tienen restricciones de disparo adicionales
en £S. Estas restricciones adicionales vienen de los lugares P; y no de los
lugares implicitos H; (por la definicién 2.57 de lugar implicito). En &S,
a partir de m’, cualquier secuencia de disparo ¢} formada Unicamente por
transiciones internas de A; no puede sensibilizar a la transicién ¢ ya que oy
es el méximo prefijo de o para el que existe secuencia of, € L(ES) tal que
oo|r;uTt = 0p. Sea m) un marcado alcanzable en (€N, m’) disparando una
secuencia maximal o/ de transiciones de T;\TI. En m] todas las transiciones
de T;\ TI deben tener al menos un lugar de entrada sin marcas. Entonces, es
posible construir un camino en N; uniendo dos transiciones de interfaz de N
que contiene a t y tal que todos sus lugares estan sin marcas. Esto significa
que los lugares implicitos que resumen este camino estdn desmarcados lo
que contradice la hipétesis de que ¢ es disparable en (LN, m).

2) Se demuestra igual que el apartado 1.

3) Por construccién del £S, R(ES)|p = R(S). Ahora, m € R(ES) siy sélo si
existe o € L(ES) tal que m§Y _Zym. Por el apartado 1, esto ocurre si y s6lo
si o’ = o|purt € L(LS;). Sea m)_2sm’. Es evidente que m’ € R(LS;) (por
construccién) y que m|p,ypuy = m’ ya que las transiciones del conjunto
T; U TT sélo producen cambios en los lugares del conjunto ;U B U H.

4) Se demuestra igual que el apartado 2. &

A modo de resumen, en esta seccion se ha desarrollado una técnica es-
tructural eficiente que permite descomponer un MG fuertemente conexo y
vivo en un numero finito arbitrario K de subredes y a partir de ellas cons-
truir K sistemas de bajo nivel (en los que se mantiene una de las subredes
y se reducen el resto) y un sistema de alto nivel o esqueleto bésico (en el
que se reducen todas las subredes). Estos K + 1 sistemas agregados son
también MG’s y mantienen las proyecciones de los estados alcanzables y de
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las secuencias de disparo del sistema original sobre los nodos preservados
en cada sistema agregado. Ademas, los sistemas agregados tienen la estruc-
tura mas simple posible, en el sentido de que no se han empleado lugares
implicitos redundantes en la reduccién de las subredes producto del corte.
Esta reduccion de la estructura de los sistemas agregados se ha conseguido
sin incrementar la complejidad de los algoritmos de célculo.

El siguiente paso consiste en emplear estos sistemas agregados para apro-
ximar el throughput de las transiciones del MG original. Este sera el trabajo
que se desarrolla en la siguiente seccion.

3.4 Aproximacion iterativa del throughput

En la seccién anterior se ha desarrollado una técnica para descomponer un
MG fuertemente conexo y vivo en K subredes, a partir de las cuales se
construyen K sistemas de bajo nivel y uno de alto nivel o esqueleto bésico.
Cada sistema de bajo nivel contiene una de las subredes producto del corte,
los lugares del corte, las transiciones de interfaz y los lugares implicitos
que resumen el comportamiento del resto de subredes. El sistema de alto
nivel contiene los lugares del corte, las transiciones de interfaz y los lugares
implicitos que resumen el comportamiento de todas las subredes. Ahora se
van a emplear estos K + 1 sistemas agregados para aproximar el throughput
de las transiciones del MG original.

En [ABS84] se desarrolla una técnica de preservacién del tiempo de res-
puesta en redes de colas. La técnica que se va a exponer en esta seccion, que
es basicamente la misma de [CCJS94], es un método de aprozimacion del
tiempo de respuesta, es decir, es una variante aproximada de la primera. Las
transiciones de interfaz de cada subred reducida en cada sistema agregado
aproximaran el tiempo de respuesta de toda la subred. En esta memoria
se incluyen dos generalizaciones; la adaptaciéon del método para mas de dos
sistemas de bajo nivel y resultados parciales relativos a la convergencia del
método.

Para aproximar el throughput, primero se intenté elaborar un método
directo que asignaba tasas constantes a cada transiciéon de interfaz, pero se
conseguian malas aproximaciones. Por ello, se desarrollé6 un método iterativo
en el que se iban actualizando las tasas de las transiciones de interfaz en las
sucesivas iteraciones del método, hasta lograr la convergencia. El primer
intento ([CCJS94]) se hizo sin la inclusién en el método del sistema de alto



68 3. Aproximacion de throughput en grafos marcados

nivel, lo cual dio lugar a problemas de convergencia. La explicacién la
da el hecho de que es posible calcular distintos valores para las tasas de
las transiciones de interfaz (por ejemplo acelerando la parte reducida), de
forma que los throughput de todos los sistemas de alto nivel sean iguales
entre si, pero diferentes al del sistema original. En ese caso, las tasas de las
transiciones de interfaz no tendran relacién con el tiempo de respuesta de
la subred que resumen y esto da problemas de convergencia en los métodos.
Por ello, se decidié incluir en el método iterativo el sistema de alto nivel.
El objetivo de este sistema es cruzar la informacion relativa a las distintas
subredes producto del corte que se va obteniendo del estudio de los sistemas
de alto nivel. El algoritmo utilizado es el siguiente:

Algoritmo 3.18 [CCJS94]

input: (S, w) MG estocéstico fuertemente conexo y vivo
seleccionar un K-corte BC P de N
construir LS; y BS para 1 <i < K

seleccionar tasas iniciales M,EO) paracadat € T; NTIlcon 2 < j < K

n:=0 (contador de iteraciones)
repeat

n:=n+1

for i :=1 to K do

solve LS; con:
In: tasas ul(n) para las transiciones de T; N Tl con 1 <1 <4
tasas ul(nfl) para las transiciones de T; N Tl con i < I < K

Out: proporciones u; entre tasas de las transiciones de 7; N TI y

throughput xgn) de las transiciones de T; N'T1

solve BS (encontrar factor de escala \) con:
In: tasas ul(n) para las transiciones de 7;NTI con 1 <1 <%
tasas ul(n_l) para las transiciones de T; N Tl con i <l < K

proporciones entre tasas u; para las transiciones de 7; N'TI

Z(n) de las transiciones de 7; N T1

(n) _

Out: tasas reales p,; A - p; de las transiciones de 7; N T1

tales que ngs) = Xl(n)

throughput x

end for

until convergencia de {xl(n) 1

output: throughput xgn) de las transiciones de (S, w)
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En este algoritmo iterativo se van resolviendo uno por uno todos los
sistemas de bajo nivel £LS; (con 1 < i < K). Cuando en la iteracién n del
esquema iterativo se resuelve el LS;, se obtienen para las transiciones de
T; N'TT los vectores xz(") de throughput y p; de proporciones entre tasas de
servicio. Con esta informacién se busca, por medio del BS, un factor de
escala A\ para las proporciones entre las tasas de disparo, de forma que el
throughput de BS y el de LS; coincidan. El célculo de este factor de escala
puede realizarse por medio de una bisqueda lineal en BS. Se va resolviendo
el BS cambiando todas las tasas de las transiciones de T; N TI de forma que
se mantengan las proporciones p; hasta que se consiga el mismo throughput
en BS y en LS;. Notar que BS tiene muchos menos estados que el sistema,
original e incluso que los LS;, por lo que el coste de esta bisqueda lineal es
despreciable comparado con la complejidad del estudio de los otros sistemas.

Después de este doble paso se obtiene una nueva aproximacién ugn) para
las tasas de disparo de las transiciones de 7; N TI que se mantienen en el

estudio posterior de otros LS; y en BS.

Quedan por aclarar algunos puntos de este algoritmo iterativo. Por un
lado, cuestiones respecto a las restricciones del corte. Por otro lado, la selec-
cién de las tasas de disparo iniciales u§-0) de las transiciones de 7 N 'TI con
2 < j < K, que son necesarias para resolver por primera vez el sistema LS
e iniciar el algoritmo iterativo. Otra cuestién a tener en cuenta es la forma
de calcular, al resolver el LS;, las proporciones p; entre las tasas de dispa-
ro de las transiciones de T; N TI. Por ltimo, consideraciones acerca de la
busqueda lineal del factor de escala A en BS para el célculo de las tasas de
disparo reales de las transiciones de interfaz en cada iteracion y el test de
convergencia para decidir el final del algoritmo iterativo.

Respecto a las restricciones sobre el corte, en la seccién anterior se podia
definir sobre cualquier conjunto de lugares que induzca una particiéon en
el conjunto de transiciones y de lugares (excluidos los del corte) del MG
original. Sise tienen en cuenta ahora las cuestiones numéricas, no es deseable
que aparezca ninguna transicién de interfaz que sea inmediata. En este caso
podrian aparecer errores de divisién por cero al estimar las proporciones
entre las tasas de disparo de las transiciones de interfaz como se verd en el
parrafo dedicado a la estimacién de estas proporciones.

Respecto a la seleccién de las tasas iniciales para las transiciones de
interfaz, el algoritmo iterativo no se ve afectado, en lo que respecta a la
aproximacion del throughput obtenida, por la seleccion de estos valores.
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Por lo tanto, en principio se pueden seleccionar valores arbitrarios. Pero es
razonable poner unos valores iniciales que tengan relacién con el modelo.
Una seleccion adecuada consiste en poner a cada transicion de interfaz la
tasa que tiene en el modelo original. De esta forma se reduce el nimero
de iteraciones necesarias para alcanzar la convergencia del algoritmo. Esta
elecciéon dard sistemas agregados més réapidos en la primera iteraciéon del
método pero se corrige en las siguientes.

Por lo que respecta a la estimacién de las proporciones p; entre las tasas
de disparo de las transiciones de interfaz de la subred M, se utilizan los lu-
gares implicitos calculados en la fase de descomposicién estructural. Como
se explicé en la seccién anterior, para cada subred N; producto del corte del
MG original se calculaba un conjunto H; de lugares TT-MSIP que resumen
su comportamiento interno. Son estos lugares los que se emplean para rea-
lizar la estimacién. El sistema de bajo nivel LS; contiene completamente la
subred N; y los lugares del conjunto H;. Por lo tanto, al resolver su CTMC
isomorfa, se puede calcular la utilizacién de cada transicién de interfaz si
sélo se tienen en cuenta los lugares del conjunto H; U B (es decir, se calcula
la probabilidad de que la transicién esté sensibilizada una vez se eliminan
los nodos internos de la subred N;). De esta manera, se estd relacionando el
funcionamiento completo de la subred N; con el de su resumen para poder
exportar esta informacién al resto de sistemas de bajo nivel. Posteriormente,
basta emplear la férmula del calculo del throughput del teorema 2.87 para
encontrar las proporciones entre las tasas de disparo de las transiciones de
interfaz. En la iteracién n del algoritmo, la tasa proporcional de disparo de
la transicién t € T; N T1 es:

(n)
B X [t]
l*l’i[t]_ P{m[p] >0 Vpe.tm(HiUB)}

Esta expresién es valida si se emplea seméntica de un solo servidor. Si
se emplea semdntica de infinitos servidores, hay que sustituir la utilizacion
de las transiciones por su grado medio de sensibilizacién, es decir, la tasa
proporcional de disparo es en este caso:

X1t
E[min{mlp] Vpe *tN(H;U B)}]

pilt] =

En cuanto al algoritmo de bisqueda lineal del factor de escala en BS para
calcular las tasas reales de disparo de las transiciones de interfaz, hay que te-
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ner en cuenta que a lo largo del algoritmo iterativo se va modificando el valor
de las tasas de las transiciones de interfaz de los £LS; y de BS. El through-
put de estos sistemas es una funcién racional (cociente de polinomios) con
respecto a estas variables. Como se han calculado unas proporciones entre
las tasas de disparo que se quieren mantener en BS, si se quiere calcular un
factor de escala A de forma que BS tenga el mismo throughput que LS;,
lo que se estd haciendo en el fondo es plantear una ecuacién racional de la
forma;:

XESON) = X2,

En esta ecuacion, ng()\) es la funcién racional en A (no se conoce
explicitamente) y X(Tgi es el throughput de £S; calculado justo antes de
empezar el estudio en BS. Este problema numérico puede resolverse con
algoritmos como el de la secante.

Por tdltimo, queda por aclarar el test de convergencia. Este algorit-
mo numeérico calcula unas aproximaciones del throughput aceptables para
una técnica de aproximacién (por debajo del 5%). Teniendo en cuenta la
aproximacion que se va a obtener al final, no es necesario que el test de con-
vergencia sea muy exigente ya que esto provocaria el cilculo de un mayor
nimero de iteraciones sin que por ello se aumente la precision de los resulta-
dos obtenidos. Si se pone un test de convergencia poco exigente, entonces el
algoritmo finalizara antes de lo debido, aumentando en general el error de la
aproximacion. El test de convergencia que se utiliza consiste en iterar hasta
que la diferencia entre los throughput de todos los £LS; en dos iteraciones
consecutivas del método sea menor que el 0.1%. Con este test el algoritmo
converge (en todas las pruebas realizadas) en muy pocas iteraciones (entre
3 y b iteraciones).

Una vez explicado el método iterativo que se emplea para calcular apro-
ximaciones del throughput del sistema original, se van a demostrar algunas
de sus caracteristicas. La demostracién formal de estas caracteristicas se
basa en algunos resultados de otros autores que se van a exponer ahora.

El primer resultado (ver [MT95]) establece, para cualquier SPN; la con-
tinuidad del vector 7t de probabilidades en estado estacionario con respecto
a las entradas del generador infinitesimal Q de la CTMC isomorfa.

Teorema 3.19 [MT95] Sea (S, w) una SPN, Q el generador infinitesimal
de su CTMC isomorfa y 7 el vector de probabilidades en estado estacionario.
Los elementos de 7 son funciones continuas de las entradas de Q.
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Como las entradas de Q son funciones continuas de las tasas de disparo
de las transiciones de la red, en particular, 7 es continuo con respecto a las
tasas de las transiciones de la red.

Corolario 3.20 Sea (S,w) una SPN y m el vector de probabilidades en
estado estacionario. Los elementos de ™ son funciones continuas de las
tasas de disparo de las transiciones de N .

Otra consecuencia inmediata del teorema anterior es la continuidad res-
pecto de las entradas de Q de todos los los indices de prestaciones de (S, w)
que puedan definirse como funciones continuas de las entradas del vector r,
en particular el throughput de las transiciones.

Corolario 3.21 Sea (S,w) una SPN, Q el generador infinitesimal de su
CTMC isomorfa y ™ el vector de probabilidades en estado estacionario.
Sea X un indice de prestaciones de la SPN que puede expresarse como
X = f(m) con f continua. Entonces X es funcion continua de las en-
tradas de Q y de las tasas de las transiciones de (S,w). En particular, el
throughput de cualquier transicion de (S,w) es una funcién continua de las
entradas de Q y de las tasas de las transiciones de (S, w).

Otros resultados que se necesitan para demostrar las propiedades del
método iterativo son las referentes a monotonia de throughput en la clase
de los MG’s. Estos resultados pueden verse en [BL92].

Teorema 3.22 [BL92] Monotonia respecto a las tasas de disparo.
Sea (S,w) un MG estocdstico, fuertemente conexo y vivo yt € T una transi-
cion de N de tasa X variable. El throughput de (S,w) en funcién de X, xs(\)
es una funcién mondtona creciente, es decir, si X' < XA = xs(N) < xs(A).

Teorema 3.23 [BL92] Monotonia respecto a la topologia.

Sean (S,w) y (8',w') dos MG’s estocdsticos, fuertemente conexos y vivos
tales que P C P', T CT' y F C F'. Suponer ademds que (S,w) y (S',w’)
tienen el mismo marcado inicial y tasas de disparo en los lugares y transi-
ciones comunes a las dos redes. En estas condiciones se tiene que xs > Xs'-

Por ultimo, se necesita un resultado sobre el calculo de una cota superior
para el throughput de las transiciones de un MG. El siguiente resultado es
mucho mas general.



3.4. Aproximacion iterativa del throughput 73

Propiedad 3.24 [CS93] Cota superior de throughput.

Sea (S,w) una SPN viva y limitada. Una cota inferior para el tiempo medio
entre disparos TD de la transicion t; es el resultado del siguiente problema
de programacion lineal:

re > max YT .Pre-D®
sujetoa YT .C=0
YT -ImMgy = 1
Y>0

Donde Pre es la matriz de preincidencia de N', C es la matriz de incidencia
de Ny DU es el vector de demandas medias de servicio de las transicio-
nes (DO (t;) = s;u0(t;) con s; el tiempo medio de servicio de la transi-
cion t; y v(i)(tj) la ratio de visita de la transicién t; normalizada para t;, es
decir, v (t;) = 1).

A partir de una cota inferior del tiempo medio entre disparos de una tran-
sicién se obtiene, calculando el inverso, una cota superior del throughput de
la misma. La idea de la demostracién de esta propiedad es la siguiente (se
pone para dar una idea intuitiva del célculo de estas cotas). Toda SPN viva y
limitada puede descomponerse en un conjunto de p-componentes (maquinas
de estados fuertemente conexas). Entonces, la red puede verse como un
conjunto de p-componentes que se sincronizan a través de sus transiciones.
El tiempo medio entre disparos de una determinada transicién siempre serd
mayor o igual que el tiempo medio entre disparos de la transiciéon en cual-
quiera de las p-componentes que la incluyen. Como toda p-componente
define un p-semiflujo minimo de N, el tiempo medio entre disparos de la
transicién también serd mayor o igual que el tiempo medio entre disparos
de la transicién en cualquier p-semiflujo minimo de N (de ahi el maximo
sobre p-semiflujos que aparece en el problema de programacién lineal). Pa-
ra que la cota superior del throughput de una transicién sea significativa,
debe ser menor que oo, lo que equivale a que la solucién del problema de
programacién lineal sea mayor que 0. Esto siempre es posible conseguir-
lo para cualquier transicién por la que pase un ciclo con alguna transiciéon
temporizada. En este caso, como un ciclo en una red es un p-semiflujo y
para un ciclo con una transiciéon temporizada el tiempo medio entre dispa-
ros de cualquier transicién es mayor que 0 se asegura que el problema de
programacién lineal tiene solucién estrictamente positiva.

Para demostrar las propiedades del método iterativo conviene describir
el algoritmo 3.18 por medio de ecuaciones y funciones. La forma mas sencilla
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de describir el algoritmo es fijando como variables las tasas de las transiciones
de interfaz.

Notacién 3.25 Sea (S,w) un MG estocdstico, fuertemente conexo y vivo
y B C P un K-corte de N'. Se utilizardn las siguientes notaciones:

i) ni = |T;NTI|) con 1 < i< K es el numero de transiciones de interfaz

i)
i)

iv)

de la subred N;.
M =K n; es el nimero de transiciones de interfaz de N

Iij con1 <1 < K yl<j<n; esla transicion de interfaz j de la
subred N;.

Aij con1 <1< K yl<j<mn; eslatasa de disparo de I;;.

v) Ai = (A1, -+, Ain;) con 1 < i < K es el vector de tasas de disparo de

las transiciones de interfaz de N;.

vi) A= (A1,...,AK) es el vector de tasas de disparo de todas las transi-

ctones de interfaz.

vii) Xij con 1 <1< K y1<j<n; es el throughput de la transicion I;;.

viii) Xi = (Xil, .-+ Xin;) con 1 < i < K es el vector de throughput de las

transiciones de interfaz de N; (en MG’s todas estas transiciones tienen
el mismo throughput).

iz) pij con 1 <i < K yl<j<mn; eslatasa proporcional de disparo de

transicion I;; calculada en LS;.

z) pi = (i1, -, Min;) con 1 < i < K es el vector de tasas proporcionales

zii) N = (X, ...\

de disparo de las transiciones de interfaz de Nj.

gj conl <1< Kyl <j<n;esla nueva tasa de disparo de la

transicion I;; calculada en BS.

in;) con 1 <1 < K es el vector de nuevas tasas de

disparo de las transiciones de T; N TI calculadas en BS.

ziii) XD = (A}, ..., N, Aig1, ..., Ak) con1 < i < K es el vector intermedio

de tasas de disparo de las transiciones de T1 después del estudio de LS;
y el correspondiente estudio de BS.
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Se va a dar una explicacién de estas notaciones. Cada vez que se resuel-
ve LS; con 1 < ¢ < K se calcula, para cada transicién I;; con 1 < j < n;,
su throughput x;; y su tasa relativa y;;. Agrupando en vectores los indices
de prestaciones calculados en L£S; para todas las transiciones de T; N T, se
obtienen x; y p;. El siguiente paso consiste en estudiar el BS, para obtener
las nuevas tasas de disparo \{; de las transiciones de 7; N TI. En notacién
vectorial, se obtiene el vector A,. El siguiente paso consiste en estudiar
el £S;+1. El vector de tasas de transiciones de interfaz que se emplea para
el estudio de este sistema no es el vector A porque ya han sido actualizadas
las tasas de las transiciones de 7 N'TT con j < . El vector de tasas es el A,

Ahora se van a dar las notaciones de las funciones que intervienen en el
algoritmo iterativo.

Notacién 3.26 Sea (S,w) un MG estocdstico, fuertemente conexo y vivo
y B C P un K-corte de N'. Se denotan a las siguientes funciones:

i) pi s (RTM — (RT)™ con 1 <i < K tal que p;(X) = ;.
i) gi : RT)M — (RT)™ con 1 <i < K tal que g;(A) = AL
i) G : (RTM — (RMM tal que G = (g1, ... ,9K)-

w) xij : (RHM — IRt con1<i< K yl<j<n; tal que x;;(N) es
el throughput en LS; de la transicion I;; si se ponen como tasas de
disparo de las transiciones de Ty, N'TI con k # i las que marcan los
vectores A de A.

v) pij: (ROMY — R con1 <i < K y1<j<mn; tal que p;;(N) es
la tasa proporcional de disparo en LS; de la transicién I;; si se ponen
como tasas de disparo de las transiciones de Ty, N'TI con k # i las que
marcan los vectores A de A.

vi) p; 2 (RMHM — (R con 1 <4 < K tal que p; = (ii1, - - - tin,)-

vii) xgs : (IRT)M\{0} — R tal que xs(A) es el throughput de las tran-
siciones de BS si se ponen como tasas de disparo de las transiciones
de T; N TI las que marcan los vectores A; de .

Viii) XBS, ALy s Mir--sAK] : RT — IRT con 1 < i < K tales que:
XBSi[)\l,...,ui,...,)\K]()\):ng()\l,...,/\p,i,...,)\[().
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Se va a dar una explicacién de estas notaciones. La funcién p; con
1 < i < K extrae el vector \; de tasas de las transiciones de 7; N'TI a partir
del vector A de tasas de transiciones de interfaz (es una funcién proyeccién).
La funcién g; con 1 < i < K calcula las nuevas tasas A} de las transiciones de
T;N'TI en una iteracién parcial (hasta el estudio del £S;) del algoritmo 3.18,
si se toma A como vector de tasas iniciales para las transiciones de interfaz.
La funcién G calcula las nuevas tasas A’ de las transiciones de interfaz tras
una iteracién completa del algoritmo 3.18, si se toma A como vector de
tasas iniciales para las transiciones de interfaz. Las funciones x;; y p;; con
1<i< Kyl<j<n; calculan el throughput y la tasa proporcional de
disparo de la transicién de interfaz I;; en L£S;, si se toma A, como vector
de tasas para las transiciones de Ty N TI para todo k # i. La funcién u;
con 1 <17 < K calcula el vector pu; de tasas proporcionales de disparo de las
transiciones de 7; N TI que se obtiene en LS;, si se toma Aj como vector de
tasas para las transiciones de T; NTI para todo j # 4. La funcién xgs calcula
el throughput de las transiciones de BS, si se toma A como vector de tasas
para sus transiciones. La funcién xgs,[A1,..-, iy, Ax] con 1 < i < K
calcula el throughput de las transiciones de BS, si se ponen A; con j # i
como vectores de tasas de disparo de las transiciones de T; N TT y Au; para
las transiciones de T; N'TT (X es el pardmetro de la funcién).

El siguiente resultado expone las relaciones que hay entre las funciones
y vectores de las notaciones anteriores.

Proposicién 3.27 Sea (S,w) un MG estocdstico, fuertemente conexo y vi-
voy B C P un K-corte de N'. Se cumplen las siguientes relaciones:

L g1(A) = A1 = X, (x11(N) 1 (X)-
2. XD = (g1(N), ..., (A, pis1(N), ..., pk(N)) para 1 <i < K.

3. gi(A) =Xl = Xgél (it AN (A para 1 < i < K.

Demostracion:

Evidente a partir del algoritmo 3.18 y de las notaciones anteriores. Sélo
falta demostrar que existen las funciones inversas de xss,, que se hara en la
proposicién 3.30. &

Con las notaciones y relaciones anteriores se puede describir el algoritmo
iterativo de la siguiente manera.
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Notacién 3.28 Sea (S,w) un MG estocdstico, fuertemente conezxo y vivo
y B C P un K-corte de N. Sean)\g-)) conl <1< Kyl<j<n;las

tasas de disparo de las transiciones I;; en (S, w), )‘2(0) = (Aity--rNin;) Y

A0 = ()\go), . .,)\gg)). El algoritmo iterativo 3.18 puede escribirse de la
siguiente manera:

Algoritmo 3.29

input: A(©) tasas iniciales de las transiciones de interfaz.
n:=0 (contador de iteraciones)
repeat
n:=n+1
A = g(AD)
until convergencia de A(™
output: (x11(A™), ..., Xxnx (A™)) vector de aproximaciones de .

Con esta forma alternativa de ilustrar el método iterativo se pueden
demostrar algunas propiedades referentes al mismo. Lo primero que hay que
demostrar es que las busquedas lineales en BS siempre acaban con éxito.

Proposicién 3.30 Sea (S,w) un MG estocdstico, fuertemente conexo y vi-
voy B C P un K-corte de N. Sea A un vector de tasas asociadas a las
transiciones de interfaz de los LS; con 1 < i < K y BS. Sea x;1(\) el
throughput de la transicion de interfaz I;1 y pi(N) las tasas proporcionales
de disparo de las transiciones de T; N 'T1 calculadas en LS; con las tasas
indicadas en X. La funcién xps;[A1,-- -, Mi,-- -, Ak) : IRT — RT de la no-
tacion 3.26 es continua, mondtona creciente y acotada, por lo que existe su
funcion inversa en el intervalo de acotacion. En particular, existe X € IR

tal que XBs,[ A1, -5 iy AK](A) = Xi1(A).

Demostracion:

Se denotard a la funcién xgs,[A1, ..., i, .., AK] Por xaBs, ya que no hay
confusién sobre las tasas que se asocian a las transiciones de interfaz. Por
el corolario 3.21, el throughput de BS es una funcién continua de las tasas
de las transiciones. En particular, xgs, es continua en IR™ ya que las tasas
asociadas a las transiciones de BS son polinomios de grado 1 en A (son
constantes o multiplos constantes de \), es decir, las tasas son funciones
continuas de A. Como la composicién de funciones continuas es continua, se
sigue que xps; es continua en IR
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Por otro lado, aplicando el teorema 3.22 sobre monotonia de throughput en
MG’s con respecto a las tasas de las transiciones, se tiene que xps; es una
funcién mondtona creciente en IR™.

Es evidente que x5s,(0) = 0 ya que si A = 0, las transiciones de T;NTI tienen
tasa 0. Una transicién de tasa 0 nunca se dispara, es decir, tiene throughput
nulo. Como por el corolario 2.94 todas las transiciones de un MG tienen
el mismo throughput, entonces xgs,(0) = 0. Por otro lado, xgs, debe ser
acotada en IR*. Esto se puede demostrar aplicando la propiedad 3.24. Si se
hacen inmediatas las transiciones de interfaz de N (esto se corresponde con
lim) 00 XBs;(A)), como A es fuertemente conexo, se puede construir un ciclo
que pase por alguna transicién temporizada t de N con j # ¢. Como ¢t es
una transicién temporizada, el tiempo medio entre disparos de ¢ en este ciclo
es una cierta constante a > 0. Aplicando el problema de programacion lineal
de la propiedad 3.24, se obtiene que limy_, xBs,(A) < 1/a. Por lo tanto,
XBs; €s mondtona creciente acotada en RT.

Falta demostrar que existe solucién a la ecuacién xps;(A\) = xi1(A). La
tnica diferencia entre £S; y BS es que la subred N; ha sido eliminada en BS.
Dicho de otra manera, £LS; contiene a BS. Por el teorema 3.23 (monotonia
de throughput respecto a la topologia), se tiene que x;1(A) < xBs[A] (el
throughput de £S; es menor o igual que el throughput de BS si se mantienen
las tasas de las transiciones de 7; N TT). Ahora, tomando el vector p; de
tasas proporcionales de disparo de las transciones de T; N TI, es evidente
que existe un X' > 0 tal que N > A;j para todo 1 < j < n; (basta tomar
X' > max; A;j/ min; p1;5). Por el teorema 3.22, x;1(A) < xss[A] < x5s,(N),
luego xBs,(0) < xi1(A) < xBs(N\). Aplicando la propiedad de Darboux
(teorema 2.9), existe A € (0, \'] tal que xps;(N) = xi1- O

Este teorema asegura que en todas las iteraciones del algoritmo y en el
estudio de todos los LS; existe un factor de escala A tal que, al poner como
tasas de disparo para las transiciones de T; N TI en BS el vector Auy;, el
throughput que se obtiene para todas las transiciones de BS es el mismo
que el que se habia calculado para las transiciones de LS;. La codificacién
numérica del calculo de este factor de escala se realiza por medio de algorit-
mos como el de la secante, ya que este es un problema numérico de calculo
de una solucién para una ecuacién no lineal con una incognita. Se utiliza
un algoritmo iterativo en el que se van probando distintos factores de escala
y en funcién del throughput obtenido en BS, teniendo en cuenta la propie-
dad 3.22 de monotonia de throughput respecto a las tasas de disparo de las
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transiciones de un MG, se va incrementando o decrementando este factor
de escala hasta que el throughput de BS y el de LS; estan suficientemente
cerca. Una vez calculado el factor de escala A, multiplicando el vector u; de
proporciones entre tasas de disparo por A, se obtiene una nueva aproxima-
cién para las tasas de disparo de las transiciones de interfaz de la subred N,
que son las que aproximan el tiempo de respuesta de toda esta subred.

El siguiente paso consiste en demostrar la existencia de solucion para el
método iterativo. En [MT95] se demuestra la existencia de punto fijo para
funciones que definen algoritmos iterativos del estilo del que se utiliza en
esta memoria, pero sus resultados no son directamente aplicables en este
caso debido a la existencia del BS. Aqui se demostrard la existencia de
un punto fijo para la funcién G del algoritmo 3.29. Un punto fijo de la
funcién G se corresponde con una solucién del método numérico, es decir,
al poner como tasas para las transiciones de interfaz de los LS; y BS los
valores numéricos del punto fijo de G se obtienen los mismos throughput para
todas las transiciones de interfaz de todos los LS; y BS. Para demostrar la
existencia de este punto fijo se utilizara el teorema del punto fijo de Brouwer
(ver teorema 2.10).

Teorema 3.31 Sea (S,w) un MG estocdstico, fuertemente conexo y vivo
y B C P un K-corte de N'. Sea G : (IR"NHM — (RMM la funcion del
algoritmo 38.29 segin la notacion 3.26. G es continua y existe un conjun-
to S C (RMM compacto, convezo y no vacio tal que G(S) C S.

Demostracién:

La primera propiedad que hay que demostrar es la continuidad de G. La
funcién G queda descrita por las funciones g; : (RT)M — (IR*)™ con
1 < ¢ < K de la notaciéon 3.26. Por lo tanto, basta demostrar que las
funciones g; son continuas. Esto se demostrara por induccién sobre <.
Casoi=1. g1(A) =] = X@él (x11(A))p1(X) (la dltima igualdad es por la
proposicién 3.27). Las tasas relativas de disparo pi(A) calculadas en £S;
para las transiciones de 77 N TI son el cociente del throughput de £S;
(funcién continua en A por corolario 3.21) por la utilizacién de la transicién
de interfaz (caso de seméntica de un solo servidor) o por el grado medio
de sensibilizacién de la misma (caso de seméntica de infinitos servidores).
En cualquier caso, estos indices de prestaciones también son continuos en A
por el corolario 3.21. Ademds, como las transiciones de interfaz de LS
son temporizadas y £S7 es vivo, tanto la utilizacién como el grado medio
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de sensibilizacién son no nulos, lo que garantiza la continuidad de g1 ().
Por la proposicién 3.30, Xgél [p1, A2, ..., Ak] es una funcién continua y x11
también es continua en A, luego g; es una funcién continua en A (por ser
producto y composicién de funciones continuas en ).

Suponer que gi,...,g;-1 son continuas en A. Se verd que g; es continua
en A. gi(A) = A} = Xgéi (xat A=) ;(AC=D) (la dltima igualdad es por
la proposicién 3.27). Ahora AC—1) = (g1(A),..., g 1(A),pi(N), ..., pr ().
Por hipétesis de induccién, las 4 — 1 primeras componenetes de A1) son
funciones continuas en A y el resto de componentes son proyecciones de A,
luego también funciones continuas en X. Por lo tanto, A1) es una funcién
continua en A. Ahora, con los mismos argumentos que en el caso 1, se sigue
que g; es una funcién continua en A.

Falta demostrar la existencia de un conjunto S compacto, convexo no vacio
tal que G(S) C S. Como las transiciones de interfaz son temporizadas (ver
pérrafo sobre restricciones en el corte), si se inicia el algoritmo iterativo con
vector inicial de tasas de las transiciones de interfaz A(?) = (oo, ..., 00) (es lo
mismo que hacer inmediatas las transiciones de interfaz de las subredes N
con j > 2), el throughput de £S; es finito (ya que hay al menos una transi-
ci6én temporizada) y distinto de 0 (por ser £S1 vivo). Ademads, es maximo en
el sentido de que es imposible conseguir con cualquier otra combinacion ini-
cial de tasas A(® un throughput mayor para £S; (consecuencia directa del
teorema 3.22 sobre monotonia de throughput respecto a las tasas de las tran-
siciones). El mismo andlisis puede hacerse para cualquier £S; renumerando
adecuadamente los sistemas agregados. Sea x el méaximo throughput que
puede obtenerse de esta manera para cualquier £S;. Es claro que x € (0, 00).
Tomando ahora BS y cualquier transicién I;; suya, si se pone como tasa
A = 1/x y se hacen inmediatas el resto, el throughput de BS es x. Por
construccion, A € (0,00). Ademas, x es el maximo valor del throughput que
puede aparecer en el esquema iterativo para BS y, por el teorema 3.22; A es
el maximo valor de la tasa de disparo de cualquier transicién de interfaz que
puede aparecer en el esquema iterativo. Sea S = [0, \]¥ C (R*)M. Clara-
mente S es un conjunto compacto, convexo y no vacio (porque A es finito y
distinto de 0). Por construccién de S, es evidente que G((IR")M) C S, en
particular, G(S) C S. &

Corolario 3.32 Sea (S,w) un MG estocdstico, fuertemente conexo y vivo
y B C P un K-corte de N. El algoritmo iterativo 3.29 aplicado a los
sistemas LS; con 1 < i < K y BS tiene punto fijo.
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Demostracion:
Inmediato aplicando el teorema 2.10 a la funcién G que es la que describe
una iteracién del algoritmo 3.29. O

Con los tultimos resultados, se ha conseguido demostrar la existencia de
punto fijo para el esquema iterativo utilizado, y por lo tanto, la posibilidad
convergencia del esquema a uno de esos puntos fijos. Se ha intentado estudiar
mas en detalle las caracteristicas del esquema para asegurar convergencia,
unicidad de solucién e incluso estimar el error cometido en la aproximacion,
pero no se ha llegado a resultados generales debido a la gran complejidad
de los sistemas agregados que se emplean en el esquema iterativo. Desde el
punto de vista del autor de esta memoria, es posible que algin dia se pueda
demostrar que el esquema converge (utilizando otros teoremas de punto
fijo), e incluso que este punto de convergencia sea unico. Para ello seria
necesario demostrar propiedades mucho més exigentes que la continuidad de
las funciones empleadas en el esquema (por ejemplo la contractividad). Este
tipo de propiedades parecen claras si se ven los resultados experimentales
pero extremadamente dificiles de demostrar teéricamente. Lo que no parece
posible es estimar el error cometido en la aproximacién debido a que este
error es inducido por la descomposicién estructural del MG original y a
que las agregaciones de estados que se producen al construir los sistemas
agregados no son exactas desde el punto de vista de CTMC’s.

A falta de un mejor soporte tedrico, la experimentacién numérica con
diferentes ejemplos sugiere que el esquema converge en muy pocos pasos
(entre 3 y 5 iteraciones), converge a la misma solucién independientemente
de las tasas iniciales elegidas para iniciar el algoritmo, y el error cometido al
final del mismo (inferior al 5%) es admisible para técnicas de aproximacién
en evaluacion de prestaciones de sistemas concurrentes basada en modelos
formales.

3.5 Conclusiones

En este capitulo se ha desarrollado en detalle el trabajo de [CCJS94] sobre
aproximacion de throughput en MG’s, ya que este trabajo es el punto de
partida para las aportaciones de esta memoria. Se ha aprovechado la ocasién
para introducir algunas mejoras técnicas que permiten afianzar cuestiones
tedricas sobre la técnica asi como posibles codificaciones de la misma. En
concreto, las aportaciones de este capitulo son:
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e Ampliacién de la técnica para permitir un corte multiple del MG ori-
ginal en un numero finito arbitrario de subredes.

e Reduccién del nimero de lugares implicitos necesarios para resumir
el comportamiento de las subredes en los sistemas agregados. La re-
duccidn se logra manteniendo exactamente las proyecciones de estados
alcanzables y secuencias de disparo del MG original sobre los nodos
preservados en cada sistema agregado.

e Demostracién formal de existencia de punto de convergencia para el
algoritmo de aproximacioén del tiempo de respuesta.

Queda como trabajo futuro demostrar la convergencia del algoritmo
numérico de aproximacién del tiempo de respuesta a algiin punto de con-
vergencia de los que ya se sabe que existen. Se ha intentado demostrar sin
éxito completo hasta el momento.



Capitulo 4

Aproximacion de throughput
en grafos marcados con pesos

En este capitulo se va a desarrollar una técnica de aproximacién del through-
put de las transiciones de un grafo marcado con pesos (WTS a partir de aqui,
que son las iniciales de su nombre inglés, weighted T'-systems).

Esta técnica es una extensién de la desarrollada en el capitulo anterior
para grafos marcados (MG’s), en el sentido de que las dos son exactamente
la misma si se aplican a un MG (todo MG es un WTS).

Todo lo expuesto en este capitulo son aportaciones de esta memoria.
Esta técnica fue presentada en [PJCS96b] y aqui se expondré introduciendo
alguna mejora técnica tal y como se ha hecho en el capitulo anterior con
MG’s. Estas mejoras técnicas consisten en la reducciéon de la estructura
de los sistemas agregados que se construyen a partir del modelo original y
la demostracién de existencia de punto fijo para el algoritmo numérico de
aproximacion del throughput de las transiciones.

El capitulo estd organizado de la siguiente manera. La seccién 4.1 des-
cribe a grandes rasgos la técnica y la relaciona con otras existentes en la
literatura, en la seccién 4.2 se desarrollan las propiedades estructurales de
los WTS’s que es necesario conocer para la fase de descomposicién. En
concreto se definen los conceptos de ganancia, marcado ponderado y resis-
tencia y se demuestran sus principales propiedades. La seccién 4.3 se dedica
a la técnica de descomposicién estructural de WTS’s y la seccién 4.4 al
método iterativo para la aproximacién del throughput de sus transiciones.
Por tltimo, en la seccién 4.5 se indican las conclusiones finales del capitulo.

83
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4.1 Introduccién

Los WTS’s son una subclase de P/T sistemas que incluye a la de los MG's.
De hecho son la extensién con pesos de los MG’s. Permiten el modelado
de concurrencia, sincronizaciones y movimiento de tareas por bloques, pero
no de decisiones. En la seccién 2.4.3 se definen los WTS’s y sus principales
propiedades.

Los WTS’s pueden emplearse para el modelado de sistemas de ensambla-
do y desensamblado. En estos sistemas se realizan tareas de ensamblado de
diversas piezas simples para formar otras mas complejas o de desensamblado
de piezas complejas en varias simples.

Para que tenga sentido aproximar el throughput de las transiciones de
un WTS es necesario exigir algunas condiciones. Por un lado el WTS debe
ser conexo porque en caso contrario se tienen varios WTS’s independientes
que se pueden estudiar por separado (uno por cada componente conexa). Se
restringird el estudio a WTS’s limitados con el objeto de obtener cadenas de
Markov en tiempo continuo (CTMC) finitas. Ademds, es necesario que el
WTS sea vivo porque si no el throughput de sus transiciones es nulo y en ese
caso no tiene sentido desarrollar una técnica de aproximacién. Por ultimo, el
WTS debe tener estados recurrentes, lo que asegura la existencia de distri-
bucién en estado estacionario inica para su CTMC isomorfa (teorema 2.85).
Aplicando la teoria estructural de redes se tiene que todo P/T sistema vivo
y limitado es fuertemente conexo y consistente (teorema 2.50). Todo WTS
consistente tiene un tunico t-semiflujo que cubre a todas las transiciones
[Ter94] por lo que las ratios de visita de sus transiciones vienen determina-
das por la estructura de la red, y por lo tanto también los throughput de
sus transiciones. Como los WTS’s fuertemente conexos y vivos son libres de
bloqueo (apartado 4 del teorema 2.98), entonces los throughput de sus tran-
siciones son no nulos. Por 1ltimo, para WTS’s consistentes son equivalentes
vivacidad y reversibilidad (teorema 2.99). Por lo tanto, todo WTS vivo y
limitado es fuertemente conexo y reversible lo que asegura la ergodicidad
de su CTMC isomorfa (teorema 2.85). En consecuencia, se desarrollara una
técnica de aproximacién del throughput de las transiciones de WTS’s vivos
y limitados.

La técnica que se presenta en este capitulo, al igual que todas las de esta
memoria, se basa en una descomposicién estructural del modelo original en
varias subredes. A partir de estas subredes se construyen varios sistemas
de bajo nivel (en los que hay una subred producto de la descomposicién y
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un resumen del resto de las subredes) y un sistema de alto nivel o esqueleto
bésico (formado por los resimenes de todas las subredes). Esta técnica es
una generalizacion de la presentada en el capitulo anterior para MG’s, en el
sentido de que la técnica de aproximacién para WTS’s aplicada a un MG es
exactamente la misma que la del capitulo anterior.

En el caso de MG’s era posible construir los sistemas de alto y bajo nivel
de forma que estos mantenian las proyecciones de los marcados alcanzables y
las secuencias de disparo del modelo original sobre los nodos preservados en
cada sistema agregado. Esta caracteristica no se va mantener en la técnica
de este capitulo. La descomposicién estructural que se realiza construye
unos sistemas agregados que preservan un conjunto de propiedades més
débil que en el caso de MG’s, pero que son suficientes en esta clase de
redes para obtener buenas aproximaciones del throughput de las transiciones
del WTS original. La razén de no mantener las proyecciones de marcados
alcanzables y secuencias de disparo en los sistemas agregados es reducir el
numero de nodos necesarios para resumir las subredes producto del corte.
En el capitulo 6 se desarrollard una técnica de descomposicién aplicable a
cualquier red de Petri que opera a nivel del grafo de alcanzabilidad y que
permitird mantener al menos las proyecciones de los marcados alcanzables
en los sistemas agregados.

Las propiedades que es necesario preservar en la descomposicion estruc-
tural son vivacidad y limitacién. Preservando estas propiedades en los sis-
temas agregados, se asegura la obtencion de CTMC’s finitas y ergddicas,
lo que permite su resolucién. Sin embargo, preservando Unicamente estas
dos propiedades no se obtienen, en general, buenas aproximaciones para el
throughput de las transiciones de un WTS’s, como se vera en la siguiente
secciéon. Para resolver este problema es necesario conocer algunas propieda-
des estructurales de los WTS’s, como son la ganancia, el marcado ponderado
y la resistencia de caminos con pesos. Estos conceptos se introducen en la
siguiente seccién y serdn necesarios para la fase de descomposicién estruc-
tural. Esta fase se podra realizar con una complejidad en espacio y tiempo
de orden polinomial en el tamano de la red original.

Por lo que respecta a la parte numérica, no hay grandes cambios respecto
a la expuesta en el capitulo anterior para MG’s. Se sigue pudiendo asegurar
la existencia de punto de convergencia para el algoritmo numérico en esta
clase de redes y obviamente se sigue sin poder demostrar la convergencia del
método. En cualquier caso, los experimentos numéricos realizados aseguran
buen comportamiento del método, con convergencia en pocas iteraciones
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(entre 3 y 5) y error asumible en una técnica de aproximacién (inferior
al 5%).

Otros autores han estudiado las prestaciones de los WTS’s cuando a las
transiciones del modelo se les asocia tiempos de disparo determinista (ver por
ejemplo [Mun93]), pero nadie ha estudiado el caso de tiempos estocasticos.

4.2 Ganancia, marcado ponderado y resistencia

Los WTS’s son P/T sistemas en los que los lugares tienen una tnica tran-
sicién de entrada y de salida (ver definicién 2.97), pero a diferencia de los
MG'’s, ahora puede haber pesos en los arcos. Los pesos en los arcos inducen
sincronizaciones en las transiciones. Si una determinada transicion tiene un
unico lugar de entrada conectado por un arco de peso 1 sélo se necesita una
marca en el lugar para sensibilizar la transicién, pero si el peso del arco
es n, todas las marcas que lleguen al lugar quedan paradas hasta que éste
contenga n marcas. Desde este punto de vista los arcos con pesos inducen
sincronizaciones en los modelos.

Para realizar la descomposicién estructural de WTS’s y generar los sis-
temas agregados con las propiedades deseadas (vivacidad y limitacién) se
necesita conocer algunas propiedades estructurales sobre el funcionamiento
de los WTS’s. Este es el trabajo que se va a desarrollar en esta seccion.
Estas propiedades se definen sobre caminos cualesquiera del WTS que co-
mienzan y terminan en transicién, y son la ganancia, el marcado ponderado
y la resistencia. La ganancia y el marcado ponderado sirven para preser-
var la vivacidad y limitacién de los sistemas agregados. Como se verd en
esta seccién, preservar estas propiedades no es suficiente para obtener bue-
nos resultados numéricos. La resistencia sirve para mejorarlos. Para cada
concepto se dard una idea intuitiva de su significado, después se definird
formalmente y se demostrardn sus propiedades.

La primera propiedad estructural a tener en cuenta es la ganancia de un
camino. El concepto de ganancia fue introducido en [TCWCS92] para ciclos
en un WTS y es un concepto que ayuda a calcular la vivacidad y limitacién
de los WTS’s. Para que un WTS sea vivo y limitado cualquier ciclo suyo
debe tener ganancia 1. En esta memoria se extiende el concepto de ganancia
a caminos de un WTS que conectan transiciones. Este concepto extendido
de ganancia representa la proporcién media de disparos entre la transiciéon
final del camino y la inicial.
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Definicion 4.1 Ganancia de un camino.

Sea (N, mgp) con N = (P, T,F,W) un WTS, ® = (top1t1p2 - - - Pntn) un cami-
no dirigido en N' que conecta las transiciones ty y t,. Sean r; = W(ti—1,p:)
y s; = W(pi,ti) con 1 <i<mn . La ganancia del camino 7 es:

n

G(m) =[]~ e @*\ {0},

i=1""

La ganancia de un camino sélo depende de los pesos de los arcos del
camino. Notar que en el caso de MG’s la ganancia de cualquier camino es 1.
La siguiente proposicién es inmediata a partir de la definicidn.

Proposicién 4.2 Sea (N, mg) un WTS, m y w2 dos caminos en N tales
que la transicion final de 71 es la transicion inicial de wo. Sea mg = miomy el
camino concatenacion de los otros dos. Se tiene que G(n3) = G(m1) - G(m2).

Demostracion:
Sean r;,s; con 1 < ¢ < n los pesos de los arcos de m (r; para arcos de

transicién a lugar y s; para arcos de lugar a transicién) y 7}, s; con 1 <i < m
los de m9. Por la definicién 4.1 se tiene:
G(rs) = (il = [ 3 [ ) = 6m) - 6. 0
2 _~3.0 2
[—~O0——0—
T P T, P T3

Figura 4.1: Camino de ganancia 1/3.

Por ejemplo, en la figura 4.1, el camino de 77 a T3 tiene arcos de pesos
2 y 3, luego la ganancia del camino de 77 a T5 es 2/3 y el comportamiento
del camino es tal que por cada 3 disparos de Ti, la transiciéon T5 puede
dispararse 2 veces. Andlogamente, la ganancia del camino de T a T3 es 1/2
y la del camino de T} a T3 es 1/3 (por la proposicién 4.2).

Si el objetivo es resumir ciertas subredes para generar los sistemas agre-
gados, algunos caminos serdn sustituidos por otros mas cortos. Al sustituir
cualquier camino en el WTS original por otro, es necesario que el nuevo
camino tenga la misma ganancia que el original, para asegurar la vivacidad
y limitacién de los sistemas agregados (ver [TCWCS92]).
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La extensién natural a WTS’s de la técnica de descomposicién de MG’s
consistiria en reducir las subredes producto del corte de un WT'S preservando
la ganancia de los caminos entre transiciones de interfaz. De esta manera
se obtienen sistemas agregados que son WTS’s vivos y limitados. En el
caso de MG’s todos los caminos tienen ganancia 1 y por lo tanto las dos
técnicas serian equivalentes. Sélo faltaria calcular los marcados iniciales de
los lugares que resumen los caminos. En MG’s el problema se reducia a
calcular la suma de las marcas de los lugares que componen un camino,
pero en el caso de WTS’s no puede hacerse de forma tan sencilla porque
los pesos de los arcos hacen que las marcas de un determinado lugar de un
camino no tengan la misma importancia que los de otro. Por ejemplo, en la
figura 4.2 hay un camino con dos lugares; P; con 1 marcay P, con 2 marcas.
Es evidente que para que en P» haya una marca se ha tenido que disparar
antes la transiciéon T3 y por lo tanto tuvo que haber antes dos marcas en P;.
Dicho de otra manera, cada marca en P, equivale a dos marcas en P; debido
a los pesos de los arcos de entrada y de salida de la transicion T5.

T

Figura 4.2: Camino de marcado ponderado 3.

Por lo tanto, es necesario extender el concepto de suma de marcas de un
camino en un MG a un concepto similar en WTS’s. Este concepto se llama
marcado ponderado de un camino. La idea intuitiva del marcado ponderado
de un camino es el nimero de veces que hace falta disparar la primera
transicion del camino para alcanzar la disposicién de marcas de los lugares
del camino (suponiendo que se parte del camino totalmente desmarcado).

Definicién 4.3 Marcado ponderado de un camino.

Sea S = (N,mg) un WTS, m = (topitip2...Pntn) un camino en N que
conecta dos transiciones ty y t, con r; = F(t;—1,pi) y si = F(pi,t;) para
1<i<n. SimeR(S), el marcado ponderado del camino ™ en m es:

n
mipi 5
i) =3~ (1) e o
Pt r; Tj

En general, el marcado ponderado es un racional no negativo que depen-
de de los pesos de los arcos y de las marcas de los lugares que lo componen.
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Teniendo en cuenta la idea intuitiva del marcado ponderado se puede enten-
der la férmula de la definicién, ya que cada sumando representa el marcado
de cada lugar del camino en términos del nimero de disparos de la transiciéon
inicial necesarios para obtener las marcas del lugar.

Notar que en el caso de MG’s, el marcado ponderado de un camino
coincide con la suma de las marcas de los lugares del camino ya que todos
los arcos tienen peso 1.

El camino de la figura 4.2 tiene marcado ponderado 3 que coincide con
el nimero de disparos de la transicién 77 que es necesario realizar para que
se pueda llegar a esa disposicién de marcas.

A continuacion se van a demostrar algunas propiedades de la ganancia y
del marcado ponderado de caminos que ayudan a entender el funcionamiento
de los WTS’s.

Proposiciéon 4.4 Sea S = (N, mg) un WTS, © un camino en N' que co-
necta dos transiciones to y t, con r; = F(ti—1,p;) y si = F(pi,ti) para
1 <i<n. Sean m,m’' € R(S) de forma que existe una transicion t tal que
m-tsm’. Se cumplen las siguientes propiedades:

1. Sit#to,t, entonces M(m,m’) = M (7, m).
2. Sit =ty entonces M(m,m') = M (7, m) + 1.

3. Sit=t, entonces M(m,m’') = M(r,m)—1/G(r).

Demostracion:

1) Si se dispara la transicién interna ¢; con 1 < i < n, sélo cambian m[p;] y
m(p;11]. Se tiene m’'[p;] = m(p;] —s; y m'[p; 1] = m[p;11]+7i11, por lo tan-
to, M(m,m') — M(r,m) = =L mpl g o g mlpeiombenl 7
%ji ;;11%+:Zi ;":1%: JlrJ+HJ 175«]_

2) Si se dispara tg, s6lo cambia m[p;]. Se tiene que m'[p;] = m[p1] + 1, es
decir, M (m,m') — M (7, m) = M = % =1
3) Si se dispara t,, sélo cambia m[pn] Se tiene que m’'[p,] = m[p,] — sn,

_ —1 8 — —1 sj
es dec1r M(7r, 'Y = M(m,m) = %TWH?:J—; = ri" ?:li_j- =

— i 7 = —1/G(m). ¢

Esta proposicion establece que el marcado ponderado de un camino sélo
varia al dispararse las transiciones inicial o final del camino. Adem4s, el mar-
cado ponderado aumenta por unidades y disminuye por cantidades inversas
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a la ganancia del camino. Este resultado tiene consecuencias inmediatas
sobre el comportamiento de los WT'S’s vivos y limitados.

Teorema 4.5 Sea S = (N, mg) un WTS vivo y limitado y m un ciclo (ver
definicion 2.41) en N'. Se cumplen las siguientes propiedades:

1. [TCWCS92] G(7) = 1.
2. M(m,m) = M(m,mg) > 1 para cualquier m € R(S).

Demostracion:

Sea t; una transicién cualquiera del ciclo, que se tomara como transicién
inicial y final del camino y m, m’' € R(S) tales que existe una transi-
cién t de N de forma que m—“ym’. Se denotard por M(m) = M (7, m)
para todo m € R(S). Por la proposicién 4.4, M(m') = M(m) sit # t; y
M(m') = M(m)+1—1/G(w)sit =t; (por ser ¢; la transicién inicial y final
del camino).

1) Si G(w) < 1 entonces 1/G(w) > 1 por lo que 1 — 1/G(7) < 0. En
este caso el valor de M(m') se va decrementando con los disparos de la
transicién ¢;. Como S es vivo, t puede dispararse indefinidamente y M (m')
puede tomar valores negativos, lo que es absurdo, por la definicién 4.3. Si
G(m) > 1 entonces 1/G(mw) < 1 por lo que 1 —1/G(7w) > 0. En este caso el
valor de M (m’) se va incrementando con los disparos de la transicién ¢, por
lo que M(m') puede tomar valores tan grandes como se quiera, lo que es
incompatible con la limitacién del modelo inicial. Por lo tanto, G(7) = 1.
2)SiG(n) =1y t=t;, M(m') = M(m)+1— 1/G(r) = M(m), luego
M(m') = M(m) para cualquier ¢. Extendiendo a secuencias de disparo,
se obtiene que M(m) = M (mg) para cualquier m € R(S). Queda por
demostrar que M(mg) > 1. Sea ahora ¢; la transicién final del camino
y m € R(S) tal que ¢; estd sensibilizada en m. Por el apartado 3 de la
proposicién 4.4, debe ser M (m) > 1/G(w). En estas condiciones, se tiene
que M (mg) = M(m) > 1/G(w) = 1. &

Este teorema establece que todos los ciclos de un WTS vivo y limitado
deben tener ganancia 1 (resultado ya demostrado en [TCWCS92]) y que su
marcado ponderado es una constante (mayor o igual que 1) en todos los
marcados alcanzables. Por lo tanto, en todo ciclo de cualquier WT'S vivo y
limitado ni entran ni salen marcas. Lo unico que puede ocurrir es que las
marcas que tenga el ciclo en el marcado inicial circulen permanentemente
por los lugares del ciclo.
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Teorema 4.6 Sea S = (N, mg) un WTS vivo y limitado, t;, t, dos transi-
ciones de N y w1, mo dos caminos en N que conectan t; con t,. Se cumplen
las siguientes propiedades:

1. G(m) = G(m2).
2. Eziste C € Q tal que Vm € R(S), M (w1, m) = M(m2,m) + C.

Demostracion:

Sean m,m’ € R(S) tales que existe una transicién ¢ de N de forma que
m-_“ym’. En esta demostracién se denotardn por M;(m) a M (w1, m), por
Ms(m) a M(my, m) y por M(m) a Ma(m) — M;(m) para todo m € R(S).
1) Se demostrard el resultado por reduccién al absurdo. Si en las condiciones
del enunciado se tiene que G(71) # G(m2) se puede suponer sin pérdida de
generalidad que G(m1) < G(m2), es decir, ﬁ > @

Si t = t;, por el apartado 2 de la proposicién 4.4, Mi(m') = Mi(m)+ 1y
Ms(m') = Ma(m)+1, es decir, M (m') = M(m). Sit = t,, por el apartado 3
de la proposicién 4.4, M;(m') = M;(m)— ﬁ y Ma(m') = Ms(m) — @,
es decir, M(m') = M(m) + ﬁ — @ > M(m). Sit es cualquier
otra transicién del WTS, M;(m’) = M;(m) y May(m’) = My(m), es decir,
M (m') = M(m). Por lo tanto, M(m') = M(m) sit #t, y M(m') > M (m)
sit =1t,. Como S es vivo, la transicién t, puede dispararse un numero
arbitrario de veces. Por lo tanto, M (m) puede alcanzar valores tan grandes
como se quiera, es decir, al menos un lugar del camino 73 no es limitado, lo
que contradice la hipétesis inicial de limitacién de S.

2) Si G(m1) = G(m2) y t = to, M(m') = M(m) + ﬁ - @ = M(m),
luego M(m') = M(m) para cualquier m—*sm’. Extendiendo a secuencias
de disparo se obtiene que M (m) = M (my) para cualquier m € R(S). Sea
C = —M(mg) = Mi(mg) — Ma(mp) € Q. Entonces M(m) = —C luego
Mi(m) = M>(m) + C para todo m € R(S). &

Este resultado asegura que en WTS’s vivos y limitados, todos los caminos
con el mismo origen y destino deben tener la misma ganancia. Por ello, se
puede hablar de ganancia entre dos transiciones. Ademds, la diferencia
entre el marcado ponderado de dos caminos con el mismo origen y destino
debe permanecer constante en todos los marcados alcanzables. Esto quiere
decir que el camino con mayor marcado ponderado tiene algunas marcas
permanentemente atrapadas, debido a la sincronizacién de los dos caminos
en la transicion final.
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Definicién 4.7 Ganancia entre transiciones.

Sea (N, mg) un WTS vivo y limitado y t;, t, dos transiciones del mismo.
La ganancia de t; a t, es la ganancia de cualquier camino de t; a t, y se
denota por G(ti,to).

Esta definicién es correcta ya que todos los caminos de t; a t, tienen
la misma ganancia (teorema 4.6) y el WTS es fuertemente conexo (teore-
ma 2.50) por lo que existe un camino de ¢; a t,.

Proposicién 4.8 Sea (N, mg) un WTS vivo y limitado y ta, ty, t. tres tran-
siciones de N'. Se tiene que G(tq,tc) = G(tq,ts) - G(tp, te).

Demostracion:
Sean 71 y T caminos en N de t, a t, y de tp a t. respectivamente (existen por
el teorema 2.50). Sea w3 = 7 omg. Por la definicién 4.7 y la proposicién 4.2,

Glta,te) = G(m3) = G(m1) - G(m2) = Glta, ts) - G(tn, to). &

Teorema 4.9 Sea (N,mq) un WTS vivo y limitado, C su matriz de inci-
dencia y g € (QY)T! tal que g(i) = G(t1,t;). Entonces C-g = 0.

Demostracion:

Basta demostrar que Cl[p] - g = 0 para todo p € P. Como N es un WTS,
*p=t; y p* =to. Sean r = F(t;,p) y s = F(p,t,). Entonces G(t;,t,) = L y
C[p] ‘g8 = rg(ti) — sg(to) = T‘G(tl, ti) —SG(tl, to) = S(G(tl, tz)% —G(tl, to)) =
S(G(tl,ti) . G(ti,to) — G(tl,to)) = S(G(tl,to) — G(tl,to)) =0. <>

Este teorema establece que las ratios de visita (ver definicién 2.66) de las
transiciones de un WT'S quedan determinadas por la estructura de la red.

Proposicién 4.10 Sea S = (N, mg) un WTS y 71, m2 dos caminos en N
tales que la transicion final de w coincide con la transicion inicial de .
Sea w3 = w1 o my. Entonces para cualquier m € R(S) se tiene:

M(T{'Q, m)

M (73, m) = M (7, m) + G(T(l)

Demostracion:

Sean w1 = (tepiti...pnty) y T2 = (tpp)t] ... pl,te) los dos caminos dados.
Sean r;, s; con 1 < ¢ < n los pesos de los arcos de 71 siguiendo la notacién
habitual y 7}, s, con 1 < ¢ < m los de m. Por la definicién 4.3 se tiene:
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Una vez definidos los conceptos de ganancia y marcado ponderado y co-
nocidas sus principales propiedades, es posible extender a WTS’s la técnica
de descomposicion de MG’s del capitulo anterior. Pero ejemplos sencillos
como el de la figura 4.3 demuestran que no se obtienen buenas aproxima-
ciones. En la figura 4.3.a se tiene un ciclo con pesos muy altos en los arcos
que conectan las transiciones internas (las blancas). Si los lugares del cor-
te son los de la banda gris, los caminos entre transiciones de interfaz (las
grises) tienen ganancia 1. Aplicando la técnica de descomposicién de MG'’s,
se obtendrian los sistemas agregados de las figuras 4.3.b (£S1), 4.3.c (LS2)
y 4.3.d (BS). Si las tasas de las transiciones son 1, al aplicar el algoritmo
de aproximacién de throughput se obtienen errores del orden del 50%, lo
que no es aceptable para una técnica de aproximacién. Ademas, el error
aumenta si se incrementan la marcas que circulan por el ciclo y el peso de
los arcos del WTS original.

El problema reside en que los pesos de los arcos inducen sincronizaciones
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en las transiciones de los caminos internos a las subredes producto del corte y
estas sincronizaciones desaparecen en los sistemas agregados si s6lo se quiere
conseguir que estos sean vivos y limitados (para lo que basta preservar la
ganancia de los caminos a reducir). De esta manera, mientras en el sistema
original las 20 marcas iniciales tienen que estar todas juntas para poder
disparar cualquier transicién interna (las blancas), en BS tienen libertad
total para moverse, aumentando la velocidad del sistema y por tanto el
throughput de las transiciones. Los LS y LS» tienen el mismo problema en
la subred reducida. Al intentar aproximar el throughput de las transiciones
del sistema original por medio de sistemas agregados como los calculados,
se obtienen resultados muy pobres.

Por lo tanto, al descomponer un WTS no basta con construir sistemas
agregados vivos y limitados. De alguna manera hay que preservar las sin-
cronizaciones internas que contengan los caminos de las subredes a reducir.
En el caso de la figura 4.3, hay que preservar en los sistemas agregados la
sincronizacién de las 20 marcas. Este nivel de sincronizacién interna de un
camino se reflejard en el concepto de resistencia.

La resistencia de un camino trata de aproximar el grado de sincronizacién
interna del camino y, como se ha visto en el ejemplo anterior, es completa-
mente independiente del concepto de ganancia. El concepto de resistencia
es bastante méas complejo que el de ganancia o el de marcado ponderado y
para simplificar su exposicion, se expondra en dos fases. Primero se estu-
diaré el caso de caminos aislados, que se resume en el concepto de resistencia
estructural. Después se ampliara al caso de un conjunto de caminos, que se
resume en el concepto general de resistencia.

I] O10 DlO O [I

Figura 4.4: Camino de resistencia 10.

El caso de caminos aislados se puede ver con ayuda del ejemplo de la
figura 4.4. Aqui se tiene un camino con ganancia 1, pero el alto peso de
los arcos internos del camino inducen una sincronizacién en las marcas. Es
necesario disparar 10 veces la transicién inicial del camino para que se pueda
disparar la transicién intermedia, paso previo obligado para que se pueda
disparar por primera vez la transicién final del camino. Llegado ese momento
la transicién final se podra disparar 10 veces, igualando su nimero medio
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de disparos con el de la transicién inicial.

La definicién intuitiva de la resistencia de un camino es el niimero medio
de disparos de la primera transicion del camino que es necesario realizar
para poder disparar la ultima, capturando de esta manera el nivel de sin-
cronizacién interna del camino.

Definicion 4.11 Resistencia estructural de un camino.

Sea S = (N,mg) un WTS, m = (topitip2 .. .Pntn) un camino en N que
conecta dos transiciones to y t,,. Sean r; = F(ti—1,pi) y si = F(pi,ti) con
1 <i<mn . La resistencia estructural del camino 7 es:

J
RE(r) = max {H 8—} e Q*\ {0}.
ssn i T

La resistencia estructural de un camino sélo depende de los pesos de los
arcos del camino y es un numero racional estrictamente positivo. Formal-
mente, es el maximo producto parcial de los cocientes de los pesos de los
arcos de salida de los lugares entre los pesos de los arcos de entrada a los
mismos. La explicacién de esta férmula es la siguiente. El cociente entre los
pesos de los arcos de salida y entrada de un lugar es la proporcion entre el
nuimero de disparos de la transicién de salida del lugar y los de la transicién
de entrada (si el lugar estd inicialmente desmarcado). Cuando este cociente
es mayor que 1, hacen falta varios disparos de la transicién de entrada para
poder disparar la transicién de salida. Si el cociente es menor que 1 cuando
se dispara la transicién de entrada también es posible disparar la transicion
de salida. El producto parcial j es la proporcién entre el nimero de disparos
de la transicién inicial to y los de la transicién t;. Por lo tanto, el mayor
producto parcial indica el nimero de disparos de la transicién inicial del ca-
mino que es necesario realizar para poder disparar cualquier otra transicion
del camino y por lo tanto, poder disparar la transicién final. De esta forma,
la resistencia estructural recoge la idea intuitiva del concepto de resistencia
en el caso de un camino aislado.

En el caso de la figura 4.4, la resistencia estructural del camino seria 10,
puesto que el mayor producto parcial es el primero e igual a 10.

Proposicién 4.12 Sea S = (N, mg) un WTS, © = (topitip2 ... pntn) un
camino en N. Sea m; con 1 < i < n el subcamino de ® que une ty con t;

Y 7r§ con 1 <1 < n el subcamino de m que une t; con t,. FEntonces existe
1 <j<ntal que m =mjon; y RE(r;) = 1/G(r;) = RE(r).
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Demostracion:

Por la definicién 4.11, RE(m) = maxi<j<n{[[j=1 si/r:}. Sea j tal que
RE(m) = H{Zl si/ri. Entonces m = mj o 7r;- y el camino 7; cumple las
condiciones de la proposicién. &

Esta proposiciéon demuestra que en todo camino de un WTS hay una
transicién en la que se alcanza la resistencia estructural del camino. Este
resultado serd importante a la hora de reducir un camino preservando su
resistencia.

En el caso de la resistencia estructural no se tiene en cuenta el marcado
inicial de los lugares del camino. Esto es debido a que aunque las marcas
que pueda haber inicialmente hacen que la transicién final se pueda dispa-
rar antes, éste no es un comportamiento estacionario. Por ejemplo, en la
figura 4.4, si el primer lugar del camino tiene 4 marcas, sélo es necesario dis-
parar 6 veces la primera transicién del camino para completar las 10 marcas
necesarias para poder disparar la transiciéon intermedia y por lo tanto 10
veces la transicién final. Pero a partir de este comportamiento inicial tran-
sitorio, hace falta disparar 10 veces la transicion inicial para que se pueda
volver a disparar la transicién final. Por ello se ha hablado de niimero medio
de disparos al introducir de forma intuitiva el concepto de resistencia.

Figura 4.5: Resistencia entre transiciones.

La cuestién cambia si se tienen varios caminos conectando el mismo
par ordenado de transiciones. Por ejemplo, en la figura 4.5 se tienen tres
caminos entre las transiciones 77 y 75. Si el modelo original es vivo y
limitado, todos los caminos deben tener la misma ganancia (en el ejemplo
todos tienen ganancia 1), pero pueden tener distinta resistencia estructural.
Si se mira cada camino de la figura 4.5 por separado, el primer camino
tiene resistencia estructural 10, el segundo 5 y el tercero 1. La diferencia
con respecto al caso de un camino aislado es que ahora hay marcas que
estan permanentemente atrapadas en sus respectivos caminos. En efecto,
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aplicando el teorema 4.6, la diferencia entre los marcados ponderados de
dos caminos que conectan el mismo par ordenado de transiciones en un
WTS vivo y limitado debe ser constante en todos los marcados alcanzables.
Los tres caminos en cuestién tienen marcados ponderados iguales a 8, 2y 0
respectivamente. Como el tercer camino tiene marcado ponderado igual a 0,
las 8 marcas del lugar P, y las 2 marcas del lugar P4 estan permanentemente
atrapadas en sus respectivos caminos. Una consecuencia directa de que un
camino tenga marcas atrapadas es que la resistencia que ofrece el camino
para que la transicion final se pueda disparar es menor que su resistencia
estructural (resistencia del camino aislado) y éste es un comportamiento
permanente debido a que esas marcas atrapadas nunca abandonan el camino.
Dicho de otra manera, cuando se tienen varios caminos conectando el mismo
par ordenado de transiciones, la resistencia que ofrece cada camino para el
disparo de la transicién final depende no sélo de los pesos de sus arcos,
sino también del marcado ponderado de todos los caminos que unen las dos
transiciones. Y es el camino de menor marcado ponderado el que fija la
cantidad de marcas atrapadas en cada camino individual y por lo tanto su
resistencia.

En consecuencia, la resistencia de un camino en un WTS se definira como
su resistencia estructural disminuida en una cantidad igual al marcado pon-
derado atrapado del camino. Este marcado ponderado atrapado del camino
es una cantidad que no depende tinicamente de la estructura y marcado ini-
cial del camino, sino que depende de otros caminos en el WTS, es decir, es
una propiedad global a todo el WTS y no una propiedad local al camino en
cuestion. Por ello no es posible dar una definicién explicita formal y simple
del concepto de resistencia de un camino. Esta definicién formal se dara por
medio de un algoritmo en la siguiente seccién. Entonces serd necesario tener
en cuenta esta idea intuitiva de lo que se quiere reflejar con el concepto de
resistencia de un camino para poder desarrollar el algoritmo.

En el caso de la figura 4.5, la resistencia que ofrece el primer camino es
igual a su resistencia estructural (10) menos su marcado ponderado atrapa-
do (8) dando como resultado una resistencia de 2. El mismo calculo para el
segundo camino da una resistencia de 3 y para el tercero 1.

Por lo tanto, el concepto de marcado ponderado de un camino es ne-
cesario en la técnica de descomposiciéon estructural de WTS’s para dos
propositos. Por un lado, para generalizar el concepto de suma de marcas
empleado en MG’s y por otro lado, para calcular las marcas que eventual-
mente pueden estar atrapadas en algunos caminos y asi poder estimar la
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resistencia de los mismos.

A continuacién se va a demostrar una proposiciéon que relaciona la re-
sistencia estructural de un camino con la de dos subcaminos suyos, lo que
permite el cilculo eficiente de la resistencia estructural de cualquier camino.

Proposicién 4.13 Sea (N, mq) un WTS, 71 y ma dos caminos en N tales
que la tramsicion final de w1 es la transicion inicial de ma. Sea w3 = w1 0 7.
Se tiene que:

RE(m3) = max {RE(m), %5:3)} .

Demostracion:

Sean w1 = (tapit1...puty) y T2 = (tppit] ... pl,te) los dos caminos dados.
Sean r;, s; con 1 < ¢ < n los pesos de los arcos de 7 siguiendo la notacién
habitual y 75,44, Sp+i con 1 <4 < m los de mo. Por las definiciones 4.11 y 4.1
se tiene:

RE(m3) = max {ﬂﬁ}:max{ma,x{ﬁs—f} max {ﬁs_}}:

jellntm] | ;) i jeln] |2 i J delmtintm] 1] Ti
LIy s +i RE(m2)
max{ RE(m), || = - max n = maxq RE(m), ——= ;. &
{ ( 1) gri je[l,m]{i_]‘_[l T'n+i ( 1) G(ﬂ'l)

Otro resultado importante es el que relaciona la resistencia estructural
de un ciclo con su marcado ponderado.

Proposicién 4.14 Sea (N,mg) un WTS vivo y limitado. Sea m un ciclo
en N con transicion inicial y final t. Entonces M (mw,mg) > RE().

Demostracién:

Sean {p; }* ; v {ti}I", los lugares y transiciones del cicloy 7, sicon1 < i <mn
los pesos de los arcos de 7 (r; para arcos de transicién a lugar y s; para arcos
de lugar a transicién). Por la definicién 4.11 y la proposicién 4.12, sea i el
entero tal que RE(r) = [[%_; :—; Se observara el disparo de la transicion ¢;.
Por ser el WTS vivo, a partir de mg existe una secuencia de disparo o tal que
si mg-Zym entonces ¢; estd sensibilizada en m. Entonces m|p;] > s; por lo
que M (7, m) > mr—b:l] H;-;ll i—j > H;-:l i—j = RE(w). Ahora, por el apartado 2
del teorema 4.5, M (7, mg) = M (7, m) luego M (m,mg) > RE(m) . &
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La técnica estructural de descomposicién de WTS’s se basa en anadir al
modelo original una serie de nodos con el objeto de resumir el comportamien-
to de cada subred producto del corte. Algunos de estos nodos son lugares
implicitos (que no modifican el comportamiento del modelo). Por ello, es
necesario estudiar las principales propiedades de los lugares implicitos en
WTS’s. Con las propiedades que se han demostrado sobre la ganancia y el
marcado ponderado en WTS’s se pueden dar ahora estos resultados.

En la seccion 2.2.5 se introducen las definiciones de lugares implici-
tos (IP), estructuralmente implicitos (SIP), lugares estructuralmente im-
plicitos marcados (MSIP) asi como sus principales caracteristicas. Ahora
se van a estudiar caracteristicas particulares de los lugares implicitos en
relacién con los WTS'’s.

Para la técnica de descomposicion es suficiente que los lugares implicitos
tengan una tunica transicién de entrada y una tnica de salida. Por ello se
denotaran como TT-MSIP’s (MSIP’s de transicién a transicién) al igual que
en MG’s. De esta manera se logra que el sistema resultante de anadir estos
TT-MSIP siga siendo un WTS.

Propiedad 4.15 Sea S = (N, mg) con N = (P,T,F,W) un WIS yp¢e P
con *p =t; y p* =to. Seanr = W(ti,p), s =W(p,t,) yd € IN de forma
quer =7'd y s =s'd. Sea 8" = (N',my) el sistema resultante de sustituir
en S los pesos W (t;,p) por r' y W(p,t,) por s’ y el marcado inicial mg[p]
por |mylp|/d| (division entera, ver notacion 2.6). Entonces se tiene que S
es equivalente a S’ en el sentido de que RG(S) = RG(S’) (los grafos de
alcanzabilidad son isomorfos).

Demostracion:

Si d = 1 no hay simplificacién y el resultado es evidente. Por lo tanto se
estudiard el caso d > 1.

RG(S) es un grafo dirigido cuyo conjunto de vértices es R(S) y cuyo conjunto
de aristas son los pares (m, my) tales que mj, my € R(S) y existe t € T tal
que m; _t+my en S. Para establecer el isomorfismo buscado basta con dar
una biyeccién f : R(S) — R(S’) que preserve los disparos de transiciones,
es decir, debe cumplir que para cualesquiera m;,my € R(S) y ¢t € T, se
tenga que my;—“ymy en S si y sélo si f(my)—tsf(ms) en S'.

Sea f : RG(S) — RG(S’) dado por f(m) =m’ conm’[¢g] =m[g]sig#py
m'[p] = |m[p]/d] (divisién entera). Antes de demostrar que f es la biyeccién
buscada, observar que existe 0 < ¢ < d tal que m[p] = ¢ (mod d) para
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todo m € R(S). En efecto, por el algoritmo de la divisién (teorema 2.5),
my[p] = m'd+cconm’ >0y 0 < ¢ <d Entonces mglp]=c (mod d),
y por definicién de d, r = s = 0 (mod d). Ahora, m[p] sélo se modifica
ante el disparo de t; o t,, pero en cualquier caso no se modifica su resto
al dividir por d (ya que r = s = 0 (mod d)), luego m[p] = ¢ (mod d)
para todo m € R(S). Dicho de otra forma, las ¢ marcas (si ¢ > 0) estdn
permanentemente atrapadas en el lugar p y se pueden eliminar. Se procederd
a demostrar que f cumple las propiedades deseadas. Hay que tener en cuenta
que la tnica diferencia entre m y f(m) estd en el marcado del lugar p para
todo m € R(S).

1) Ver que m; —*smy en (N, m;) siy sélosi f(m;) s f(mg) en (N, f(my)).
Sit#t;yt+#t,, el resultado es evidente ya que p € *t Ut® y por lo tanto
my[q] = f(my)[g] y mz[q] = f(mgz)[g] para todo ¢ € *t Ut°.
Sit=t;yt;#to, m-_ymy en (N,m;) < t; sensibilizada en (N, my)
y my[p] = my[p] + r < t; sensibilizada en (N7, f(m1)) (ya que p &€ *t;) y
f(m2)[pld + ¢ = f(my)[p]d + ¢ + r'd (por definicién de f y r) < t; sensi-
bilizada en (N7, f(m1)) y f(ma)lp] = f(m)lp) + 7' < £(m1)— f(ms) en
(N, £ (o).

Sit=t,yt; # to, mi—Loymy en (N, my) < my[p] > sy myfp] = my[p]—s <
f(my)[pld+ ¢ > s'dy f(msg)[pld + ¢ = f(my)[p]d + ¢ — s'd (por definicién
de fy s) & f(m)[p] > s (por ser ¢ < d)y f(my)[p] = f(m)[p] - 5" <
£ ()2, f(m3) en (A, f(my)).

Sit=t; =t,, m;-2smy en (N ,my) & my[p] > sy malp] = myp]+r—s <
f(my)[pld+c > s'dy f(ms)[pld+c = f(my)[p]d+c+r'd—s'd (por definicién
de f,rys) < f(m)lp] > s’ (porser ¢ < d)y f(mz)[p] = f(m)[p]+r'-s" <
F(m) L2, f(mg) en (7, f(my)).

2) Ver que f estd bien definida, es decir, m € R(S) siy sélosi f(m) € R(S').
El apartado anterior puede extenderse (por induccién sobre la longitud de
secuencias de disparo) al siguiente resultado; para todo o € L(N,m;),
m;-Zymy en (N, my) siy sélo si f(my)-Zsf(mz) en (N, f(m1)). Y este
resultado es valido para cualquier marcado m; de A/, en particular para my.
Ahora, m € R(S) & Jo € L(S) tal que my—Zsm en S < f(my)-Zs f(m)
en 8’ & f(m) € R(S') y o € L(S') (porque f(mg) = my). &

Esta propiedad asegura que en un WTS se pueden simplificar los pesos
de los arcos de entrada y salida de cualquier lugar por cualquier divisor
comin de los mismos, en particular por su maximo comun divisor, obte-
niendo de esta manera pesos que son primos entre si. En cuanto al marcado
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del lugar en el que se realiza la simplificacién, se puede hacer la divisiéon
entera del marcado que tenia por el factor de simplificacién de los pesos de
sus arcos ya que el posible resto de marcas (el valor ¢ de la demostracién)
estdn permanentemente atrapadas en el lugar y no juegan ninguin papel en
el funcionamiento del WTS (tnicamente en la codificacién de los marca-
dos alcanzables). En consecuencia, se puede suponer a partir de aqui que
el WTS original es tal que los pesos de los arcos de entrada y salida de
cualquier lugar son primos entre si. De esta manera se eliminan marcas de
lugares que no juegan ningin papel en el funcionamiento del WTS y que se
deben tnicamente a errores de modelado por parte del analista. El siguiente
resultado es el equivalente al anterior, pero multiplicando los pesos de los
arcos.

Corolario 4.16 Sea S = (N, mg) con N = (P, T,F,W) un WISype P
con °p = t; y p* = t,. Sean r = W(t;,p), s = W(p,t,) y d,c € Z con
0 <c<d SeaS = (N mj) el sistema resultante de sustituir en S
los pesos W (t;,p) por rd y W(p,t,) por sd y el marcado inicial mq[p] por
my[p]d+c. Entonces se tiene que S es equivalente a S’ en el sentido de que
RG(S) = RG(S') (los grafos de alcanzabilidad son isomorfos).

Demostracién:
Evidente, aplicando la propiedad 4.15 a S’ con factor de simplificacién d.
Al ser 0 < ¢ < d se tiene que |mg[p|/d| = |(mo[p]d + ¢)/d| = mg[p]. &

Teorema 4.17 Sea (N,mg) un WTS y t, t' dos transiciones del mismo
tales que existe un camino m en N de t a t' con G(w) = g—;. Seap & P un
lugar con *p =t y p* =t tal que W(t,p) = g1 y W(p,t') = g2. Entonces p

es un TT-MSIP.

Demostracién:

Sean {p;}i", y {ti}iy los lugares y transiciones de 7 (se asume que tg =t
y tn =t'). Sean r; = W(ti_1,p:), si = W(pi,t;) con 1 < i < n los pesos de
los arcos de 7. Por la definicién 4.1 de ganancia, se tiene que g—; =L 5
Por la propiedad 4.15 se puede suponer, sin pérdida de generalidad, que
g1 =IIie1 7 y g2 = ;= si. Entonces, el vector de incidencia 1, del lugar p
es tal que Ly[to] = g1, L[tn] = —g2 ¥ L,[t] = 0 para cualquier otra transicién
t # to,tn. Por la definicién 2.61 de MSIP, hay que encontrar un vector y > 0
tal que y - C =1, (C es la matriz de incidencia de N).
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El vector y tiene una componente por cada lugar de A/. Se denotara cada
componente por el lugar al que corresponde. Sea y tal que y[p] =0sip & w
yylpil = (H;;ll sj) - (Il}=i117;) para 1 < i < n (se asume que los productos
vacios valen 1). Por construccién y > 0. Ver que y - C = 1,,.

Como y sélo tiene componentes no nulas en los lugares de 7, basta fijarse
en las filas de C correspondientes a los lugares p; con 1 < i < n.

Sit & m, entonces C[p;,t] = 0 para 1 < i < n, es decir, y - C[t] = 0.
Sit=1t;conl <i<n, C[pi,t] = —Si, C[pi+1,t] =Ti+1y C[pj,t] =0
sij#4,i+1y1<j<n Entoncesy - C[t] = rin1y[pit1] — siy[pi] =
rict (Tl ) (T2 77) — si(TTi 89) (i 1) = (Iimy ) ([t 1) —
(H;’:l Sj)(H;'L:iJrl rj) = 0.

Si t = tp, entonces C[p1,t] = r1 y C[p;,t] = 0 para 1 < i < n, por lo que
y - Clt] = r1y[p1] = r1([Tj=2rj) = [Tj=1 75 = g1-

Si t = ty, entonces Clpy,t] = —s, y Clpi,t] = 0 para 1 < i < n, por lo que

y - C[t] = —sn¥[pn] = —sn( ?:—11 55) = _H?:1 sj = —ga.
Por lo tanto, se ha demostrado que y - C =1,,. o

Este teorema da la forma de anadir lugares TT-MSIP a un WTS. Se
puede hacer entre transiciones conectadas por un camino en la red original.
Basta con calcular la ganancia de un camino que una las transiciones que
se quieren conectar por medio del lugar implicito. Como la ganancia es un
ndmero racional positivo se toma su numerador y denominador y estos son
los pesos que hay que poner a los arcos del lugar.

Los siguientes resultados resuelven el problema del calculo de un marcado
inicial para que un TT-MSIP sea implicito.

Proposicién 4.18 Sea (N, mg) un WTS yt;, t, dos transiciones del mismo
tales que existe un camino m en N de t; a t, con G(w) = z—;. Sea p ¢ P
un TT-MSIP con W (ti,p) = g1, W(p,to) = g2 y mg[p] = |g1 - M (7, my)].
Entonces p es implicito.

Demostracién:

Sean r;, s; con 1 <4 < n los pesos de los arcos de 7 siguiendo la notacién
habitual ({p;}?; son los lugares de 7). Sea (N, mf) el sistema que resulta
al anadir a (N, myg) el lugar p ¢ P del enunciado. Se demostrard que p es
implicito, es decir, L(N, mg) = L(N,, mf).

Por la propiedad 4.15, se puede suponer sin pérdida de generalidad que
g =112y g2 = IIiq sie
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Es evidente que L(N,, mf) C L(N,mg) porque para construir (AN, mg) a
partir de (A, mb) sélo se quita una restriccién de disparo para t, (la del
lugar p).

Para demostrar que L(N, mg) C L(N?, m{) basta ver que p nunca es el tinico
lugar que impide el disparo de t, (porque ésta es la tnica diferencia entre
(N,mg) y (Np,m})). Formalmente, hay que ver que si m? € R(N,, m})
es tal que para todo ¢ € *t, con ¢ # p se cumple mP[q] > W(q,t,), en-
tonces se tiene que mP[p] > go. Sea 7' el camino ¢;pt,. 7™ y 7 son dos
caminos en (N,,m}) de t; a t,. Por construccién de (N,my), (N}, m})
y ' se tiene que G(7) = G(7') y M(m,my) = M(w,m}) = M(7',mf).
Por la proposicién 4.4, se tiene que M (m,mP) = M (xn',mP) para todo
m? € R(N,,mf)). Si m” € R(N,, mf) es tal que para todo ¢ € °t, con
q # p cumple mP[q] > W (q,t,), en particular m[p,] > s, (p, es el dltimo

lugar del camino m). En este caso M(m,mP) > 1/G(n') = £, es de-
cir, M(n',mf) = M(m,mf) > £. Como M(n',mq]) = m;[q}’ entonces
mP[p| > g9, luego p es implicito. O

Esta proposicién demuestra que para encontrar un marcado inicial que
haga implicito a un TT-MSIP en un WTS, basta calcular el marcado pon-
derado de un camino cualquiera que una las transiciones, multiplicarlo por
el numerador de la ganancia y redondear por defecto.

En el caso de WTS’s vivos y limitados todos los caminos que unen un
mismo par ordenado de transiciones tienen la misma ganancia (teorema 4.6),
por lo que se puede elegir cualquiera para los calculos. En este caso se
obtendrd un TT-MSIP con menor marcado inicial si el camino elegido para
efectuar los calculos es el de menor marcado ponderado.

Teorema 4.19 Sea (N, mg) un WTS vivo y limitado y t;,t, dos transicio-
nes de N tales que G(t;,t,) = %' Seap & P un TT-MSIP con W (t,p) = g1
y W(p,t') = go. Un marcado suficiente para que p sea implicito es:

my[p] = {gl . IIliIl{M(ﬂ',mo) | e 'P(t,t')}J

Demostracion:

Basta con aplicar la proposicion 4.18 al camino entre ¢; y t, de menor mar-
cado ponderado inicial. Siempre existe un camino de menor marcado pon-
derado ya que, por el apartado 2 del teorema 4.5, los caminos con ciclos
tienen mayor marcado ponderado que los caminos simples que contienen y
s6lo hay un numero finito de caminos simples entre dos transiciones. &
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A diferencia del caso de MG’s, en WTS’s es mucho més complicado
calcular el minimo marcado inicial que hay que poner a un TT-MSIP para
hacerlo implicito. Hay que tener en cuenta que el marcado ponderado de un
camino no da informacién sobre la distribucién interna de las marcas en los
lugares y por lo tanto, de la posibilidad o no de disparar sus transiciones.
Puede ocurrir que el camino de menor marcado ponderado entre ¢; y ¢, nunca
llegue a perder todas sus marcas en todos los estados alcanzables del WT'S lo
que harfa posible reducir mg[p] sin que p deje de ser implicito. Una forma de
calcular este marcado minimo consiste en tomar el camino de menor marcado
ponderado de t; a t, y con él calcular el menor marcado ponderado alcanzado
en todos los estados alcanzables del sistema. Con ese valor (que podria ser
estrictamente mayor que 0) y el numerador de la ganancia se calcula el
marcado minimo de p que lo hace implicito. Obviamente este cdlculo no
tiene sentido desde el punto de vista practico por su elevada complejidad.
Por lo tanto, habrd que conformarse con poner a los TT-MSIP un marcado
inicial que los haga implicitos, aunque no sea el minimo en algunos casos.

Corolario 4.20 Sea (N, mg) un WTS vivo y limitado y t;, t, dos transicio-
nes de N tales que G(t;,t,) = g—;. Seap & P un TT-MSIP con W(t;,p) = ¢1
y W(p,to) = g2. Entonces p es implicito para cualquier marcado inicial

my[p] > {gl -min{M(W,mo) | e ’P(ti,to)}J.

Demostracién:

El lugar p es implicito para el mg[p] del teorema 4.19. Ademds, por el
apartado 2 del teorema 4.6, un eventual exceso de marcas en p permanece
alli atrapado en todos los marcados alcanzables (ya que el camino de menor
marcado ponderado entre ¢; y t, no cambia) por lo que aumentando mg|p]
no cambia RG(AN, mg) excepto en el nimero de marcas de p. &

El célculo del marcado inicial de un TT-MSIP para hacerlo implicito
puede hacerse aplicando una ligera modificacién del algoritmo de Floyd (ver
algoritmo 3.7). Para ello serd necesario calcular la ganancia entre dos tran-
siciones cualesquiera del WTS’s. En la siguiente secciéon se abordaran estos
problemas.

En la reduccién de WTS’s se calculan conjuntos de lugares implicitos que
resumen el comportamiento de ciertas subredes del WT'S. Es interesante que
el conjunto de lugares implicitos sea lo mas pequeno posible para reducir
la estructura de los sistemas agregados y por lo tanto la complejidad de
su estudio. Para poder eliminar lugares implicitos que aportan la misma
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informacién que otros lugares implicitos del conjunto se necesita el siguiente
teorema.

Teorema 4.21 Sea (N, mg) un WTS vivo y limitado, t;,t; y ty tres tran-
siciones de Ny pik, Prj Y pij tres TT-MSIP’s de t; a ty, de ty, a t; y de
t; atj respectivamente, con el marcado inicial indicado en el teorema 4.19.
St existe un camino en N de t; at; de marcado ponderado minimo pasando
por ty, entonces p;; es implicito respecto a pix, prj (ver definicion 2.62).

Demostracion:
Sea 73 el camino de marcado ponderado minimo de t; a t; pasando por tj.
Se denotardn por 7 y w2 a los subcaminos de 73 que van de ¢; a t y de
tx a t; respectivamente. Es evidente que w1 y m2 son caminos de marcado
ponderado minimo de ¢; a tj y de t; a t; respectivamente.
Sean r;, s; con 1 < ¢ < n los pesos de los arcos de 7 siguiendo la notacién
habitual y %, s con 1 < i < m los de ma. Sean r = [[}-; 7, s = [[1=; s,
v =TI, r y s =TI, s, para simplificar notacién.
Por la propiedad 4.15, se puede suponer sin pérdida de generalidad que
W (ti,pir) = r, W(pik, tx) = s y mo[pix] = |rM(m1,mg)] = rM(m1, mg) (ya
que rM(m,mg) € Z"). Andlogamente, W (tg,pr;) = 'y W(pkj,tj) = &
y mo[pg;] = ' M (72, mg). Por dltimo, W (t;,pi;) = rr'’, W(pij,t;) = ss’ y
my [pl]] = T”I"’M(Tl'g, mo). )

T

Sea 7 el camino (t;pitrpr;tj). Por el teorema 4.6, G(m) = G(m3) = T ¥

M(T(,mo) _ mor[‘plk] + Smgr[‘jllkj} _ rM(m1,mgp) + sr' M (wp,mp) _ M(ﬂ'l,m()) +

r rr’
% = M(m3,mg). Luego 7 es otro camino de marcado ponderado

minimo entre ¢; y t;. Por el teorema 4.19, el lugar p;; también es implicito
respecto al camino . O

Este teorema no es tan fuerte como el teorema 3.5 en el caso de MG'’s.
En MG’s se tenia una equivalencia. En WTS’s sélo se tiene una condi-
cién suficiente para poder eliminar un determinado TT-MSIP. En cualquier
caso, este resultado es suficiente para poder reducir el nimero de lugares
implicitos.

El reciproco del teorema 4.21 no es cierto, como puede verse en la figu-
ra4.6. Aqui se tienen las transiciones t;, ¢, y t; (con la notacién del teorema).
El camino de marcado ponderado minimo de t; a tj es el (t;pitipaty) que
tiene ganancia 2/3 y marcado ponderado 3/2. El TT-MSIP correspondien-
te es el lugar p;; con marcado inicial 3. El camino de marcado pondera-
do minimo de t; a t; es el (txp3tapat;) que tiene ganancia 3/2 y marcado
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Figura 4.6: Contraejemplo para el reciproco del teorema 4.21.

ponderado 2/3. El TT-MSIP correspondiente es el lugar py; con marcado
inicial 2. Por ultimo, el camino de marcado ponderado minimo de ¢; a t; es
el (t;pstspet;) que tiene ganancia 1 y marcado ponderado 2. El TT-MSIP
correspondiente es el lugar p;; con marcado inicial 2. Notar que el cami-
no (t;pirtrpr;t; es de ganancia 1 y marcado ponderado 5/2, por lo que el
TT-MSIP que le corresponde es el mismo lugar p;;, es decir, el lugar p;; es
implicito respecto a los lugares p;; y px;j. Sin embargo, el camino de menor
marcado ponderado de ¢; a ¢; no pasa por t.

4.3 Descomposicion estructural de WTS’s

Una vez estudiadas las principales caracteristicas estructurales de los WT'S’s,
incluidos algunos resultados respecto a los lugares implicitos en la clase de
los WTS’s, se va a desarrollar la técnica estructural de descomposicidn.
La descomposicién de WTS’s sigue la misma filosofia que la de MG’s del
capitulo anterior. Un WTS vivo y limitado se descompone en K subredes
por medio de un corte B definido sobre lugares (como en MG’s). A partir
del corte y de las subredes se construyen K sistemas de bajo nivel £S; con
1 < i < K y un sistema de alto nivel o esqueleto basico BS. Cada LS; con-
tiene completamente una de las subredes producto del corte y agregaciones
del resto de las subredes. El BS se compone de las agregaciones de todas
las subredes.

La forma de agregar subredes en WTS’s es una extension de la de MG’s,
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en el sentido de que la técnica de agregaciéon que se va a exponer en esta sec-
cién aplicada a un MG da exactamente los mismos sistemas agregados que
los que se conseguian con la técnica del capitulo anterior. Ahora las agre-
gaciones de cada subred se consiguen por medio de TT-MSIP’s y algunas
transiciones inmediatas que intentan resumir la resistencia de ciertos cami-
nos de las subredes. Para ello son necesarias las propiedades demostradas
en la seccién anterior.

En WTS’s (a diferencia del caso de los MG’s) no es cierto que el com-
portamiento de los LS; y BS en cuanto a marcados alcanzables y secuencias
de disparo sea una proyeccién exacta de los del WTS original sobre los no-
dos preservados en cada sistema agregado. Esto sélo serd cierto en algunos
WTS’s, por ejemplo en los MG's.

En esta memoria se incluye una mejora parcial respecto a la técnica desa-
rrollada en [PJCS96b], que consiste en reducir la estructura de los sistemas
agregados calculados en esta fase de descomposicién en cuanto al nimero
de nodos necesarios para resumir el comportamiento de las subredes. En
[PJCS96b] puede ocurrir que entre los nodos calculados en la reduccién de
las subredes haya algunos redundantes. Por ejemplo, algunos TT-MSIP’s
pueden ser implicitos respecto a otros TT-MSIP’s en los LS; y BS y por
lo tanto, pueden ser eliminados. Aqui se desarrollard la técnica de manera
diferente eliminando los nodos redundantes.

Definicién 4.22 Sea S = (N, mg) un WTS con N = (P,T,F,W). Un
subcongunto de lugares B C P se dice K-corte (K > 2) de N si existen K
subredes N = (P;, T;, F;, W;) con 1 <i < K de N tales que:

DU T, =T y TinTj=0para1<i,j<K,i#j.

ii) P,="T, UT;* para1 <i< K.

i) Uy Pi=P y Uiy (PNP)=Bpara1<i,j<K.

w) E=FN(PBxT)U(T; xB)) yW;=W]|p, paral <i< K.

Las transiciones del conjunto TT = *BU B*® se llaman transiciones de inter-
faz. El resto se llaman transiciones internas.

Una vez definido un corte sobre un WTS, hay que calcular los LS; y
el BS. Para realizar esta tarea se calcula, para cada subred producto del
corte, un conjunto de lugares implicitos (concretamente TT-MSIP’s) y de
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transiciones inmediatas que resumen el comportamiento interno de la subred.
En cada subred se pretende mantener las transiciones de interfaz, con el fin
de que en la parte numérica de la técnica de aproximacién sean éstas las
transiciones que resuman la evolucién temporal de la subred (en concreto
el tiempo de respuesta). Para reducir una subred producto del corte es
necesario preservar por un lado la ganancia de los caminos de la subred (para
que los sistemas agregados sean vivos y limitados) y por otro lado la maxima
resistencia o nivel de sincronizacién interna de los caminos que conectan dos
transiciones de interfaz dadas (para mejorar los resultados numéricos de la
técnica de aproximacién de throughput). Estos nodos se anadirdn al WTS
original para construir de forma eficiente un sistema extendido, £S. Por
construcciéon, £S tiene el mismo lenguaje de secuencias de disparo que el
WTS original. El grafo de estados alcanzables de £S es isomorfo al del
WTS original. Sélo difieren en la codificacién de los marcados debido al
mayor numero de lugares de £S. A partir de £S es inmediato construir
los LS; y el BS.

Por lo tanto, el primer objetivo consiste en desarrollar los algoritmos
necesarios para calcular la ganancia de los caminos de cada subred y la re-
sistencia maxima entre transiciones de interfaz. Para calcular las resistencias
maximas, es necesario conocer el marcado ponderado que tiene atrapado ca-
da camino. Para ello es necesario calcular previamente los marcados ponde-
rados minimos entre cualesquiera dos transiciones del WTS. Posteriormente
se utilizaran estas cantidades para calcular los nodos necesarios para reducir
cada subred y generar los sistemas agregados.

El primer algoritmo que se va a tratar resuelve el calculo de ganancias
de cualquier camino en el WTS, incluidos los de cada subred producto del
corte. Como los WTS’s que se quieren descomponer son vivos y limitados,
las ganancias de dos caminos con las mismas transiciones inicial y final son
iguales (teorema 4.6). Para almacenar las ganancias entre cualesquiera dos
transiciones del WT'S es suficiente un vector g de dimensién igual al niimero
de transiciones del WT'S que asocie un valor g(¢) a cada transicién ¢; de for-
ma que la ganancia de t; a t; sea g(j)/g(i). Para este algoritmo se tomard
como datos de entrada la estructura del WTS en forma de grafo dirigido
con pesos. Dado un WTS, se puede construir un grafo dirigido con pesos
con un vértice por cada transicién del WTS y una arista del vértice vy al
vértice ve si y sélo si existe un lugar p12 en el WTS que conecta la transicién
correspondiente a v; con la transicién correspondiente a vy. El peso aso-
ciado a esta arista serd la ganancia del camino elemental (¢1p1at2), es decir,
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W (t1,p12)/W (p12,t2). Un grafo dirigido definido de esta manera contiene
toda la informacién sobre la estructura del W'T'S relativa a la ganancia entre
transiciones.

Algoritmo 4.23 Calculo de ganancias.

input: (V, A) grafo dirigido asociado a un WTS vivo y limitado.
L:A— Qt\ {0} funcién de etiquetado de las aristas tal que
L(v1,v2) = G(v1,v2) (ganancias de caminos elementales)
Q cola de vértices por visitar
B vector de vértices visitados (inicialmente false)
g vector de ganancias

Q= {v1}
B(v;) := true
g(l):=1

while Q # 0 do
v := primero(Q)
C:={eV]|(v)eA}
for each v' € C do
if B(v') = false then
B(v') := true
inserta v’ en Q
g(v') = g(v) - L(0,)
end if
end for
end while
output: Vector g tal que g(i) = G(t1,t;)

Este algoritmo realiza un recorrido en anchura del grafo asociado al
WTS. Como el WTS es vivo y limitado, entonces es fuertemente conexo
(teorema 2.50) lo que asegura que el recorrido pasa por todos los vértices
del grafo. Se puede comenzar el recorrido por cualquier vértice, por ejemplo
el v1 (correspondiente a la transicién ¢1). En la iteracién i del bucle exterior
del algoritmo se visitan los vértices del grafo conectados a v; por medio de
un camino de ¢ aristas. Para guardar los vértices que hay que visitar, se
utiliza una estructura de datos tipo cola (@ en el algoritmo). Al visitar
un vértice, se calculan todos los vértices directamente conectados con él
(conjunto C' del algoritmo) por medio del conjunto A de aristas del grafo.
Para evitar pasos multiples por un mismo vértice se mantiene el vector B de
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variables légicas en el que se marcan los vértices ya visitados. Este vector
asegura la finalizacién del algoritmo, que ocurrird cuando todos los vértices
hayan sido visitados. El calculo que se pretende realizar con este algoritmo
es el vector g tal que g(i) = G(¢1,t;). Esto se consigue por medio de las
etiquetas de las aristas del grafo (funcién L del algoritmo). El siguiente
teorema demuestra la correccién del algoritmo.

Teorema 4.24 Sea (N, mg) un WTS vivo y limitado y g el vector calculado
por medio del algoritmo 4.23. Sit; y tj son dos transiciones de (N, mg)

entonces G(t;,t;) = g(Jj)/g(%).

Demostracién:

Hay que tener en cuenta que el vértice v; de (V, A) se corresponde con la
transicién t; de N. Para cada vértice v; sea n(v;) el nimero minimo de
aristas que hay que atravesar en (V, A) para ir de v; a v;. Se demostrard
por induccién sobre n(v;) que g(i) = G(t1,t;) para cualquier vértice v;.
Para n(v) = 0 es evidente el resultado porque el unico vértice que cumple
n(v) = 0 es vy y el algoritmo calcula g(1) = 1 = G(t1,t1). Si el resultado
es cierto para los vértices v; tales que n(v;) < n, ver que también lo es para
los vértices v; tales que n(v;) =n+ 1.

En efecto, sea v; con n(v;) = n+ 1y v; el primer vértice que provoca la
primera visita a v; en el algoritmo 4.23. Entonces, n(vj) =ny (vj,v;) € A.
En este caso, en la iteracién n 4+ 1 del bucle exterior del algoritmo se hace
calculo g(7) = g(j) - L(vj,v;) = g(j) - G(tj,t;). Por hipétesis de induccién,
g(j) = G(t1,t;), luego g(i) = G(t1,t;) - G(t;,t;) = G(t1,t;) (proposicién 4.8)
lo que demuestra la correcién del algoritmo.

Como cualquier ciclo de (N, mg) tiene ganancia 1 (apartado 1 del teore-
ma 4.5) y N es fuertemente conexo (teorema 2.50), entonces se tiene que,
para cualesquiera t;, t; transiciones de N, G(t;,t;) - G(t;,t;) = 1. Por lo

j G(t1,t; < o
tanto, 8 = SHLU) — G(t;,11) - G(t1,t;) = G(ti,t;) (proposicién 4.8). <

Las estructuras de datos del algoritmo 4.23 son de tamano |A| o |V| (car-
dinal de A o de V). Como el WTS es vivo y limitado, por el teorema 2.50
también es fuertemente conexo y entonces |A| > |V| por lo que la compleji-
dad en espacio del algoritmo 4.23 es O(]A|). La complejidad en tiempo es
también O(|A|) porque en el peor caso hay que recorrer todas las aristas del
grafo. Traduciendo a notacién de redes de Petri, la complejidad en espacio

y tiempo del algoritmo 4.23 es O(|P|) (cardinal del conjunto de lugares del
WTS).
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Una vez que se tienen calculadas las ganancias entre dos transiciones
cualesquiera de un W'TS vivo y limitado, se estd en disposicién de atacar el
problema de el calculo de los marcados ponderados minimos. Este calculo
puede hacerse con una ligera modificacién del algoritmo de Floyd para el
calculo de caminos de peso minimo entre los vértices de un grafo dirigido
con pesos. El algoritmo de Floyd se basa en el calculo del peso total de un
determinado camino sumando los pesos de subcaminos suyos. En el caso
del marcado ponderado, es la proposicién 4.10 la que relaciona el marcado
ponderado de un camino con los de sus subcaminos. Para poder aplicar esta
relacion entre marcados ponderados es necesario disponer de las ganancias
de los subcaminos, problema ya resuelto con el algoritmo 4.23. Se aprove-
chard para calcular cudndo un determinado camino de marcado ponderado
minimo pasa por una transicién de interfaz o no lo que permitird disminuir
la cantidad de lugares implicitos necesarios para reducir una determinada
subred (de acuerdo con el teorema 4.21). Todas estas cuestiones suponen
ligeras modificaciones de la funcién de coste con respecto al algoritmo ini-
cial de Floyd por lo que es necesario demostrar su correccién. Y para ello
se utiliza el marco general para la resolucién de problemas de caminos en
grafos dirigidos con pesos de [CLR90] y que se ha explicado con detalle en
el capitulo 3. Para el siguiente algoritmo se utiliza el mismo grafo dirigido
que en el algoritmo 4.23. En lo tnico que se diferencian es en las etiquetas
que se asocian a las aristas del mismo. Por ello, el primer paso consiste en
definir el tipo de etiquetas que se van a utilizar ahora.

Definicién 4.25 Sea S = (Q" x Q' \ {0} x {0,1} x {0,1}))U0UT (0 y 1
son dos elementos especiales). Se definen las siguientes operaciones en S':

i) Operador extension ©®
(w1, g1, b1,v1) © (w2, g2, b2, v2) = (w1 +w2/g1, g1g2, max{by, bz, v1},v2),

(w,9,b,v) ©0 =00 (w,9,b,v) =0,001=1600=0,000 =0,
(w,9,0,v) ©1 =10 (w,g,b,v) = (w,g,b,v) y IOT=1.

it) Operador resumen @

w; <wgy 0

wy =ws Yy by > by

w1 > we O

w1y =wy Yy by < by
0 = (w,9,b,v), 001 =10 = 1,

=1® (w,9,b,v)=1,000=0y11=1.

(wlagablav) st
(wlaga bl,U) S (w2agab27v) =
(w27gab2alv) st
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El dominio de las etiquetas S estd formado por cuaternas de nimeros
(un racional no negativo, un racional estrictamente positivo y dos variables
16gicas) y dos elementos especiales 0y 1. Los elementos 0 y 1 no tienen expre-
sién facilmente interpretable en el conjunto Q" x Q1 \ {0} x {0,1} x {0,1}
y por ello se les denota de forma diferente y se muestra cémo operan con el
resto de elementos.

La interpretacién de las etiquetas es sencilla. 0 es la etiqueta de los pares
ordenados (u,v) de vértices que no son aristas del grafo y 1 es la etiqueta del
camino vacio (como en el marco general). Por lo que respecta a los elementos
de @ x Q" \ {0} x {0,1} x {0,1}, la primera componente es el marcado
ponderado del camino que lleva la etiqueta (es un racional no negativo), la
segunda es la ganancia (es un racional estrictamente positivo), la tercera una
variable légica que indica si el camino pasa (1) o no (0) por una transicién
de interfaz (descontando las transiciones inicial y final), y la cuarta es otra
variable légica que indica si el vértice final del camino corresponde (1) o
no (0) a una transicién de interfaz.

El operador extensién ® calcula, a partir de las etiquetas (w1, g1, b1,v1)
y (w2, g2,b2,v2) de un par ordenado de caminos, la etiqueta (w, g,b,v) del
camino formado por la concatenacién de los dos caminos manteniendo el
orden. Por ello, el marcado ponderado resultante es w = w; + wa/g1 (pro-
posicién 4.10) y la ganancia es g = g1g2 (por proposicién 4.2). El camino
resultante pasa por una transicion de interfaz si lo hacia cualquiera de los
dos que lo componen o si el vértice por el que se unen corresponde a una
transicién de interfaz, es decir, b = max{bj,bo,v1}. Y el dltimo vértice del
camino resultante es el mismo que el ultimo vértice del segundo camino,
es decir, v = v9. La etiqueta correspondiente a la extensién de cualquier
camino con el camino vacio (1) o el inexistente (0) explica el resto de la
definicién del operador extensién.

El operador resumen & calcula, a partir de las etiquetas de dos caminos
con el mismo vértice de origen y destino, la etiqueta del camino de menor
marcado ponderado, y en caso de igualdad, la del que pase por una transicién
de interfaz, es decir, al operar con etiquetas se coge la etiqueta de menor
primera componente (marcado ponderado del camino) y en caso de igualdad
la de maxima tercera componente (indicador de paso por una transicién de
interfaz). Notar que se exige que la segunda y cuarta componente (ganancia
y tipo de vértice final del camino) sean la misma para todas las etiquetas
diferentes de 0 y 1 ya que sélo se resumen caminos con los mismos vértices
origen y destino y estos obviamente tienen el mismo tipo de vértice final y
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la misma ganancia (por ser el WTS vivo y limitado y por el teorema 4.6).
El resumen de otras etiquetas con las del camino vacio o el inexistente son
faciles de explicar con esta interpretacion.

Si se sigue el marco general, el operador resumen deberia estar definido
para cualquier par de etiquetas (cosa que no ocurre en la definicién 4.25).
Pero al igual que en MG’s, se pueden relajar algunas de las condiciones
en este caso ya que el resumen de caminos siempre se aplica a etiquetas
de caminos con el mismo vértice de origen y de destino, o como mucho a
las del camino vacio (1) y/o al inexistente (0). Por lo tanto, es suficiente
que el operador resumen @ esté definido para las etiquetas de conjuntos
de caminos con el mismo origen y destino junto con el camino vacio y/o
el inexistente. Y todos los caminos con el mismo origen y destino en un
WTS vivo y limitado tienen a su vez la misma ganancia (teorema 4.6). Esta
relajacion afectard tanto al resumen finito de etiquetas como al resumen de
sucesiones de caminos.

Definicién 4.26 Un semianillo cerrado en sentido laxo es un semianillo
cerrado (ver definicion 3.8) en el que el operador resumen @ se define
unicamente para etiquetas de caminos con el mismo origen y destino junto
con el camino vacio y/o el inexistente.

Se va a demostrar ahora que el dominio de etiquetas con las operaciones
extension y resumen asi definidas tiene estructura de semianillo cerrado en
sentido laxo, es decir, salvo la relajaciéon que se han explicado referente al
operador resumen.

Propiedad 4.27 Sea S = (Q x Q' \ {0} x {0,1} x {0,1})) UOUT el
dominio de etiquetas y ® y @ los operadores extension y resumen de la de-
finicion 4.25. Entonces (S,®,®,0,1) tiene estructura de semianillo cerrado
en sentido lazo (ver definicion 4.26).

Demostracion:

i.1) (S, ®,0) es un monoide.

@ es una operacién interna en S por definicién ya que el min es interna
en Q" y el max es interna en {0,1}. Que 0 es elemento neutro para @
también es evidente por la definicién. Sélo falta demostrar la propiedad
asociativa. Sean si, s2, s3 € S. Se distinguen tres casos:

Caso 1) Algin s; es 0. Nuevamente hay tres casos. Aplicando que 0 es
elemento neutro de @, se tiene:
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06 (s2®s3) =s2®s3= (00 s2) D s3.

s1 (6@83) =51 ®s3=(s1 696) ® s3.

s1 @ (s2 @6) =51 D sy = (51D s2) @ 0.

Caso 2) Ningtn s; es 0 y algtin s; es 1. Otros tres casos. Aplicando que 1
es elemento anulador de & se tiene:

1®(s2®s3)=1 y (1ds2)Dszg=1Ps3=1.
s19(1ds3)=5101=1y (s1PD1)Dsg=1D®s3=1.

510 (5201)=5101=1 y (s1Ds2)D1=1.

Caso 3) Todos los s; son distintos de 0 y 1. Este caso se demuestra teniendo
en cuenta que el min en Q" y el max en {0, 1} son asociativos.

i.2) (S,®,1) es un monoide.

® es una operacién interna en S por definicién ya que la suma aritmética +
y el producto - son internas en @, la ganancia es estrictamente positiva,
luego existe 1/g1 € QT\{0} y el producto es interna en Q*\{0}. Por tltimo,
el max es interna en {0,1}. Que 1 es elemento neutro para ® también es
evidente por la definicién. Sélo falta demostrar la propiedad asociativa.
Sean s1, s2, 3 € S. Se distinguen tres casos:

Caso 1) Algiin s; es 0. Aplicando que 0 es elemento anulador de ©, se
demuestra como el caso 2 del apartado ¢.1.

Caso 2) Ningtn s; es 0 y algin s; es 1. Aplicando que 1 es elemento neutro
de ® se demuestra igual que el caso 1 de 1 apartado ¢.1.

Caso 3) Todos los s; son distintos de 0 y 1.

510 (52083) = (w1,91,b1,v1) ® <w2 + %7g2g3ymax{b2,b3yv2},vs>

(wl + o <w2+%> ,91(9293), max{br, b, b3,v2,vl},v3>

- w1 + % + g’lluﬁa (9192)g3ama‘x{b17 b2avla b3,’l)2},’03)

= (w1 + %,9192,111%{51,52,@1},02) ® (w3, g3, b3,v3)

= (81 ® 52) ® 83
i1) 0 es anulador de ®. Por definicién.
i11) @ es conmutativa. Por definicién.
iv) @ es idempotente. Por definicién.
v) © es distributiva respecto de @. Sean s, s2,s3 € S. Se distinguen tres
casos:
Caso 1) Algin s; es 0. Nuevamente hay tres casos:
00 (s2®s3)=0 y (00s2)d(00s3)=080=
(s2®s3)©0=0 y (5200 @ (s300)=000=
510(0ds3)=510s3 v (5100)D(s1083) =00 (51 ©083) =510 s3.

0.
0.
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(6@83)@81:83(981 y (6@81) (83@81) (83@81):83®81
510(s200)=510s2 y (51082)D(s100) = (81®82)€BO_81®52
(200)Os1=500s1 y (5200s1)D(00s1)=(52081)D0=13520 s1.
Caso 2) Ningtin s; es 0 y algin s; es 1. Otra vez hay tres casos:
10 (s2®s3)=s2®s3 vy (10s2)®(10Os3) =52 s3.
(82@83)®T282@83 y (32 @T)@(.Sg @T) = 89 D 83.
510(1d@s3) =5101=s1 y (5101)B(51053) = s1®(s1Os3) = s1. Esta
ultima igualdad se debe a lo siguiente. Para que tenga sentido el resumen
de s1 con s1 ® s3 los caminos correspondientes deben tener el mismo vértice
origen y destino, es decir, el camino cuya etiqueta es s3 es un ciclo (con
vértice de origen y destino el vértice destino del camino de etiqueta si).
Ahora, cualquier ciclo en un WT'S vivo y limitado tiene marcado ponderado
estrictamente positivo (teorema 4.5), luego el camino de etiqueta s; © s3
tiene marcado ponderado estrictamente mayor que el camino de etiqueta s;.
1ds3)Os1=10s1=51 vy (10s1)D(s3081) =251 (s3081) =81
por la misma razén.
510 (52@I) =5101=51 y (51082)D(5101) = (510 52) Ds1 =81
por la misma razdn.
(5001)Os1=10s1=51 § (52051)®(1Os1)=(520851)Bs1 =51
por la misma razén.
Caso 3) Todos los s; son distintos de 0 y 1. Sean s; = (w;, gi, bi, v;) para
i = 1,2,3. Deben ser go = g3 y va = w3 para que tengan sentido los
resimenes involucrados. ) )
51 © sy siwy <wzo (w2 =w3gyby>0b3

Sl®(82®83):{ $1® 83 siwy > wsg o0 E?.UQZZU3§b2<b3;
o w1 + %,glgg,max{bl,bg,vl},vg Si wo < w3 O (’LUQ =w3Yy b2 Z bg)

w1 + %,glgg,max{bl,bg,vl},vg si wg > w3 O (w2 —w3y by < b3)
Por otro lado, (s1 ® s2) ® (51 @ s3) = <w1 + 2%, 9192, max{by, ba, v1 }, U2> ®
<w1 + %%, 9193, max{b1, b3, v1 }, 113)

<w1 + Y ,glgg,max{bl,bg,vl} v2> si wn + 2 < wp + “’3 0
= w1+w2 —wl—{—% y maX{bl,bQ,Ul} >maX{b1,b3,v1}

(wl + %,glgg,max{bl,bg,vl},v;;) si wy + “’2 > wi + 1;’13 0

wy + % =w; + % y max{bl,bg,vl} < max{by, bs,v1}

Hay que demostrar que para cualesquiera s1, s2, s3 las dos expresiones coinci-
den. wy+wz/g1 < wi+w3/gy siysélosiws < w3yw;+ws/gr =wi+wsz/g1
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si y sélo si wy = w3 para todo wi,ws, w3 € QT y para todo g1 € Q™ \ {0},
luego si wo # ws las expresiones coinciden. Si wy = ws y by > b3 en-
tonces wy + we/g1 = w1 + ws/g1 y max{by, by, v1} > max{by,bs,v1} luego
también coinciden las expresiones. Por tltimo, si ws = ws y b2 < b3 en-
tonces w1 + we/g1 = w1 + ws/g1 y max{by, by, v1} < max{by,bs,v1}. Sila
ultima desigualdad es estricta, las expresiones coinciden y si es una igual-
dad (max{b1, b2, v1} = max{b;, bs,v1}) entonces los dos casos de la segunda
expresion son iguales al caso de la primera. Por lo tanto, queda demostrado
que 51 © (52 ® s3) = (51 © s2) @ (51 © 83).

§2(® 81 siwy <wsgo (’wgzwgbeZbg)

(526953)@81:{ s3®s1 siwy >wz o (w2 =wsy by <bg)

g2
(wa + 2L, 9391, max{bs, b1,vs}7vl) si wg > w3 0 (w2 = w3 y by < b3)

<w2 + ﬂ,gwl,max{bmbl,w},vl) si we < w3 o (wy = w3y by > b3)

Por otro lado, (s2 ® s1) ® (s3 ® s1) = (wz + %792917ma}({b2; b1,vg},v1) @
(11)3 + %a 9391, maX{b?,, b, U3}’ 111)

(wg + %792917111%{52,171,@2}7@1) st wy + - <ws+ -0

g3
= wy + 0r =ws + 71y max{by, b1, va} > max{bs, b1, v3}

(wg + %,gggl,max{bg,bl,vg},vl> si wa + % > ws + % 0

wo + % = w3+ % y max{be, b1, v2} < max{bs,b1,vs}
Ahora, como go = g3, wa < w3 siy s6lo si we+wi /g2 < w3+wi/gsy wa = w3
si y sélo si wy +wy/ga = w3 + w1 /g3 para todo wy, wa, w3 € QT y para todo
g2 = g3 € Q1 \ {0}, luego si we # w3 las expresiones coinciden. Si we = w;
y ba > b3 entonces we + wi/g2 = w3 + wi/gs y como vy = v3 entonces
max{ba, b1,v2} > max{bs,bi,vs} luego también coinciden las expresiones.
Por dltimo, si we = w3 y by < bz entonces wy + w1 /gs = ws + wi/gs y como
v9 = v3 entonces max{by, b1, v2} < max{bs, by,v3}. Sila dltima desigualdad
es estricta, las expresiones coinciden y si max{bo,b1,v2} = max{bs, b1, v3}
entonces los dos casos de la segunda expresiéon son iguales al caso de la
primera. Por lo tanto, (s2 @ s3) ® s1 = (s2 ® 51) @ (53 @ $1).
vi) Si {s;}{2; es una sucesién de etiquetas, ;2 s; estd bien definida y
en S: Si algin camino de la sucesién tiene etiqueta 0, se puede eliminar
del resumen. Si alguno tiene etiqueta 1, el resultado del resumen es 1.
El caso que falta es si en la sucesién todos los s; # 0,1. Para demostrar
este caso se tendra en cuenta la relajacién comentada en la definicién 4.26
respecto a las sucesiones de etiquetas que pueden aparecer en WT'S. Dadas
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dos transiciones t y t', para cada i € IN sea m; un camino de ¢ a t' cuya
etiqueta sea s;. Para que tenga sentido el resumen, todos los s; son de la
forma s; = (w;, g,bi,v), es decir, tienen la misma ganancia y el mismo tipo
de vértice final. Por lo tanto, el resumen de la sucesién tendra las mismas
segunda y cuarta componentes que todos los s;. La tercera componente del
resumen no crea problemas porque serd 0 6 1. El tnico problema que puede
aparecer es en la primera componente, el marcado ponderado. La primera
componente del resumen es min{®;{w;}. En general, puede no existir el
minimo de una sucesiéon de niimeros racionales. Se demostrard que en este
caso si existe.

Cada camino m; estd compuesto por un conjunto de aristas del grafo co-
rrespondiente al WTS. Sea {a;}"; el conjunto de aristas del grafo. Por
la definicién 4.3, cada arista a; del WTS aporta al marcado ponderado de
cada camino que la contenga una cantidad fija ¢; € Q' igual al marcado
ponderado de la arista dividido por la ganancia entre el vértice de comienzo
del camino y el primer vértice de la arista. Como todos los caminos del
resumen tienen el mismo vértice de origen, los ¢; son los mismos para todos
los caminos. Para cada camino 7;, sea p; = (n;1,...,niy) un vector de m
enteros no negativos tales que n;; es el nimero de veces que el camino m;
contiene a la arista a;. Entonces, M (m;, mp) = >_7" n;jq;. Puede suponerse
sin pérdida de generalidad que ¢; # 0 para todo 1 < i < m (para ello es
suficiente eliminar los elementos nulos del conjunto {¢;};, renumerar los
que quedan y disminuir el valor de m).

Como M (m,mgp) = wy, sea K; = |wy/q;| para cada 1 < j < m. Kj es
el nimero maximo de veces que cualquier camino del resumen m; puede
contener a la arista a; para tener marcado ponderado menor o igual wj.
Como w1 € Q' y ¢; € QT \ {0} para todo 1 < i < m, entonces K; € Z*
para todo 1 < i < m. Entonces, en el conjunto {w; | 7 € IN} de los marcados
ponderados de los caminos del resumen sélo puede haber un nimero finito
de marcados ponderados menores o iguales que wi, todos contenidos en el
conjunto {>°7"; kigi | 0 < k; < K;,1 <4 < m} que es de cardinal finito. Por
lo tanto, min$®, {w;} existe y es un racional no negativo (se reduce a calcular
el minimo del conjunto de los marcados ponderados menores o iguales que w;
que es un conjunto finito de racionales no negativos).

vii) Se cumplen las propiedades conmutativa, asociativa e idempotencia en
el resumen de sucesiones: Si alglin camino de la sucesién tiene etiqueta 0,
se puede eliminar del resumen, lo que equivale a hacer un resumen con un
inico camino de etiqueta 0. Si alguno tiene etiqueta 1, el resultado del
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resumen es 1, lo que equivale a hacer un resumen con un tinico camino de

etiqueta 1. En el resto de casos, debido a la conmutatividad e idempotencia

del operador @, las etiquetas de la forma (w, g,b,v) pueden conmutar con

el resto de etiquetas y eliminarse las instancias repetidas.

viii) © es distributiva respecto de restimenes de sucesiones. Sean a,b; € S

con ¢ € IN. Se distinguen tres casos:

Caso 1) Todos los b; = 0. Entonces a® (P21 b;) = a® (P2, 0) =a@0=0

y D21(a0bi) = DZ1(a©0) =2, 0=0.

(D21bi) ©a=(B2,0)0a=00a=0y B2, ©@a) = D2,(00a) =
© 0=0.

Caso 2) Algtin b; = 1. Por el apartado vii, se puede suponer que by = 1
y b; # 1 para todo i > 1. Entonces, a ® (B2, b;) =a©® (18 (B2y0;)) =
a0l=ay @2(a0b) = (a01) & (@Z(a®b)) = a® (2,(a0bi)) =a

por la misma razén que en caso 2 del apartado v.

(BZ1bi) Oa= (1 (BZ0) ©a=10a=ay

BZ1(bi ©a) = (10 a) ® (B22(bi © a)) = a® (BZ,(bi © a)) = a por la
misma razoén.

Caso 3) b; # 1 para todo i € IN y algtin b; # 0. Por el apartado vii, se
puede suponer también que los b; # 0 para todo 7 € IN. El apartado vii
también permite reordenar los b; = (wj, gi, bi,v;) de forma que w; < w41
para todo ¢ € IN y si w; = w;4+1 para algin ¢ entonces b; > b;;1. Todos
los v;,9; con ¢ € IN deben ser iguales para que tenga sentido el resumen.
Después de esta reordenacién a © (B2, b;) = a ® by por definicién de @
y @i2i(a ®b;) = (a ® by) como se demostrard ahora. Sea a = (w, g,b,v).
w+ wi/g < w+ wiy1/g para todo ¢ € IN por ser w; < w;+1. Ademds,
siw+ w;j/g = w+ w;y1/g para algin i € IN entonces w; = w;41. Por la
reordenacion, b; > b;+1 y por lo tanto max{b, b;,v} > max{b, b;11,v}.

Por otra parte, por definicién de @, se tiene que (P2, b)) ©a =b1 O ay
@2 ,(bi ®a) = (b1 ® a) ya que, por la reordenacién anterior, se tiene que
w; + w/gi < wiy1 + w/gi+1 para todo i € IN (por ser todos los g; iguales)
y si w; +w/g; = wiy1 + w/gi+1 entonces max{b;,b,v;} > max{b;11,b,viy1}
ya que v; = v;+1 vy b; > bj11 en ese caso. &

Una vez demostrada la estructura de semianillo cerrado en sentido laxo
para (S, ®,®,0,1), siguiendo el marco general para la resolucién de pro-
blemas de caminos en grafos dirigidos de [CLR90], el algoritmo 3.9 con los
operadores @ y ® de la definicién 4.25 permite calcular el resumen de todos
los caminos que unen dos vértices cualesquiera del grafo inicial.
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Ahora se expone un algoritmo eficiente para el cdlculo de marcados pon-
derados minimos entre transiciones de un WTS.

Algoritmo 4.28 Algoritmo de calculo de TT-MSIP’s.

input: G := (V, A),my grafo dirigido asociado al WTS y marcado inicial
g Vector de ganancias (salida del algoritmo 4.23)
L Matriz de marcados ponderados entre vértices del grafo
B Matriz de indicadores de paso por transiciones de interfaz
n := numero de transiciones del WT'S
n' := ntimero de transiciones internas del WTS
for i :=1ton do
for j:=1ton do
B(i,5) :=0
if i = j then L(7,5) :==0;B(i,5) =1
else if (Z,j) € A then L(i,j) = mo[pij]/W(ti,pij)
else L(i,j) := o0
end if
end for
end for
for k:=1ton do
fori:=1ton,:#kdo
for j:=1ton, j#kdo
if L(i, §) > L(i, k) + 28080 then L(i, j) == L(i, k) + 2080
if £ > n’ then B(i,j) :=1
else B(i,7) := max{B(¢,k),B(k,j)}
end if
else if L(i, j) = L(i, k) + 2280 then
if £ > n’ then B(i,j) :=1
else B(i,7) := max{B(,j),B(i,k),B(k,j)}
end if
end if
end for
end for
end for
output: Matrices L, B

A la hora de codificar el algoritmo en la préctica, no es necesario mante-
ner las etiquetas de cuatro componentes como en el desarrollo tedrico, sino
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Unicamente el marcado ponderado minimo entre cada dos transiciones y una
variable légica que indique si el camino minimo pasa o no por una transi-
cion de interfaz. Como no es necesario conocer explicitamente cudles son los
caminos de marcado ponderado minimo, se puede eliminar del algoritmo la
matriz K del algoritmo general de restiimenes (ver algoritmo 3.9).

Se denota con n al niimero de transiciones del WTS y con n’ al niimero
de transiciones internas. Se numeran las transiciones de forma que primero
aparezcan las transiciones internas. De esta forma se tiene un test inmediato
de si una transicién es o no de interfaz.

La entrada de este algoritmo consta de la descripcién de la estructura y
marcado inicial del WTS por medio de su grafo dirigido asociado G y my.
También se incluye como entrada el vector g de ganancias, para no repetir
los calculos del algoritmo 4.23. A partir de la descripcién del WTS, se cons-
truyen dos matrices L y B. La matriz L sirve para almacenar los marcados
ponderados minimos en el marcado inicial entre transiciones cualesquiera.
Inicialmente contiene entradas 0 para los elementos de la diagonal. Este 0 es
el resultado correspondiente a la operacién 1 @ A(i,4) del algoritmo general
de resumenes (algoritmo 3.9). En este caso, el camino vacio tiene marca-
do ponderado 0 y cualquier camino con origen y destino el mismo vértice
debe tener marcado ponderado estrictamente positivo (apartado 2 del teore-
ma 4.5), por lo que el resumen es el de un camino con marcado ponderado 0.
Para elementos distintos de la diagonal, el valor inicial puede ser el marcado
ponderado del camino simple que une los vértices o oo si este camino no
existe (indicando que de momento el camino de marcado ponderado minimo
es el camino inexistente).

Por lo que respecta a la matriz B, contiene informacién sobre si los
caminos de marcado ponderado minimo pasan (1) o no (0) por una transicién
de interfaz. Inicialmente todas sus entradas, excepto las de la diagonal,
son 0 indicando que ningin camino tiene un vértice intermedio que sea
una transicién de interfaz, puesto que de momento los caminos considerados
tienen sélo una transicion origen y otra destino. Los elementos de la diagonal
se inicializan a 1 para evitar que el algoritmo calcule un lugar implicito con
una unica transiciéon de entrada y salida a la vez. Esos lugares no tienen
sentido en la reducciéon de WTS’s.

El paso siguiente (los tres bucles encajados) consiste en realizar los
calculos de caminos de marcado ponderado minimo. Se eliminan de los
bucles las comparaciones triviales en WTS’s, que son los casos en que i = k
o j = k. En el algoritmo general de resimenes esta operacién consis-
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te en calcular la ecuacién (3.2). En este caso, la clausura (l,(c];;l))* es

1 (@2 ( ;-:1 l,(clzfl))) = 1 por lo que puede desaparecer del resumen,
simplificando la expresién. La expresiéon estd codificada en las instrucciones
del interior de los tres bucles encajados. Si el camino de menor marcado
ponderado del vértice ¢ al k concatenado con el que va del vértice k al j
tiene menor marcado ponderado (L(¢, k) + L(k, j)g(k)/g(i)) que el que va
de i al j (L(%,7)) se almacena en L este nuevo marcado ponderado minimo
y en B el indicador de paso por transicién de interfaz. Si los dos caminos
tienen el mismo marcado ponderado, entonces se comparan sus indicadores
de paso por transicién de interfaz, almacenandose el que sea mayor, es decir,
si uno de los dos pasa por una transiciéon de interfaz, el algoritmo se queda
con él. Para calcular si un camino que es la concatenacion de otros dos pasa
0 no por una transiciéon de interfaz, basta tomar los indicadores de los dos
subcaminos (elementos B(i, k) y B(k,j)) y por ultimo saber si el vértice k
corresponde o0 no a una transicién de interfaz (esto es inmediato realizando
la comparacién k > n' debido a la numeracién de las transiciones).

De esta manera, tras la iteracién k del bucle exterior, L(i, j) proporciona
el menor marcado ponderado de entre todos los caminos que unen el vértice ¢
con el 7 y que estdn compuestos inicamente por vértices de indice menor
o igual que k. Por su parte, B(7,j) es (también tras la iteracién k) una
variable légica (valor 0 6 1) que indica si uno de estos caminos de marcado
ponderado minimo pasa o no por una transicion de interfaz.

Al finalizar el algoritmo, se tiene en L(%, j) el marcado ponderado minimo
de entre los caminos que unen el vértice ¢ con el j y en B(7,j) un indicador
de si existe un camino de marcado ponderado minimo que pase por una
transicion de interfaz.

La complejidad de este algoritmo es de O(n?) en tiempo y O(n?) en
espacio, donde n es el nimero de transiciones del WTS original. Esta com-
plejidad es la misma que la del algoritmo de Floyd, por lo que el desarrollo
tedrico realizado no aumenta el coste computacional del algoritmo resultan-
te. Por lo tanto, se ha desarrollado un algoritmo que permite calcular, para
dos transiciones cualesquiera del WT'S original, el menor marcado pondera-
do de entre los caminos que las unen, eligiendo de entre todos los caminos
de marcado ponderado minimo uno que pase por una transiciéon de interfaz,
si existe.

Una vez resuelto el cdlculo de las ganancias y los marcados ponderados
minimos entre transiciones de un WT'S vivo y limitado, se est4 en condiciones
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de calcular las resistencias maximas entre transiciones de interfaz. La resis-
tencia de un camino depende del marcado ponderado atrapado en el mismo,
que a su vez depende de los marcados ponderados minimos ya calculados
con el algoritmo 4.28. Este cédlculo puede hacerse con otra ligera modifica-
cién del algoritmo de Floyd para el calculo de caminos de peso minimo entre
los vértices de un grafo dirigido con pesos. En el caso de la resistencia no
existe una férmula sencilla que relacione la resistencia de un camino con la
de dos subcaminos suyos, pero si que existe para la resistencia estructural
(proposicién 4.13) y para el marcado ponderado (proposicién 4.10). Para
poder aplicar estas relaciones es necesario disponer de las ganancias de los
subcaminos (algoritmo 4.23). La idea del algoritmo consiste en calcular para
cada camino un par de valores. El primero de ellos representa la resistencia
del camino y el segundo el marcado ponderado libre del mismo. Cada vez
que se detecte una sincronizacién de este camino con otros se disminuiran los
dos valores en una cantidad igual al marcado ponderado atrapado del mis-
mo debido a la sincronizacién. De esta manera se mantiene la interpretacion
de los dos valores asociados a cada camino y es posible calcular de forma
eficiente los caminos de resistencia maxima entre transiciones del WTS.

No es necesario calcular la resistencia maxima entre transiciones cuales-
quiera, sino unicamente entre transiciones de interfaz. También es necesario
demostrar la correcciéon del algoritmo que se va a exponer a continuacién
y para ello se empleara de nuevo el marco general para la resoluciéon de
problemas de caminos en grafos dirigidos con pesos de [CLR90] y que se ha
explicado con detalle en el capitulo 3. Ya se ha visto cémo construir un
grafo a partir de la estructura de un WTS y lo Unico que cambia respecto al
algoritmo de marcados ponderados minimos son las etiquetas que se asocian
a las aristas del mismo. Por ello el primer paso consiste en definir el tipo de
etiquetas que se van a necesitar ahora.

Definicién 4.29 Sea S = (Q" x QT x Q" \ {0}) UD (0 es un elemento
especial), y sea 1 = (0,0,1) . Se definen las siguientes operaciones en S:

i) Operador extension ®

(r1, w1, 91) © (r2, w2, g2) = (max{ry,ro/g1}, w1 +w2/g1,9192)
(r,w,g) ©0=00 (r,w,9) =0©0=0

it) Operador resumen @
(r1,w1.9) ® (r2,w2,9) = (max{rs — wi} + minfwi}, min wi). g)

(rw,g)®0=08 (r,w,g) = (r,w,9) y0&0 =0
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El dominio de las etiquetas S estd formado por ternas de nimeros (dos
racionales no negativos y un racional estrictamente positivo) y un elemento
especial 0 que no tiene expresién facilmente interpretable en el conjunto
Q" x Q" x Q' \ {0}. Por ello se le denota de forma diferente y se muestra
como opera, con el resto de elementos.

La interpretacién de las etiquetas es sencilla. 0 es la etiqueta de los pares
ordenados (u,v) de vértices que no son aristas del grafo y 1 es la etiqueta del
camino vacio (como en el marco general). Por lo que respecta a los elementos
de Q" x Q" x Q' \ {0}, la primera componente es la resistencia del camino
que lleva la etiqueta, la segunda es el marcado ponderado libre del camino
(es decir, el marcado ponderado no atrapado en el propio camino debido a
sincronizaciones con otros caminos) y la tercera es la ganancia del camino.
Esta tercera componente se incluye sélo para simplificar el desarrollo tedrico,
pero no es necesario incluirla en la codificaciéon porque ya se han realizado
los célculos en el algoritmo 4.23.

El operador extensién ® calcula, a partir de las etiquetas (r1,w1,91) y
(rg, w2, g2) de un par ordenado de caminos, la etiqueta (r,w,g) del cami-
no formado por la concatenacion de los dos caminos manteniendo el orden.
Por la proposicién 4.13, se tiene que la resistencia del camino concatena-
cién es max{ri,r2/g1}, por la proposicién 4.10 el marcado ponderado es
w = w; + wa/g1 y por la proposicién 4.2 la ganancia es g = gi1g2. La
etiqueta correspondiente a la extension de cualquier camino con el camino
inexistente (0) explica el resto de la definicién del operador extensién.

El operador resumen @ calcula, a partir las etiquetas de dos caminos
con el mismo vértice de origen y destino, la etiqueta del camino de maxima
resistencia. Para entender la operacién hay que tener en cuenta que al hacer
el resumen de dos caminos se produce una sincronizacion en la transicion
final de los mismos. Como ya se ha explicado en la seccién 4.2, las sincro-
nizaciones de caminos pueden atrapar marcas en los mismos y estas marcas
atrapadas disminuyen la resistencia de un camino respecto a su resistencia
estructural. De esta manera, el camino del resumen con menor marcado pon-
derado es el que indica el marcado ponderado que queda libre después de la
sincronizacién de los dos caminos (min{w,w2}). Por ello se ha dado como
interpretacion de la segunda componente de las ternas el marcado pondera-
do libre y no el marcado ponderado total de un camino. Por lo que respecta
a las resistencias, éstas se ven decrementadas respecto a la resistencia es-
tructural por el marcado ponderado atrapado en cada camino. El marcado
ponderado atrapado en el camino i con i = 1,2 es w; — min{w;, wy}, por lo
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que la resistencia del camino i serd r; — w; + min{w;, w2 }. En consecuencia,
el camino con mayor resistencia del resumen tiene una resistencia igual a
max;—1 2{r; — w; + min{w;, we}} = max;—1 2{r; — w;} + min{w;, wz}. Esto
explica la primera componente del resumen. Por lo que respecta a la ganan-
cia no hay que decir nada porque la ganancia los caminos que intervienen en
un resumen siempre es la misma por tener las mismas transiciones origen y
destino (por ser el WTS vivo y limitado y por el teorema 4.6). El resumen
de otras etiquetas con la del camino inexistente son faciles de explicar con
esta interpretacion.

Si se sigue el marco general, el operador resumen deberia estar definido
para cualquier par de etiquetas (cosa que no ocurre en la definicién 4.29).
Pero, al igual que en el caso del marcado ponderado se pueden relajar algu-
nas de las condiciones en este caso ya que el resumen de caminos siempre
se aplica a etiquetas de caminos con el mismo vértice de origen y de des-
tino, o como mucho a las del camino vacio (1) y/o al inexistente (0). Por
lo tanto es suficiente que el operador resumen @ esté definido para las eti-
quetas de conjuntos de caminos con el mismo origen y destino junto con el
camino vacio y/o el inexistente. Y todos los caminos con el mismo origen
y destino en un WTS tienen a su vez la misma ganancia. Esta relajacion,
expuesta formalmente en la definicién 4.26, afectara tanto al resumen finito
de etiquetas como al resumen de sucesiones de caminos.

Se va a demostrar ahora que el dominio de etiquetas con las operaciones
extensién y resumen asi definidas tiene estructura de semianillo cerrado en
sentido laxo (ver definicién 4.26).

Propiedad 4.30 Sea S = (Q" x QT x QT \ {0}) UD el dominio de eti-
quetas y ©,@ los operadores extension y resumen de la definicion 4.29.
Entonces (S,®,©,0,1) tiene estructura de semianillo cerrado en sentido
lazo (ver definicion 4.26).

Demostracién:

i.1) (S,®,0) es un monoide.

Primero hay que demostrar es que @ es una operacioén interna en S. Esto es
evidente si algtiin operando es 0 (por la definicién de ®). Si se tiene un resu-
men de la forma (ry, w1, g) ® (r2, wa, g), la etiqueta resultado tiene por terce-
ra componente g € Q" \ {0}, y por segunda componente min{wy,ws} € Q"
(por ser el min interna en Q"). Falta ver que la primera componente del
resumen es un racional no negativo. Sea w; = min{wi, ws} (con j =16 2).
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Entonces max;—1 2{r; — w;} + min;— o{w;} > r; —w; +w; =r; >0, por lo
que queda demostrado que @ es una operacién interna en S.

0 es elemento neutro para @ por definicién, por lo que sélo falta demostrar
la propiedad asociativa. Sean si, s2, 83 € S. Se distinguen dos casos:

Caso 1) Algin s; es 0. Nuevamente hay tres casos. Aplicando que 0 es
elemento neutro de @, se tiene:

0 (s2Ds3) =52Ds3= (0D s2) D s3.

31@(6@83) =51 D s3 = (s1 @ﬁ)@83.

s1 P (82 @6) =81 @S2 = (81 @82) ®0.

Caso 2) Todos los s; son distintos de 0. Este caso se demuestra teniendo en
cuenta que el min y el max son asociativas en Q.

i.2) (S,®,1) es un monoide.

® es una operacién interna en S por definicién ya que la ganancia de un
camino nunca es 0 luego existe 1/g; € Q" \ {0} y el max es interna en Q,
la suma aritmética + es interna en Q' y el producto de ganancias es un
racional estrictamente positivo.

1 es elemento neutro para ® ya que:

100=001=0.

(r,w,9) © 1= (r,w,9) ®(0,0,1) = (max{r,0/g},w +0/g,9-1) = (r,w, g).
1o (r,w,g)=(0,0,1)® (r,w,g) = (max{0,7/1},0 + w/1,1- g) = (r,w, g).
Sélo falta demostrar la propiedad asociativa. Sean s1, 2, s3 € S. Se distin-
guen dos casos:

Caso 1) Algtn s; es 0. Nuevamente hay tres casos. Aplicando que 0 es
elemento anulador de ®, se tiene:

00(500s3)=0 y (00s2) ©s3=00s3=0.
51000s3)=5100=0 y (5100)©s3=00s3=0.

51®(82®6) = S1 ®0=0 y (81®82)®6:6.

Caso 2) Ningtin s; es 0. Sean s; = (r;, w;, g;) para i =1,2,3.

51 ® (s2 © 83) = (r1,w1,91) © (max {7“2, 2—3} , w2 + %,gma) =
(max {rl, gll max {7‘2, ;—g}} , w1 + g% <w2 + %) ,g1(9293)> =
(ma,x {rl,maX{T—z r3 }} ,wy + (ﬂ + &> ,91(9293)) =

91’ 9192 91 9192
r2 T3 w2 w3 —
(ma,x {maX 1, g1 } Y192 [ (wl + g1 ) + 9192’ (9192)93)

max {7”1, ;—i , w1 + %,9192> O] (T3,w3,g3) = (81 ® 82) ® s3.
i7) 0 es anulador de ®. Por definicién.
191) @ es conmutativa. Por definicién.
1v) @ es idempotente. Por definicién.
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v) @ es distributiva respecto de @. Sean s1, 2,83 € S. Se distinguen dos
casos:

Caso 1) Algin s; es 0. Nuevamente hay tres casos:

00 (s20s3)=0 y (00s2)®(00s3)=000=0.

(52D83)©0=0 y (5200)®(s300)=000=0.

O0ds3)=510s3 v (5100)B(s1083) =00 (51 ©s3) =510 s3.
0®s3)©0s1=530s1 y (0051)D(s3051) =0 (530 51) =530 s1.
510 (s200)=510s2 y (51082)D(5100)=(5108) D0 =250 s0.
(82@6)@81232®81 y (82@81) (0@31) (S2®81)@6:82®Sl.
Caso 2) Todos los s; son distintos de 0. Sean s; = (r;,w;, g;) parai = 1,2, 3.
Deben ser go = g3 para que tengan sentido los resimenes involucrados y se
les denotara por g.

510 (s2 @ s3) = (ri,wi,91) © (gg}g{n —wi} + gg;g{wi},gg{wi},g) =
1 . ; . 1 .

(max{rl, o (max{rZ w; } + iril%%{wz}) }, w1+ 5 gl%%{wz},glg).

Por otro lado,

(s10s2)B(51083) = (ma,x{rl,gl} wl—f—“’?,glg)@(max{rl,gl} wi + %3 o ,glg)

(max{max{rl,;—z} —wi— g—l,max{rl g } —wy— g— } +m1n{w1 + 22w+ “’3

min {wr + 22, w1 + 22}, g19).

Hay que demostrar que para cualesquiera s1, So, s3 las dos expresiones coin-
ciden. Es evidente que la tercera componente es g;g en las dos expresiones.
También las segundas componentes coinciden ya que:

1 : _ : w2 ws} _ : { w2 wg}
w —MIN\W; f = W miniq —=, —=, =minw —=, W —= .
1+ grminfwit = w + {gl,gl 1+ 2w+

Sélo falta demostrar que también coinciden las primeras componentes. Par-
tiendo de la primera componente de (s; ® s2) ® (s1 ® s3), se tiene:

ral w2 r3 _ws wg| _
max{max{rl,gl} w1 o ,max{rl,g} w1 o }+m1n{w1+ 2 w4+ 91}

rp| _ wy _wsl _ 1 _
max § Max | 71, g g1 ,max{ry, -2 g1 o w1 +wi + 3 mln{wg, w3}
max {max{ — o } , max {7"1 — s M}} —mln{wz} =

91 91’ g1 91;=3

_wa w3 ro—ws rz—ws —
max {ma,x {rl T g } max{ o B }} + = mln{wz}
max{r ma { w;}, X max{n wi}}—i-imin{wi} =

914 91i=23
1 .
maxq{ 7 — - min rmaxiri ; —min{w;} =
{ ! 91@ 23{ } { ! l}}+91i:2,3{ i}

=

i=2

ax {m, = ma,x{r, — w,} + mln{wz})}
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Por lo tanto, s1 ® (82 ©® 83) = (81 O] 82) ©® (81 O) 83).

(52 @ 53) © 81 = (g%{n —wi} + Iilin{wi}y Iilin{wi},g) © (ri,w1,g91) =
. : T

(max{gg’)é{n w;} + irilé%{wz}, gl} mm{wz} + %5 ,ggl>

Por otro lado,

(520s1)B(s3051) = (max{m, g} wy+ 7991>69<maX{7“3, g} w3+ 7991>

(max{max{rg,?} — wy— F,max{rg,%} — w3 — 7 } +m1n{w2 + Y wg+ “’1

min {wg + ,wg + 2 } , 991

Hay que demostrar que para cualesquiera s1, S9, s3 las dos expresiones coin-
ciden. Es evidente que la tercera componente es gg; en las dos expresiones.
También las segundas componentes coinciden ya que:

min{w;} + X = min {w2 + “L w3 + “’1}
i=2,3 9 g

Sélo falta demostrar que tamblen coinciden las primeras componentes. Par-
tiendo de la primera componente de (s; ® s2) ® (s1 ©@ s3), se tiene:

max{ma{ra, )~ wa g maxira G wa= ) minfua v )=

max {max 7“2, — wy,max<ry, L —wzpe — Y 4+ Y 4 min{w;} =
9 9 9 i=2,3
max {m {7"2 — wo, L g wz} , ax {rg w3, o ’LUg}} + mé%{wl} =
=2,
max {max{m — w3, T3 — w3}, max {% — wa, % — wg}} + m;ré{wl} =
=2,

max ax{rz wit, =

r1 o : O
g +g§3§{ w&}ﬂgg{wz}

max

{ms

{ X{Tl wi}, T — min{wi}} + min{w;} =
1=2,3 1=2,3

max{im:%?é{ri —w;} + E%%{wl}’ %}

Por lo tanto, (s2 @ s3) ® s1 = (52 ® s1) @ (83 © s1).

vi) Si {s;i}$2; es una sucesién de etiquetas, @;2; s; estd bien definida y

en S: Si algiin camino de la sucesién tiene etiqueta 0, se puede eliminar del

resumen. Una vez eliminadas las etiquetas 0, si queda un resumen finito, el

resumen existe y estd en S por ser @ operacién interna.

El caso que falta es si en la sucesién existen infinitos s; # 0. Para demostrar

este caso se tendra en cuenta la relajacién comentada en la definicion 4.26

respecto a las sucesiones de etiquetas que pueden aparecer en WTS. Dadas

dos transiciones t y t/, para cada i € IN sea m; un camino de t a t' cuya

etiqueta sea s;. Para que tenga sentido el resumen, todos los s; son de la

forma s; = (r;,w;, g), es decir, tienen la misma ganancia. Por lo tanto, el
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resumen de la sucesion tendra la misma ganancia que todos los s;.

La segunda componente del resumen es mini®, {w;}. En general, puede no
existir el minimo de una sucesién de nimeros racionales, pero como se ha
demostrado en el apartado vi de la propiedad 4.27, en el resumen de las
etiquetas de una sucesién de caminos en un WTS vivo y limitado con las
mismas transiciones origen y destino siempre existe un camino con marcado
ponderado minimo y por lo tanto, este marcado ponderado minimo es un
racional no negativo.

Sea m; un camino del resumen con marcado ponderado minimo. Entonces
max;® {r;—w; }+min®; {w; } = max{®  {r;i—w;}+w; > rj—w;+w; =r; > 0.
Por lo tanto, si existe la primera componente del resumen, es no negativa.
Sélo queda demostrar que existe el max;°,{r; — w;}. Si el camino ; tie-
ne etiqueta asociada s; = (1, w;, g), entonces m; tiene ganancia g, marcado
ponderado libre w; y resistencia ;. Como en todo resumen siempre hay
un camino con marcado ponderado minimo (ver apartado vi de la propie-
dad 4.27), existe j € IN tal que w; = 0, es decir, max;°,{r; — w;} > 0. Por
lo tanto, basta con demostrar que {r; — w; | r; —w; > 0,7 € IN} es finito.
Por definicion del operador @, se tiene que la resistencia de un camino es su
resistencia estructural disminuida por el marcado ponderado atrapado hasta
el momento en el camino debido a su sincronizacién con otros caminos. Se
denotara a partir de ahora RE(m;) (resistencia estructural) por RE; y sea
W; = RE; — r; para todo ¢ € IN (notar que es diferente la notacién W;
a la w; de marcado ponderado libre). Se demostrard a continuacién que
{RE; | i€ N}, {W; | W; < RE;,i € N} y {w; | w; < r;,i € IN} son finitos.
Cada camino m; estd compuesto por un conjunto de aristas del grafo co-
rrespondiente al WTS. Sea {a;}*; el conjunto de aristas del grafo. Por la
definicién 4.11, cada arista a; del WTS aporta a la resistencia estructural
de un camino que la contenga una cantidad fija u; € Q" \ {0} igual a la
resistencia estructural de la arista dividida por la ganancia entre el vértice
de comienzo del camino y el primer vértice de la arista. Como todos los ca-
minos del resumen tienen el mismo vértice de origen, los u; son los mismos
para todos los caminos. Para cada camino 7;, sea p; = (n;,...,Nim) un
vector de m variables légicas tales que n;; = 1 si el camino m; contiene a la
arista aj y n;; = 0 en caso contrario. Entonces RE; = max{u; | n;; = 1}
para todo 7 € IN. Como el conjunto de u; es finito (como mucho el nimero
de aristas del WTS), s6lo hay un nimero finito de resistencias estructurales
diferentes en todos los caminos de un WTS, en particular {RE; | i € IN} es
finito, luego existe R = max{°,{RE;}.
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En el apartado vt de la propiedad 4.27 se demuestra que en el resumen de
cualquier sucesiéon de caminos sé6lo hay un nimero finito de marcados pon-
derados menores o iguales que cualquier cantidad dada. Como los w; son
marcados ponderados de ciertos caminos del resumen, {w; | w; < R,i € IN}
es finito y como {w; | w; < r;,i € N} C {w; | w; < R,i € IN}, entonces el
conjunto {w; | w; < r;,i € IN} es finito. Andlogamente, los W; son marca-
dos ponderados atrapados en caminos, es decir, diferencias entre marcados
ponderados de caminos del resumen, por lo que {W; | W; < R € IN} es
finito. Como {W; | W; < RE;,i € IN} C {W; | W; < R € IN}, entonces
{W; | W; < RE;,i € IN} es finito.
Resumiendo, {RE; | i € IN} y {W; | W; < RE;,i € IN} son finitos, es decir,
{RE; — W; | RE; — W; > 0,i € IN} es finito. Como r; = RE; — W, para
todo 2 € IN, {r; | ; > 0,7 € IN} es finito. También {w; | w; < r;,¢ € IN} es
finito, luego {r; — w; | r; — w; > 0,7 € IN} es finito y no vacio (como se ha
visto antes). Por lo tanto max{®,{r; — w;} = max{r; —w; | ri —w; > 0}.
Ademés, r; — w; € Q para todo i € IN, luego max®,{r; — w;} € Q™.
vii) Se cumplen las propiedades conmutativa, asociativa e idempotencia en
el resumen de sucesiones: Si algiin camino de la sucesién tiene etiqueta 0
se puede eliminar del resumen, lo que equivale a hacer un resumen con un
tinico camino de etiqueta 0. En el resto de casos, debido a la conmutatividad
e idempotencia del operador @, las etiquetas de la forma (r,w,g) pueden
conmutar con el resto de etiquetas y eliminarse las instancias repetidas.
viii) © es distributiva respecto de resimenes de sucesiones. Sean a,b; € S
con ¢ € IN. Se distinguen dos casos:
Caso 1) Todos los b; = 0. Entonces a® (P2, b;) = a® (P2,0) =a®0=0
y D21(a0bi) =B2(a©0) =2, 0=0.
(@21bi) ©Oa=(B2,0)0a=00a=0y B2 ©a) = D200 a) =
2, 0=0.
Caso 2) Algin b; # 0. Por el apartado vii, se puede suponer también
que los b; # 0 para todo i € IN. En el apartado vi de la propiedad 4.27
se demuestra que en el resumen de cualquier sucesién de caminos siempre
existe un camino con marcado ponderado minimo y en el apartado vi de esta
propiedad se ha demostrado que también existe un camino con resistencia
maxima. Aplicando induccién al apartado v, se tiene que el operador ®
es distributivo respecto a resumenes finitos. En estas condiciones, para el
resumen @;°; b; existen n,m € IN tales que r,, — w, = max®,{r; —w;} y
Wy, = min{2; {w;}. Por lo tanto, @;2; b; = by, & by,. En particular, existe
k1 € IN tal que @i, b; = @le b; para todo k > k; (basta tomar en este
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caso ki = max{n,m}. De la misma forma, para el otro resumen existe

ks € IN tal que @2, (a ® b)) = @®F_,(a ® b;) para todo k > ky. Sea ahora

k = max{ky, k2}. Entonces a ® (@2, b)) =a® (@F_1b;) =B (a0 b;) =
2 (a®by).

Para el mismo valor de k, (B,b;) ©®a= (@ b)) ca=8" [(bi®a) =

D21(bi © a). ¢

Algoritmo 4.31 Algoritmo de calculo de resistencias maximas.

input: G := (V, A), mg grafo dirigido asociado al WTS y marcado inicial
Vector g de ganancias (salida del algoritmo 4.23)
R Matriz de resistencias entre vértices del grafo
L Matriz de marcados ponderados libres entre vértices del grafo
K Matriz de vértices de paso de los caminos de méaxima resistencia
n := numero de transiciones del WTS
n' := ntmero de transiciones internas del WTS
for i :=1ton do
for j:=1ton do
K(i,j) =0
if i = j then R(4,7) :=0;L(7,5) :==0
else if (i,j) € A then
R(i, ) := W(pij» t;)/W (ti, pij)
L(i, ) == mo[pi;]/W (i, pij)
else R(i,7) := 0;L(7,5) := 00
end for
end for
for k:=1ton do
fori:=1ton,:#k do
for j:=1ton, j#kdo
l:=L(ik)+ 7L(];ggjg(i);m := min{L(%, j),1}
T = max {R(i, k), 7R(I;,(j]2)g(i)} —1l+m
R(i,j) == R(4,j) — L(i,5) + m
if m < L(7,j) then L(i,j) :==m
if r > R(7,7) then R(7,j) :==r; K(i,7) ==k
end for
end for
end for
output: Matrices R, L, K
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Una vez demostrada la estructura de semianillo cerrado en sentido laxo
para el domino de etiquetas S con las operaciones @ y ®, siguiendo el marco
general para la resolucién de problemas de caminos en grafos dirigidos de
[CLRI0], el algoritmo 3.9 con los operadores @ y ® de la definicién 4.29
permite calcular el resumen de todos los caminos que unen dos vértices
cualesquiera del grafo inicial.

El algoritmo 4.31 muestra una codificacion eficiente para el calculo de
resistencias maximas entre transiciones de interfaz en WTS’s. No es ne-
cesario mantener las etiquetas de tres componentes como en el desarrollo
tedrico, sino uUnicamente el par resistencia, marcado ponderado libre. La
informacién relativa a la ganancia entre transiciones se tiene almacenada en
el vector g de ganancias del algoritmo 4.23.

Se denota con n al niimero de transiciones del WTS y con n’ al nimero
de transiciones internas. Se numeran las transiciones de forma que primero
aparezcan las transiciones internas. De esta forma se tiene un test inmediato
de si una transiciéon es o no de interfaz. Ademds, con esta numeraciéon
se pueden obtener de forma eficiente todas las resistencias maximas entre
transiciones de interfaz al final de la ejecucién del algoritmo, ya que todas
estas transiciones aparecen de forma consecutiva en la numeracién.

La entrada de este algoritmo consta de la descripcién de la estructu-
ra y marcado inicial del WTS por medio de su grafo dirigido asociado G
y mg. También se incluye como entrada el vector g de ganancias, para
no repetir los calculos del algoritmo 4.23. A partir de la descripciéon del
WTS, se construyen dos matrices R y L. La matriz R sirve para almacenar
las resistencias méaximas entre transiciones cualesquiera y la matriz L pa-
ra almacenar los marcados ponderados libres de los caminos de resistencia
méxima. Inicialmente los elementos de la diagonal R(4,47) y L(4,%) son 0.
Estos valores nulos son el resultado correspondiente a la operacién 1 A(i, )
del algoritmo general de resimenes (algoritmo 3.9). En este caso, el ca-
mino vacio tiene resistencia y marcado ponderado 0 (ya que 1 = (0,0,1))
y cualquier etiqueta A(7,4) del grafo asociado al WT'S corresponde a lugar
que tenga de entrada y salida la transicién t;, es decir, forma con ella un
ciclo. Por la proposicién 4.14, todo ciclo en un WTS vivo y limitado tiene
marcado ponderado mayor o igual que su resistencia estructural, es decir,
la etiqueta A(7,7) debe ser de la forma (r,w,1) con w > r y por lo tan-
to 1 = (0,0,1) ® (r,w,1) = (0,0,1) = 1. Para elementos distintos de la
diagonal, R(7,j) debe ser la resistencia estructural del camino simple que
une los vértices 6 0 si este camino no existe (indicando que de momento el
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camino de maxima resistencia es el camino inexistente que tiene la menor
de las resistencias posibles). Y los elementos L(i, j) deben ser el marcado
ponderado inicial del camino simple que une los vértices o 0o si este camino
no existe (indicando que de momento el camino de méxima resistencia tiene
el méximo marcado ponderado posible).

El paso siguiente (los tres bucles encajados) consiste en realizar los
calculos de caminos de maxima resistencia. Se eliminan de los bucles las
comparaciones triviales en WTS’s, que son los casosenque: = ko j = k. En
el algoritmo general de resiimenes esta operacion consiste en calcular la ecua-
cién (3.2). En este caso, la clausura (l,(c],zfl))* es 1@ (B2, ( ;-:1 l,(cifl))) =1
por lo que puede desaparecer del resumen, simplificando la expresién. La
expresion estd codificada en las instrucciones del interior de los tres bucles
encajados. Estas instrucciones tienen por objeto realizar el resumen de la
etiqueta del camino de resistencia maxima del vértice ¢ al j calculado hasta
el momento con la de un nuevo camino, el formado por la concatenacién del
camino de resistencia maxima del vértice 7 al k£ con el de resistencia maxima
del vértice k al j (también calculados hasta ese momento). Para ello, pri-
mero se calcula el marcado ponderado libre ! del camino concatenacion.
Después se calcula m, que es el menor de los marcados ponderados libres de
los dos caminos a reducir. El resultado del resumen tendrd como marcado
ponderado libre m. El siguiente paso consiste en calcular las resistencias de
los dos caminos involucrados, teniendo en cuenta que la sincronizacion de los
mismos puede disminuir la resistencia de alguno de los dos. En el algoritmo,
r es la resistencia del camino concatenacién y R(i, 7) es la nueva resistencia
del resumen realizado hasta ese momento, teniendo en cuenta que la nueva
sincronizacién puede hacer disminuir su valor. Por ltimo, se actualizan los
valores de R(4,7) y L(4,7) con la mayor de las resistencias y el marcado
ponderado libre calculado.

De esta manera, tras la iteracién k del bucle exterior, R(%, j) proporciona
la resistencia del camino de maxima resistencia que une el vértice ¢ con
el j v que estd compuesto tnicamente por vértices de indice menor o igual
que k. Por su parte, L(i,7) proporciona (también tras la iteracién k) el
marcado ponderado libre del camino de resistencia maxima calculado hasta
ese momento, lo que equivale al menor marcado ponderado de entre todos
los caminos que unen el vértice i con el j y que estdn compuestos inicamente
por vértices de indice menor o igual que k.

Al finalizar el algoritmo, se tiene en R(i,j) la resistencia maxima de
entre todos los caminos que unen el vértice i con el j y en L(4, j) el marcado
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ponderado libre de ese camino de maxima resistencia, que equivale al menor
marcado ponderado de entre todos los caminos que unen el vértice ¢ con
el j. Notar que este algoritmo de calculo de resistencias maximas calcula
también los marcados ponderados minimos lo que simplifica la implementa-
cién practica de la técnica que se estd desarrollando. Se ha expuesto de esta
manera para hacer més comprensibles los distintos algoritmos involucrados.

En este caso se ha incluido en el algoritmo la matriz K (ver algoritmo 3.7
para una explicacién detallada de su funcionamiento) para almacenar de
forma eficiente los vértices de paso de los caminos de méaxima resistencia.
Esta es una matriz de tamano n X n que se pone inicialmente a 0 y en
la que cada vez que se encuentra un camino de mayor resistencia entre
dos transiciones dadas que el que se tenia previamente, se almacena un
vértice de paso del mismo. De esta forma, al finalizar el algoritmo es posible
reconstruir de forma recursiva todos los vértices de paso de cualquier camino
de resistencia méxima.

La complejidad de este algoritmo es de O(n?®) en tiempo y O(n?) en
espacio, donde n es el nimero de transiciones del WTS original. Esta com-
plejidad es la misma que la del algoritmo de Floyd, por lo que el desarrollo
tedrico realizado no aumenta el coste computacional del algoritmo resul-
tante. Por lo tanto, se ha desarrollado un algoritmo que permite calcular,
para dos transiciones cualesquiera del WT'S original, el camino de resistencia
maxima que las une. Notar que para la reduccion de WTS’s sélo interesan
las resistencias maximas entre transiciones de interfaz, es decir, los valores
R(i,j) parai,j > n'.

Para realizar la descomposicién estructural de los WTS’s es necesario
preservar los caminos de maxima resistencia. Si se mantienen todos los nodos
de estos caminos, la reduccién de las subredes puede ser muy pobre. Por
ello, es conveniente reducir estos caminos preservando su nivel de resistencia.
Por la proposicién 4.12, todo camino alcanza su resistencia estructural en
alguna transicién. Si se descompone el camino original en dos subcaminos
partiéndolo por esa transicién, es posible realizar una reduccién de todo el
camino por medio de una transicién y dos lugares TT-MSIP preservando la
ganancia y la resistencia del mismo. En consecuencia, es necesario conocer,
para cada camino de méixima resistencia entre transiciones de interfaz, cudl
es la transicién en la que se alcanza su resistencia estructural. Ademés
serd necesario conocer el marcado ponderado de los dos subcaminos en que
queda dividido, para poder reducirlos. Estos calculos se puede realizar con
el siguiente algoritmo empleando la matriz K del algoritmo 4.31.
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Algoritmo 4.32 Algoritmo de reduccién de caminos.

input: G := (V, A), mg grafo dirigido asociado al WT'S y marcado inicial
g Vector de ganancias (salida del algoritmo 4.23)
K Matriz del algoritmo 4.31 (caminos de méxima resistencia)
Q pila de pares de vértices por visitar
V vector de vértices de un camino
E, D;, Dy matrices para resultados (inicialmente a 0)
n := numero de transiciones del WTS
n' := ntmero de transiciones internas del WTS
for i :=n'+1 ton do
ns:=1tal que t; € NV}
for j:=n'"+1ton, j+#ido
c¢:=1; V(1) := i; inserta (¢,7) en Q
while Q # 0 do
(v1,v2) := desapila(Q)
if K(vl, vg) ?é 0 then
inserta (K(v1,v2),v2) en Q
inserta (vi, K(vy,v2)) en Q
else
c:=c+1;nsy:=1tal que t; € N
if ns = nsy then V(c) := vy
else vacia(Q); nsa :==0
end if
end while
if nso > 0 then
a:=o0;w:=0
for £ :=2 to cdo

— vy — = Mo [Pu; vy |§(7)
v1:=V(k—1);v2:=V(k); w:=w+ W(tfl 7p3132)g(v1)
if g(v2)/g(7) < a then m :=vy; a :=g(m)/g(i); d := w
end for

ifm<n anda<% then
B(i,5) := m; Di(i, ) := ds Da(i, ) := (w — d) 5]
end if
end if
end for
end for

output: Matrices D, D3, E
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Este algoritmo calcula, para cada camino de resistencia maxima entre
transiciones de interfaz, toda la informacién necesaria para su reduccién. Es-
ta informacién consta de tres valores. Por un lado el indice de la transicién
en la que alcanza su resistencia estructural. Esta informacién se almacena
en la matriz E. Tomando esta transicién como punto de divisién del cami-
no de resistencia maxima, las matrices Dy y D2 proporcionan el marcado
ponderado de los dos subcaminos resultantes de la divisién. Estos marcados
ponderados son necesarios para calcular el marcado inicial de los lugares
TT-MSIP que resumirdn el comportamiento del camino. Se aprovecha el
recorrido de los caminos de resistencia maxima para eliminar algunos cami-
nos cuyo resumen puede construirse a partir de los resumenes de otros més
cortos.

La entrada de este algoritmo consta de la descripcién de la estructura y
marcado inicial del WTS por medio de su grafo dirigido asociado G y my.
Ademss, se incluyen como entrada el vector g de ganancias entre transi-
ciones (salida del algoritmo 4.23) y la matriz K (salida del algoritmo 4.31)
con informacién sobre los vértices de paso de los caminos de resistencia
méxima del WTS. Como sélo interesa hacer los calculos para caminos entre
transiciones de interfaz, el par de bucles exteriores recorren sélo los indices
correspondientes a las transiciones de interfaz (n' < i,7 < n). Dado un
par (i,7) de transiciones de interfaz, la primera tarea consiste en encontrar
los vértices de paso del camino de maxima resistencia de ¢ a j. Este calculo
se realiza en el bucle de tipo “while”, que no es mas que un recorrido en
profundidad de las aristas del camino en cuestion dirigido por la matriz K.
Para hacer un recorrido en profundidad es necesaria una estructura de tipo
pila (@ en el algoritmo) en la que se almacenan los subcaminos que quedan
por recorrer. Si un cierto elemento K(i,7) = 0, quiere decir que el camino
de resistencia maxima de i a j es la arista (,7) del grafo G. Esta arista se
almacena en el vector temporal V que contiene las aristas del camino que se
pretende recorrer. Por el contrario, si K(i, ) # 0 quiere decir que el camino
de resistencia méaxima de ¢ a j no es elemental y que pasa por el vértice
K(i,7), es decir, es la concatenacién del camino de resistencia maxima de ¢
a K(i, j) con el de resistencia maxima de K(i, j) a j. Por lo tanto, estos dos
subcaminos se apilan para su exploracion posterior. El orden de apilado es
el adecuado para conseguir el recorrido ordenado de las aristas del camino
de resistencia maxima. Al finalizar el bucle de tipo “while”, el vector V con-
tiene por orden los vértices por los que pasa el camino de resistencia maxima,
de i a j y la variable ¢ contiene el nimero de vértices del camino. Segin
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se realiza el recorrido de un camino de resistencia maxima se comprueba
que todos sus vértices pertenezcan a la misma subred (valores de ns y nss).
Si un camino de resistencia maxima pasa por mas de una subred se para el
recorrido ya que el resumen de este camino se podré construir a partir de los
resimenes de caminos que pertenezcan a una sola subred (estos son algunos
de los caminos que se eliminan).

El siguiente paso consiste en calcular para este camino el vértice en el
que se alcanza su resistencia estructural y los marcados ponderados de los
subcaminos en que se divide el camino original. Este calculo se realiza en
el dltimo bucle interno. Para ello se emplea el vector g de ganancias y se
simplifican los célculos. Por la proposicién 4.12, existe un subcamino del
de maxima resistencia con el mismo origen cuya ganancia es el inverso de
la resistencia estructural del camino. Se recorren los vértices del camino
para encontrar el subcamino con el mismo origen de menor ganancia (que
equivale a mayor resistencia estructural). A la vez que se recorre el camino
se va calculando también el marcado ponderado del mismo (valor que se
almacena en la variable temporal w). A la salida del recorrido del cami-
no, la variable m contiene el vértice de divisién del camino inicial en dos
subcaminos, la variable d el marcado ponderado del primer subcamino y la
variable w el marcado ponderado total del camino de resistencia maxima.

Para no descartar el camino estudiado se exigen dos condiciones. La
primera consiste en que alcance su resistencia estructural en una transiciéon
interna de N, no en una de interfaz (test m < n’ en el algoritmo). En
caso contrario, seria un camino cuyo resumen se puede formar a partir de
los resiimenes de sus dos subcaminos, que también conectan transiciones de
interfaz. Y la segunda condicion consiste en que tenga una resistencia estruc-
tural estrictamente mayor que el inverso de su ganancia (test a < g(j)/g(%)
en el algoritmo). Si el camino tiene como resistencia estructural el inver-
so de su ganancia, un TT-MSIP que conecte sus transiciones inicial y final
preserva tanto la ganancia como la resistencia del camino. Es mds, en estas
condiciones el camino debe ser forzosamente un camino de marcado pon-
derado minimo y por lo tanto ya se tiene calculada toda la informacién
necesaria para reducirlo con el algoritmo 4.28. En cualquiera de los dos
casos pueden desecharse los cédlculos realizados, porque no se van a traducir
en la existencia de nodos para la reduccién del camino en cuestion.

Si el vértice de divisién del camino corresponde a una transicién interna,
entonces se almacenan en las matrices de salida del algoritmo los valores
necesarios para la reduccién del camino (vértice de division en la matriz E y
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marcados ponderados de los dos subcaminos que se forman en las matrices
D; y Dy).

La complejidad en tiempo de este algoritmo es O(n®) (porque el méximo
nimero de vértices de un camino de resistencia maximaesn+1=0(n))y
en espacio O(n?), donde n es el nimero de transiciones del WTS original,
la misma que la de algoritmos anteriores.

Una vez desarrollados los algoritmos necesarios para calcular las ganan-
cias, marcados ponderados minimos y resistencias maximas entre transicio-
nes de interfaz, se tienen ya los elementos tedricos necesarios para realizar
la descomposicién estructural de WTS’s.

Definicién 4.33 Sea (N, mg) un WTS vivo y limitado, B C P un K -corte
de N y N; = (P, T;, F;,W;) con 1 < i < K las subredes producto de B.
Sean L, B, E, Dy y Dy las matrices resultado de aplicar a (N, mq) los
algoritmos 4.28 y 4.32. Para cada 1l < i < K se construyen los conjuntos H;,
I, y H! de la siguiente manera:

H; = { pi; lugar | t,t; € ;N TLB(k,j) =0y si G(tg, t;) = P entonces
q

W (tk, prj) = p, W (pkj, tj) = q vy molpgs] = |p - L(k, j)]}

I; = { tim, transicién inmediata | 3¢y, t; € T; N T1 tales que
E(kaj):m>0ytm€Ti}

H! = {p,lcj,pzj lugares | tg,t; € T, NTLE(k,j) =m > 0,t, € T; y si
Gtk tm) = &,G(tm,tj) = P2 entonces

q1 q2

W(tkapllcj) = p1, W(pllcjvtim) =qy mO[Pllcj] = |p1- Di(k, )]
W (tim, Pk;) = P2, W (Pkj: t5) = @2 y molpi;] = p2 - Da(k, 5)]}

Se definen los conjuntos H, I y H' como H = Ufil H; I = Ufil Iy
H =UX, H.

El conjunto H; es el conjunto de lugares TT-MSIP que resumen los
caminos de marcado ponderado minimo entre transiciones de interfaz de la
subred N;. El conjunto H es el conjunto unién de los H;. Estos conjuntos se
construyen directamente a partir de la salida del algoritmo 4.28 observando
los valores de las matrices L y B entre transiciones de interfaz. Dadas
dos transiciones de interfaz diferentes t;, y ¢;, en este caso L(k,j) < oo ya
que el WTS es fuertemente conexo (teorema 2.50) y por lo tanto siempre
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existe un camino que une la transicién t; con la t;. Si B(k,j) = 1, quiere
decir que existe un camino de ¢y a t; de marcado ponderado minimo que
pasa por otra transicién de interfaz ¢;. Aplicando el teorema 4.21, el lugar
implicito py; puede ser eliminado porque es implicito respecto a los lugares
P y pij- Por ello el lugar py; no se incluye en el conjunto H. Al construir los
conjuntos H; sélo interesan los lugares que conectan transiciones de interfaz
de la misma subred. La razén es que si se toma el camino de marcado
ponderado minimo entre dos transiciones de interfaz de distintas subredes
hay dos posibilidades. La primera es que este camino de marcado minimo
no pase por otra transicién de interfaz. Entonces, el camino estd formado
unicamente por un lugar y las dos transiciones consideradas, es decir, el lugar
es un lugar del corte que ya forma parte de la red original (no hace falta
anadirlo). La segunda posibilidad es que el camino de marcado ponderado
minimo pase por otra transicion de interfaz. En este caso, el lugar que lo
resume es implicito con respecto a otros lugares (teorema 4.21) y puede ser
eliminado del conjunto H. En consecuencia, el conjunto H; estd formado
unicamente por lugares TT-MSIP que conectan transiciones de interfaz de
la subred N; y que no son implicitos respecto a otros lugares de H;. Estos
lugares constituyen el resumen de todos los caminos de marcado ponderado
minimo entre transiciones de interfaz de la subred M.

El conjunto I; es el de transiciones inmediatas necesarias para reducir los
caminos de maxima resistencia entre transiciones de interfaz de la subred N;.
Sélo interesan estos caminos, porque los caminos de resistencia maxima entre
transiciones de interfaz de distintas subredes se pueden descomponer en
subcaminos que conectan transiciones de interfaz de la misma subred més
algunos lugares del corte. El resumen de estos caminos puede conseguirse
por medio de los resimenes de los caminos entre transiciones de interfaz
de la misma subred mas algunos lugares del corte. El conjunto I es el
conjunto unién de los I;. El célculo de estas transiciones es inmediato a
partir de la salida del algoritmo 4.32 observando los valores de la matriz E
entre transiciones de interfaz de la subred N;. Si E(k,j) = 0 el camino
no requiere transicion inmediata para su resumen o bien no es necesario su
resumen por quedar contenido en otros. Si E(k,j) = m > 0 con t; y t;
transiciones de interfaz de la subred N;, quiere decir que la reduccién del
camino de resistencia maxima entre t;, y ¢; alcanza su resistencia estructural
en la transicién t,, € T; \ TI. Entonces, el resumen del camino de resistencia
maxima de t a t; se compone de la transicién inmediata ¢;,, (que es una
réplica inmediata de t,,) y de los restimenes de sus subcaminos que van de
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tx atmy y det,, at;. En principio, puede haber varios caminos de resistencia
maxima entre transiciones de interfaz de la misma subred que alcancen su
resistencia estructural en la misma transicion interna t,,. En ese caso, no es
necesario poner varias réplicas inmediatas de t,,. Es suficiente poner una,
de ahi la notacién conjuntista de la definicién 4.33.

El conjunto H/ es el de los lugares TT-MSIP necesarios para reducir los
caminos de maxima resistencia entre transiciones de interfaz de la subred N
y que necesitan de mas de un nodo para ser reducidos. Por los mismos
motivos que en los conjuntos anteriores, sélo interesan caminos entre transi-
ciones de interfaz de la misma subred. El conjunto H' es el conjunto unién
de los HJ. El calculo de estos lugares es inmediato a partir de la salida del
algoritmo 4.32 observando los valores de la matrices E, D; y Dy entre transi-
ciones de interfaz de la subred N;. Si el camino de resistencia méxima entre
tr y t; requeria la insercién de una réplica inmediata de la transicién ¢,, en
el conjunto I; (E(k, j) = m > 0), ahora hay que insertar en el conjunto H}
dos lugares TT-MSIP p,lC ;Y p% y correspondientes a los subcaminos en que la
transicién t,, divide el camino en cuestion. Para ello es necesario conocer
las ganancias de t; a tp, y de t,, at; (informacién contenida en el vector g
de ganancias) y los marcados ponderados de los mismos, informacién que
se tiene calculada ya en las matrices D y Dy. En principio, puede haber
varios caminos de resistencia maxima entre transiciones de interfaz de la
misma subred que tengan alguno de sus lugares de resumen en comun, es
decir, en los conjuntos H; pueden aparecer lugares repetidos (denotados de
forma diferente pero con los mismos arcos de entrada y salida y el mismo
marcado inicial). Con poner uno de ellos es suficiente.

Ahora se pueden construir los sistemas agregados.

Definicién 4.34 Sea (N, mg) un WTS vivo y limitado y B C P un K -corte
de N'. El sistema estendido ES = (EN,m§N) de (N,my) es el sistema
resultante de anadir a (N,mg) los nodos de los conjuntos H, I y H' con
sus arcos de entrada y salida y el marcado inicial de la definicion 4.33.

Teorema 4.35 Sea S = (N,mg) un WTS vivo y limitado, B C P un
K-corte de N y ES su sistema extendido. Entonces ES es un WTS vivo y
limitado que cumple:

1. LES)|r = L(S).
2. R(ES)|p = R(S).
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Demostracion:

La demostracién se hard en dos pasos por medio de un sistema extendido
intermedio £S’. Sea £S’ el sistema que se forma a partir de £S uniendo cada
transicién inmediata ¢;,, del conjunto I (ver definicién 4.33) con la transicién
interna t,, de N de la que es réplica (por unir se entiende aqui sustituir las
dos transiciones por una sola con todos los arcos de entrada y de salida de las
transiciones iniciales). El sistema £S’ estd formado a partir de S afiadiendo
unicamente lugares TT-MSIP (teorema 4.17) con un marcado inicial que los
hace implicitos (teorema 4.19) por lo que £S’ sigue siendo un WTS vivo y

limitado que cumple L(ES") = L(S) y R(€S")|p = R(S).

Ahora, para construir £S a partir de £S’ simplemente hay que duplicar las
transiciones internas con réplica inmediata en el conjunto I. Por lo tanto, es
evidente que el £S sigue siendo un WTS. Como S es limitado, el marcado
ponderado de cualquier camino en S es finito en cualquier marcado alcanza-
ble. Por construccién, los nuevos nodos £S forman nuevos caminos en S con
el mismo marcado ponderado que otros ya existentes. Por el teorema 4.6,
estos nuevos caminos tienen marcado ponderado finito en cualquier marcado
alcanzable, luego £S es acotado.

Ahora se demostrard que L(ES)|r = L(S), después que R(ES)|p = R(S) y
por tltimo que £S es vivo.

L(ES)|r € L(S). Evidente porque S puede construirse a partir de £S
eliminando restricciones a las transiciones del conjunto 7.

L(S) C L(ES)|r. Por ser L(ES') = L(S), es suficiente demostrar que
L(ES') C L(ES)|r. Es evidente que m&§Y = m&N' ya que £S y £S’ tienen
el mismo conjunto de lugares. Sea ¢’ € L(ES’). Se construye la secuencia o
sustituyendo en ¢’ cada transicién interna t,, con réplica inmediata t;,, en el
conjunto I por el par de transiciones (tim, tm). Se demostrara, por induccién
sobre el nimero de pares (tim,tm), que o es una secuencia de transiciones
que se puede disparar en £S. Si o no tiene ningin par de la forma (¢, tm),
quiere decir que o = ¢’ y que es una secuencia de transiciones sin réplica
en el conjunto I. Todas estas transiciones tienen exactamente las mismas
precondiciones en £S y en £S’ por lo que o puede dispararse en £S. Si el
resultado es cierto para o con n pares de la forma (¢, ), ver que también
se cumple para o con n + 1 pares. Sea o el prefijo de o hasta el ultimo
par de la forma (;, ty,) (sin incluirlo) y o} el prefijo de ¢’ hasta la dltima

y JIRTIN . . . . ENT T ENT!
transicién t¢,, con réplica inmediata en I (sin incluirla). Si m§”V —Lym*V ",

entonces t,, estd sensibilizada en (EN”, méN ’>. Por hipétesis de induccién,
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o1 es disparable en £S produciendo un marcado m&V. Por construccién
de €S, €S’ y de las secuencias de disparo o1 y o}, como mgN = mgN ',
tonces m&V = m&V’ y como t, esté sensibilizada en (EN”, m&V '>, entonces
tm ¥ tim estan sensibilizadas en (EN, m&V ) (va que las precondiciones de ¢,
en £S’ son la unién de las precondiciones de t,, y tim en £S). Por lo tanto, el
par (tim,tm) es disparable en (EN, méV ). Sea ahora my el marcado que se
produce al disparar en (EN, m5N> el par (tim,tm) y mgN't_’%m‘gN'. Nue-
vamente mgN = mgN ', por lo que el resto o5 de la secuencia o es disparable
en (EN, m‘gN ) por ser igual al resto o), de la secuencia o’ y ser o4 disparable
en (EN',m5V"). Se ha demostrado que para cada o’ € L(ES') existe una
secuencia o de transiciones de £S que es disparable en £S. Como las tran-
siciones del conjunto I son inmediatas no se puede asegurar que o € L(ES)
ya que, en caso de conflicto las transiciones de I se deben disparar antes que
las de T'. Reordenando las transiciones inmediatas de ¢ y manteniendo el
orden del resto de forma que se disparen en el primer momento en el que
estén sensibilizadas (primero se reordena la transicién inmediata del primer
par, luego la del segundo, etc.), se obtiene una nueva secuencia ¢ que sigue
siendo disparable en £S y cumple que ¢ € L(ES) por construccién. Ademds,
¢|r = o|r = o'. Por lo tanto, L(S) = L(ES’) C L(ES)|r.

R(ES)|p = R(S). m € R(S) si y sdlo si existe o € L(S) tal que mp-Zsm.
Por ser L(ES)|r = L(S), esto ocurre si y sélo si existe ¢ € L(ES) tal que
o|lr = 0. Sea mE§N _2,mV. Como ¢|p = o, entonces m*|p = m. Luego
m € R(S) si y sélo si existe m&N e R(ES) tal que mV|p = m.

ES es vivo. Se ha demostrado que las transiciones de interfaz y las internas
sin réplica en I tienen el mismo comportamiento (en cuanto a las secuencias
de disparo) en £S y £S’ por lo que son vivas en £S, por ser £S’ vivo. Y los
pares de la forma (tim,tm) se comportan en £S como t,, en £S’ por lo que
también son vivas. Por lo tanto, £S es vivo. &

en-

Definicién 4.36 Sea S = (N, mg) con N = (P, T, F,\W) un WTS vivo y
limitado, B C P un K-corte de N y ES su sistema extendido.

i) El sistema de bajo mivel £LS; = (LN;,m}) con 1 < i < K es el sis-

tema que se obtiene eliminando de ES los lugares U 4; P; \ B y las
transiciones U#i T; \ TI y sus arcos adyacentes.

ii) El sistema de alto nivel (o esqueleto bdsico) BS = (BN, m5N) es el
sistema que se obtiene eliminando de ES los lugares UK, P;\ B y las
transiciones Ufil T; \ TI y sus arcos adyacentes.
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En cada LS;, todas las subredes N con j # i se reducen a sus transicio-
nes de interfaz y a los nodos de los conjuntos Hj, I; y H ]’ (ver definicién 4.33),
mientras que la subred N; se preserva completamente. En el BS se reducen
todas las subredes.

El siguiente teorema demuestra las propiedades que tienen los sistemas
agregados recién construidos.

Teorema 4.37 Sea S = (N,mg) un WTS vivo y limitado, B C P un
K-corte de N'. Entonces, LS; con 1 < i < K y BS son WTS’s vivos y
limitados.

Demostracién:

Por el teorema 4.35, £S es un WTS vivo y limitado. Para formar a partir
de £S los sistemas agregados se eliminan nodos con todos sus arcos de
entrada y salida. Por lo tanto, los lugares que quedan deben tener un inico
arco de entrada y salida, es decir, los sistemas agregados son WTS’s. En
[TCWCS92] se demuestra que un WTS es vivo y limitado si y sélo si todos
sus ciclos tienen ganancia 1 y tienen suficientes marcas para hacerlos vivos.
Como la construccién de los sistemas agregados preserva la ganancia de
cualquier camino y £S§ es vivo y limitado, todos los ciclos de los sistemas
agregados tienen ganancia 1. Ademds, todo ciclo de un sistema agregado
es también ciclo en £S. Como £S es vivo, todos sus ciclos tienen marcas
suficientes para ser vivos, por lo que todos los ciclos de los sistemas agregados
tienen marcas suficientes para ser vivos. &

A modo de resumen, en esta seccién se ha desarrollado una técnica es-
tructural eficiente que permite descomponer un WTS vivo y limitado en un
nimero finito arbitrario K de subredes y a partir de ellas construir K siste-
mas de bajo nivel (en los que se mantiene una de las subredes y se reducen
el resto) y un sistema de alto nivel o esqueleto bésico (en el que se reducen
todas las subredes). Estos K + 1 sistemas agregados son también WTS’s
vivos y limitados (por lo tanto reversibles, ver seccién 4.1), por lo que sus
cadenas de Markov isomorfas son ergddicas y poseen distribucién en estado
estacionario dnica (teorema 2.85). Ademds, los sistemas agregados tienen
la estructura mas simple posible, en el sentido de que no se han emplea-
do lugares implicitos redundantes en la reduccién de las subredes producto
del corte. Esta reduccién de la estructura de los sistemas agregados se ha
conseguido sin incrementar la complejidad de los algoritmos de célculo.

En la siguiente seccién se emplearan estos sistemas agregados para apro-
ximar el throughput de las transiciones del WTS original.
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4.4 Aproximacién iterativa del throughput

El contenido de esta seccién es similar al de la seccién 3.4. Se incluye
aqui con las adaptaciones necesarias para WTS’s con objeto de aumentar la
legibilidad de la técnica completa de aproximacién.

En la seccién anterior se ha desarrollado una técnica para descomponer
un WTS vivo y limitado en K subredes, a partir de las cuales se constru-
yen K sistemas de bajo nivel y uno de alto nivel o esqueleto bésico. Cada
sistema de bajo nivel contiene una de las subredes producto del corte, los
lugares del corte, las transiciones de interfaz y un conjunto de nodos (lu-
gares implicitos y transiciones inmediatas) que resumen el comportamiento
del resto de subredes. El sistema de alto nivel contiene los lugares del corte,
las transiciones de interfaz y los nodos que resumen el comportamiento de
todas las subredes. Ahora se van a emplear estos K + 1 sistemas agregados
para aproximar el throughput de las transiciones del W'TS original.

Si se observa el teorema 4.9, en WTS’s vivos y limitados las ratios de
visita o los throughput relativos de las transiciones (ver definicién 2.66) estan
determinados por estructura de la red. En concreto, el teorema, 4.9 establece
que el vector g de ganancias del algoritmo 4.23 es a su vez el vector de ratios
de visita de las transiciones del WTS. Asf, si la ganancia entre ¢; y t; es g;;
entonces se cumple que x(t;) = x(t;)gi;. Por lo tanto, basta con aproximar
el throughput de una transicién cualquiera del WTS original, porque por
medio de las ganancias se pueden obtener aproximaciones para el throughput
de cualquier otra transicién con el mismo porcentaje de error. Ademds,
como los sistemas agregados generados en la seccién anterior preservan la
ganancia entre transiciones, los vectores de ratios de visita de cualquier
sistema agregado coinciden con el del sistema original en las transiciones
que se preserven.

La técnica que se va a exponer en esta seccién es basicamente la misma
que la del capitulo 3 para MG’s. Por ello, en esta seccién se expondran
las cuestiones referentes a la adaptacién de la técnica para WTS’s y se
anadiran algunos resultados parciales relativos a la convergencia del método.
Esta técnica es un método de aproximacion del tiempo de respuesta. Las
transiciones de interfaz de cada subred reducida en cada sistema agregado
aproximaran el tiempo de respuesta de toda la subred. La técnica es iterativa
y utiliza un sistema de alto nivel o esqueleto basico por las mismas razones
que en el caso de MG’s, para no tener problemas de convergencia y de malas
aproximaciones. El algoritmo utilizado es el siguiente:
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Algoritmo 4.38

input: (S, w) WTS estocéstico vivo y limitado
seleccionar un K-corte BC P de N
construir LS; y BS para 1 <: < K

seleccionar tasas iniciales p,l(to) paracadat € T; NTIlcon 2 < j < K
n:=0 (contador de iteraciones)
repeat
n:=n+1
for i :=1 to K do
solve LS; con:

In: tasas ul(n) para las transiciones de T; N TI con 1 <1 <4

tasas ul(nfl) para las transiciones de T; N Tl con i < I < K
Out: proporciones u; entre tasas de las transiciones de 7; N TI y
throughput XZ(") de las transiciones de T; N T1
solve BS (encontrar factor de escala \) con:

(n)

In: tasas p; ° para las transiciones de ;) N TI con 1 <1 <1
tasas ul(n_l) para las transiciones de ;N Tl con ¢t <l < K

proporciones entre tasas u; para las transiciones de 7; N TI

(n)

throughput x; ’ de las transiciones de 7T; N TI

Out: tasas reales p,z(-”) = )\ - u; de las transiciones de 7; N T1

tales que ngs) = Xl(n)

end for

until convergencia de {xl(n) 1

output: throughput {Xz(n) K | de las transiciones de (S, w)

En este algoritmo iterativo se van resolviendo uno por uno todos los
sistemas de bajo nivel £LS; (con 1 < i < K). Cuando en la iteracién n del
esquema iterativo se resuelve el LS;, se obtienen para las transiciones de
T; N'TI los vectores xin) de throughput y p; de proporciones entre tasas de
servicio. Con esta informacién se busca, por medio del BS, un factor de
escala A para las proporciones entre las tasas de disparo, de forma que los
throughput de las transiciones comunes a BS y LS; coincidan. El célculo
de este factor de escala puede realizarse por medio de una biisqueda lineal
en BS. Se va resolviendo el BS cambiando todas las tasas de las transiciones
de T; N TI de forma que se mantengan las proporciones p; hasta que se
consigan los mismos throughput en las transiciones comunes a BS y LS;.
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Notar que BS tiene muchos menos estados que el sistema original e incluso
que los LS;, por lo que el coste de esta busqueda lineal es despreciable
comparado con la complejidad del estudio de los otros sistemas.

Después de este doble paso se obtiene una nueva aproximacién ugn) para
las tasas de disparo de las transiciones de T; N TI que se mantienen en el

estudio posterior de otros LS; y en BS.

Quedan por aclarar algunos puntos de este algoritmo iterativo. Por un
lado, cuestiones respecto a las restricciones del corte. Por otro lado, la selec-
cién de las tasas de disparo iniciales u§-0) de las transiciones de T N'TI con
2 < j < K, que son necesarias para resolver por primera vez el sistema LS
e iniciar el algoritmo iterativo. Otra cuestién a tener en cuenta es la forma
de calcular, al resolver el LS;, las proporciones p; entre las tasas de dispa-
ro de las transiciones de 7; N TI. Por dltimo, consideraciones acerca de la
busqueda lineal del factor de escala A en BS para el cédlculo de las tasas de
disparo reales de las transiciones de interfaz en cada iteracién y el test de
convergencia para decidir el final del algoritmo iterativo.

Respecto a las restricciones sobre el corte, en la seccién anterior se podia
definir sobre cualquier conjunto de lugares que induzca una particién en
el conjunto de transiciones y de lugares (excluidos los del corte) del WTS
original. Si se tiene en cuenta ahora las cuestiones numéricas, no es deseable
que aparezca ninguna transicién de interfaz que sea inmediata. Si éste es
el caso, podria haber errores de ejecucién al poder obtener como medida de
utilizacién de alguna transicién de interfaz 0 y por lo tanto divisiones por 0
al calcular su tasa relativa de disparo.

Respecto a las restricciones sobre el corte, en la seccién anterior se podia
definir sobre cualquier conjunto de lugares que induzca una particién en
el conjunto de transiciones y de lugares (excluidos los del corte) del WTS
original. Sise tienen en cuenta ahora las cuestiones numéricas, no es deseable
que aparezca ninguna transicién de interfaz que sea inmediata. En este caso
podrian aparecer errores de division por cero al estimar las proporciones
entre las tasas de disparo de las transiciones de interfaz como se verda en el
parrafo dedicado a la estimacién de estas proporciones.

Respecto a la seleccién de las tasas iniciales para las transiciones de
interfaz, el algoritmo iterativo no se ve afectado, en lo que respecta a las
aproximaciones de los throughput obtenidas, por la seleccién de estos valo-
res. Por lo tanto, en principio se pueden seleccionar valores arbitrarios. Pero
es razonable poner unos valores iniciales que tengan relacién con el modelo.
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Una selecciéon adecuada consiste en poner a cada transicién de interfaz la
tasa que tiene en el modelo original. De esta forma se reduce el nimero
de iteraciones necesarias para alcanzar la convergencia del algoritmo. Esta
elecciéon dard sistemas agregados més réapidos en la primera iteraciéon del
método pero se corrige en las siguientes.

Por lo que respecta a la estimacién de las proporciones p; entre las tasas
de disparo de las transiciones de interfaz de la subred N;, se utilizan los
nodos calculados en la fase de descomposicién estructural. Como se explic
en la seccién anterior, para cada subred N; producto del corte del WTS
original se calculaba un conjunto H; U I; U H{ de nodos que resumen su
comportamiento interno. Son estos nodos los que se emplean para realizar
la estimacién. El sistema de bajo nivel L£S; contiene completamente la
subred N; y los nodos del conjunto H; U I; U H]. Por lo tanto, al resolver
su CTMC isomorfa, se puede calcular la utilizacién de cada transicién de
interfaz si sélo se tienen en cuenta los lugares del conjunto H; U H U B (es
decir, se calcula la probabilidad de que la transicién esté sensibilizada una
vez se eliminan los nodos internos de la subred N;). De esta manera, se
estd relacionando el funcionamiento completo de la subred N; con el de su
resumen para poder exportar esta informacién al resto de sistemas de bajo
nivel. Posteriormente, basta emplear la férmula del calculo del throughput
del teorema 2.87 para encontrar las proporciones entre las tasas de disparo
de las transiciones de interfaz. En la iteracién n del algoritmo, la tasa
proporcional de disparo de la transicién ¢t € T; N TT es:

i[t] = o
H = Plmlp] > W(p.t) Vpe "t (H;UH[UB)}

Esta expresién es véalida si se emplea seméntica de un solo servidor. Si
se emplea semdntica de infinitos servidores, hay que sustituir la utilizacion
de las transiciones por su grado medio de sensibilizacién, es decir, la tasa
proporcional de disparo es en este caso:

M- X"t
Kl = Elmax{k | mlp] > kW (p,t) Vpe tn (H; U H U B))]

En cuanto al algoritmo de busqueda lineal del factor de escala en BS
para calcular las tasas reales de disparo de las transiciones de interfaz, hay
que tener en cuenta lo siguiente. Se quiere conseguir que coincidan los
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throughput de las transiciones comunes a BS y LS;, es decir, que coinci-
dan los throughput de las transiciones de interfaz. A diferencia de MG'’s,
en WTS’s los throughput de las transiciones pueden ser diferentes. Por lo
tanto, no se puede hablar de throughput de un WTS sino de throughput de
una transicién de un WTS. Entonces, conseguir que los throughput de todas
las transiciones de interfaz coincidan en los dos sistemas podria suponer un
problema. Como en WTS’s las ratios de visita o throughput relativos de las
transiciones vienen determinados por la ganancia entre transiciones (teo-
rema 4.9) y los sistemas agregados construidos preservan estas ganancias,
entonces desaparece el problema y basta que el throughput de una transi-
cién t de interfaz cualquiera coincida en BS y LS; para poder asegurar que
coinciden todos los throughput de todas las transiciones de interfaz. A lo
largo del algoritmo iterativo se va modificando el valor de las tasas de las
transiciones de interfaz de los LS; y de BS. El throughput de las transicio-
nes de estos sistemas es una funcién racional (cociente de polinomios) con
respecto a estas variables. Como se han calculado unas proporciones entre
las tasas de disparo que se quieren mantener en BS, si se quiere calcular un
factor de escala A de forma que coincidan los throughput de las transiciones
comunes a BS y LS;, lo que se estd haciendo en el fondo es plantear una
ecuacién racional de la forma:

En la ecuacién anterior, ¢ es una transicién de interfaz cualquiera que
se fija como referencia en BS y LS;. Entonces, x(gfg)l [t] es el throughput
en LS; de la transicién ¢ calculado justo antes de empezar el estudio en BS.
Por su parte, Xgls) [t](A) es una funcién de A, que devuelve el throughput
en BS de la misma transicién t de referencia. Esta funcién es racional en A
y no se conoce de forma explicita. Calculando una solucién A de la ecuacién
anterior, se puede asegurar que el throughput de todas las transiciones de
interfaz coincide en BS y LS;. El problema numérico de resolucién de esta
ecuacion puede resolverse con algoritmos como el de la secante.

Por ultimo, queda por aclarar el test de convergencia. Este algoritmo
numérico calcula unas aproximaciones del throughput aceptables para una
técnica de aproximacién (por debajo del 5%). Teniendo en cuenta la aproxi-
macién que se va a obtener al final, no es necesario que el test de convergencia
sea muy exigente ya que esto provocaria el cédlculo de un mayor niimero de

iteraciones sin que por ello se aumente la precision de los resultados obteni-
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dos. Si se pone un test de convergencia poco exigente, entonces el algoritmo
finalizaré antes de lo debido, aumentando en general el error de la aproxi-
macién. El test de convergencia que se utiliza consiste en iterar hasta que
la diferencia entre los throughput de las transiciones de interfaz de todos
los LS; en dos iteraciones consecutivas del método sea menor que el 0.1%.
Con este test el algoritmo converge (en todas las pruebas realizadas) en muy
pocas iteraciones (entre 3 y 5 iteraciones).

Una vez explicado el método iterativo que se emplea para calcular apro-
ximaciones del throughput de las transiciones del sistema original, se van a
demostrar algunas de sus caracteristicas. La demostracion formal de estas
caracteristicas se basa en algunos resultados de otros autores que se van a
exponer ahora.

El primer resultado (ver [MT95]) establece, para cualquier SPN, la con-
tinuidad del vector 7 de probabilidades en estado estacionario con respecto
a las entradas del generador infinitesimal Q de la CTMC isomorfa.

Teorema 4.39 [MT95] Sea (S,w) una SPN, Q el generador infinitesimal
de su CTMC isomorfa y m el vector de probabilidades en estado estacionario.
Los elementos de 7 son funciones continuas de las entradas de Q.

Como las entradas de Q son funciones continuas de las tasas de disparo
de las transiciones de la red, en particular, 7 es continuo con respecto a las
tasas de las transiciones de la red.

Corolario 4.40 Sea (S,w) una SPN y m el vector de probabilidades en
estado estacionario. Los elementos de ™ son funciones continuas de las
tasas de disparo de las transiciones de N .

Otra consecuencia inmediata del teorema anterior es la continuidad res-
pecto de las entradas de Q de todos los los indices de prestaciones de (S, w)
que puedan definirse como funciones continuas de las entradas del vector 7,
en particular el throughput de las transiciones.

Corolario 4.41 Sea (S,w) una SPN, Q el generador infinitesimal de su
CTMC isomorfa y m el vector de probabilidades en estado estacionario.
Sea X un indice de prestaciones de la SPN que puede expresarse como
X = f(m) con f continua. Entonces X es funcion continua de las en-
tradas de Q y de las tasas de las transiciones de (S,w). En particular, el
throughput de cualquier transicion de (S,w) es una funcidn continua de las
entradas de Q y de las tasas de las transiciones de (S, w).
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Otros resultados que se necesitan para demostrar las propiedades del
método iterativo son las referentes a monotonia de throughput en la clase
de los WTS’s. En concreto, se tiene monotonia de throughput respecto a
las tasas de disparo de las transiciones y respecto a la topologia de las redes.
Estos resultados pueden verse en [BLS96].

Teorema 4.42 [BLS96] Monotonia respecto a las tasas de disparo.
Sea (S,w) un WTS estocdstico, vivo y limitado yt € T una transicién de N
de tasa A variable. El throughput de t en (S,w) en funcidon de A, xs[t]()\) es
una funcién mondtona creciente, es decir, si X' < X = xs[t](N) < xs[t](N)-

Teorema 4.43 [BLS96] Monotonia respecto a la topologia.

Sean (S,w) y (8", w') dos WTS’s estocdsticos, vivos y limitados tales que
PCP, TCT,FCF yW =W|p. Suponer ademds que (S,w) y
(8 w') tienen el mismo marcado inicial y tasas de disparo en los lugares
y transiciones comunes a las dos redes. En estas condiciones se tiene que
xslt] > xs'[t] para cualquiert e T.

Por 1ltimo, se necesita un resultado sobre el cilculo de una cota superior
para el throughput de las transiciones de un WTS. El siguiente resultado es
mucho mas general.

Propiedad 4.44 [CS93] Cota superior de throughput.

Sea (S, w) una SPN viva y limitada. Una cota inferior para el tiempo medio
entre disparos T'D de la transicién t; es el resultado del siguiente problema
de programacion lineal:

r@ > max YT .Pre-D0
sujetoa Y/ .-C=0
YT 1My = 1
Y >0

Donde Pre es la matriz de preincidencia de N', C es la matriz de incidencia
de N y D ) es el vector de demandas medias de servicio de las transicio-
nes (DO (t;) = s;u0(t;) con s; el tiempo medio de servicio de la transi-

i) =
cion t; y v( )(t tj) la ratio de visita de la transicion t; normalizada para t;, es
decir, v (t;) = 1).

A partir de una cota inferior del tiempo medio entre disparos de una
transicion se obtiene, calculando el inverso, una cota superior del throughput
de la misma.
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Para demostrar las propiedades del método iterativo conviene describir
el algoritmo 4.38 por medio de ecuaciones y funciones. La forma mas sencilla
de describir el algoritmo es fijando como variables las tasas de las transiciones
de interfaz.

Notacién 4.45 Sea (S,w) un WTS estocdstico, vivo y limitado y B C P
un K-corte de N'. Se utilizardn las siguientes notaciones:

i) ni =|T; NTI| con1<i<K es el numero de transiciones de interfaz

de la subred N;.

i) M =K n; es el nimero de transiciones de interfaz de N .

ii) Iij con 1 <i < K y1 < j <mny; esla transicion de interfaz j de la

iv)
)

i)

i)

viii)

subred N.
Aij con1 <1< K yl<j<mn; eslatasa de disparo de I;;.

Ai = (N1, Ainy) con 1 <@ < K es el vector de tasas de disparo de
las transiciones de interfaz de Nj.

A= (A1,...,AK) es el vector de tasas de disparo de todas las transi-
ctones de interfaz.

Xij con 1 <1< K y1<j<n; es el throughput de la transicion I;;.

Xi = (Xi1,- -+, Xin;) con 1 < i < K es el vector de throughput de las
transiciones de interfaz de Nj.

iz) pij con1 <i < K yl<j<mn; eslatasa proporcional de disparo de

z)

wiii)

transicion I;; calculada en LS;.

i = (i, - -« Hin;) con 1 < i < K es el vector de tasas proporcionales
de disparo de las transiciones de interfaz de Nj.

;j conl <i< Kyl <j<mn; esla nueva tasa de disparo de la

transicion I;; calculada en BS.

A= (N, N

in;) con 1 < i < K es el vector de nuevas tasas de
disparo de las transiciones de T; N T1 calculadas en BS.

A = (NN Aid, -, Ak) conl <0 < K es el vector intermedio
de tasas de disparo de las transiciones de T1 después del estudio de LS;
y el correspondiente estudio de BS.
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Se va a dar una explicacién de estas notaciones. Cada vez que se resuel-
ve LS; con 1 < ¢ < K se calcula, para cada transicién I;; con 1 < j < n;,
su throughput x;; y su tasa relativa y;;. Agrupando en vectores los indices
de prestaciones calculados en L£S; para todas las transiciones de T; N T, se
obtienen x; y p;. El siguiente paso consiste en estudiar el BS, para obtener
las nuevas tasas de disparo \{; de las transiciones de 7; N TI. En notacién
vectorial, se obtiene el vector A,. El siguiente paso consiste en estudiar
el £S;+1. El vector de tasas de transiciones de interfaz que se emplea para
el estudio de este sistema no es el vector A porque ya han sido actualizadas
las tasas de las transiciones de 7 N'TT con j < . El vector de tasas es el A,

Ahora se van a dar las notaciones de las funciones que intervienen en el
algoritmo iterativo.

Notacién 4.46 Sea (S,w) un WTS estocdastico, vivo y limitado y B C P
un K-corte de N'. Se denotan a las siguientes funciones:

i) pi s (RTM — (RT)™ con 1 <i < K tal que p;(X) = ;.
i) gi : RT)M — (RT)™ con 1 <i < K tal que g;(A) = AL
i) G : (RTM — (RMM tal que G = (g1, .. .,9K)-

w) xij : (RHM — IRt con1<i< K yl<j<n; tal que x;;(N) es
el throughput en LS; de la transicion I;; si se ponen como tasas de
disparo de las transiciones de Ty, N'TI con k # i las que marcan los
vectores A de A.

v) pij: (ROMY — R con1 <i < K y1<j<mn; tal que p;;(N) es
la tasa proporcional de disparo en LS; de la transicién I;; si se ponen
como tasas de disparo de las transiciones de Ty, N'TI con k # i las que
marcan los vectores A de A.

vi) p; 2 (RMHM — (R con 1 <4 < K tal que p; = (ii1, - - - tin,)-

vii) xgs[t] : (RT)M\ {0} — IR* tal que xgs(A\) es el throughput de la
transicion t de BS si se ponen como tasas de disparo de las transiciones
de T; N TI las que marcan los vectores A; de .

viii) XBs,[t][A1s- - iy Ak] : RT — RY con 1 < i < K tales que:
XBSZ[t][)‘laa“‘LvaAK](A) :XBS[t]()‘la"'7)‘ui7"'7>\K)'
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Se va a dar una explicacién de estas notaciones. La funcién p; con
1 < i < K extrae el vector \; de tasas de las transiciones de 7; N'TI a partir
del vector A de tasas de transiciones de interfaz (es una funcién proyeccién).
La funcién g; con 1 < i < K calcula las nuevas tasas A} de las transiciones de
T;N'TI en una iteracién parcial (hasta el estudio del £S;) del algoritmo 4.38,
si se toma A como vector de tasas iniciales para las transiciones de interfaz.
La funcién G calcula las nuevas tasas A’ de las transiciones de interfaz tras
una iteracién completa del algoritmo 4.38, si se toma A como vector de
tasas iniciales para las transiciones de interfaz. Las funciones x;; y p;; con
1<i< Kyl<j<n; calculan el throughput y la tasa proporcional de
disparo de la transicién de interfaz I;; en L£S;, si se toma A, como vector
de tasas para las transiciones de Ty N TI para todo k # i. La funcién u;
con 1 <17 < K calcula el vector pu; de tasas proporcionales de disparo de las
transiciones de 7; N TI que se obtiene en LS;, si se toma Aj como vector de
tasas para las transiciones de T; N TI para todo j # 4. La funcién xss[t]
calcula el throughput de la transiciéon ¢ de BS, si se toma A como vector
de tasas para sus transiciones. La funcién xgs,[t][A1, ..., i, .., Ak] con
1 < i < K calcula el throughput de la transiciéon ¢ de BS, si se ponen A;
con j # 1 como vectores de tasas de disparo de las transiciones de T; N TI
y Au; para las transiciones de T; N TI (X es el pardmetro de la funcién).

El siguiente resultado expone las relaciones que hay entre las funciones
y vectores de las notaciones anteriores.

Proposicién 4.47 Sea (S,w) un WTS estocdstico, vivo y limitado y B C P
un K-corte de N'. Se cumplen las siguientes relaciones:

1. g1(A) = A1 = (xgs, [Tl (xai (W) - pa(A).

2. A(l) = (gl(A)a s 7gi(A)7pi+1(A)7 s 7pK()‘)) bara 1 S i< K.

3. 9i(A) = X = (xps, Ll cin A1) - s ACD) para 1 <i < K.
Demostracién:
Evidente a partir del algoritmo 4.38 y de las notaciones anteriores. Se han
tomado como transiciones de referencia en cada £LS; la primera transicién de

interfaz I;;. Sélo falta demostrar que existen las funciones inversas de xzs;,
que se haré en la proposicién 4.50. &

Con las notaciones y relaciones anteriores se puede describir el algoritmo
iterativo de la siguiente manera.
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Notacién 4.48 Sea (S, w) un WTS estocdstico, vivo y limitado y B C P un
K-corte de N'. Sean )\g-)) conl <i< K yl<j<ny;las tasas de disparo de

las transiciones I;j en (S,w), )\EO) = (N1, Ainy) ¥ A0 = (/\go), NN )\(Ig)).
El algoritmo iterativo 4.38 puede escribirse de la siguiente manera:

Algoritmo 4.49

input: A(?) tasas iniciales de las transiciones de interfaz.
n:=0 (contador de iteraciones)
repeat
n:=n+1
A = g(ArD)
until convergencia de A(™
output: (x11(A™), ..., Xxnx (A™)) vector de aproximaciones de Y.

Con esta forma alternativa de ilustrar el método iterativo se pueden
demostrar algunas propiedades referentes al mismo. Lo primero que hay que
demostrar es que las busquedas lineales en BS siempre acaban con éxito.

Proposicién 4.50 Sea (S,w) un WTS estocdstico, vivo y limitado y B C P
un K-corte de N'. Sea X un vector de tasas asociadas a las transiciones de
interfaz de los LS; con 1 < i < K y BS. Sea xi1(A\) el throughput de
la transicion de interfaz Ij1 y pi(A) las tasas proporcionales de disparo de
las transiciones de T; N'T1 calculadas en LS; con las tasas indicadas en .
La funcion xps,[Li1][A1,-- - Miy - -, AK] : RT — R de la notacion 4.46
es continua, mondtona creciente y acotada, por lo que existe su funcion
inversa en el intervalo de acotacion. En particular, existe A € IRT tal que

XBS; [Lit][A1s s iy AR](A) = xa1(A).

Demostracion:

La demostracién es la misma que la de la proposicién 3.30 aplicando en
este caso los resultados similares para WTS’s, en concreto los teoremas 4.9,
4.42 y 4.43, la propiedad 4.44 y el corolario 4.41. &

Este teorema asegura que en todas las iteraciones del algoritmo y en
el estudio de todos los LS; existe un factor de escala A tal que, al poner
como tasas de disparo para las transiciones de T; N'TI en BS el vector Au;,
el vector de throughput que se obtiene para las transiciones de BS es el
mismo que el que se habia calculado para las transiciones de interfaz £S;. La
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codificacién numérica del calculo de este factor de escala se realiza por medio
de algoritmos como el de la secante (como en el caso de MG’s), ya que este es
un problema numérico de célculo de una solucién para una ecuacién no lineal
con una incognita. Se utiliza un algoritmo iterativo en el que se van probando
distintos factores de escala y en funcién de los throughput obtenidos para las
transiciones de BS, teniendo en cuenta la propiedad 4.42 de monotonia de
throughput respecto a las tasas de disparo de las transiciones de un WTS, se
va incrementando o decrementando este factor de escala hasta que el vector
de throughput de las transiciones de BS y el de L£S; estan suficientemente
cerca. Una vez calculado el factor de escala A, multiplicando el vector u; de
proporciones entre tasas de disparo por A, se obtiene una nueva aproximacion
para las tasas de disparo de las transiciones de interfaz de la subred N;, que
son las que aproximan el tiempo de respuesta de toda esta subred.

El siguiente paso consiste en demostrar la existencia de solucién para el
método iterativo. Al igual que en el caso de MG’s, puede demostrarse la
existencia de punto fijo para la funcién G del algoritmo 4.49. Un punto fijo de
la funcién G se corresponde con una solucién del método numeérico, es decir,
al poner como tasas para las transiciones de interfaz de los LS; y BS los
valores numéricos del punto fijo de G se obtienen los mismos throughput para
todas las transiciones de interfaz de todos los LS; y BS. Para demostrar la
existencia de este punto fijo se utilizara el teorema del punto fijo de Brouwer
(ver teorema 2.10).

Teorema 4.51 Sea (S, w) un WTS estocdstico, vivo y limitado y B C P un
K-corte de N'. Sea G : (RT)M — (RT)M la funcion del algoritmo 4.49
segiin la notacién 4.46. G es continua y existe un conjunto S C (RT)M
compacto, convexo y no vacio tal que G(S) C S.

Demostracion:
La demostracion es la misma que la del teorema 3.31 aplicando en este caso
el teorema 4.42, las proposiciones 4.47 y 4.50 y el corolario 4.41. &

Corolario 4.52 Sea (S,w) un WTS estocdstico, vivo y limitado y B C P
un K-corte de N'. El algoritmo iterativo 4.49 aplicado a los sistemas LS;
conl<i< K yBS tiene punto fijo.

Demostracién:
Inmediato aplicando el teorema 2.10 a la funcién G que es la que describe
una iteracién del algoritmo 4.49. &
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Con los tultimos resultados, se ha conseguido demostrar la existencia de
punto fijo para el esquema iterativo utilizado, y por lo tanto, la posibilidad
convergencia del esquema a uno de esos puntos fijos. Se ha intentado estudiar
mas en detalle las caracteristicas del esquema para asegurar convergencia,
unicidad de solucién e incluso estimar el error cometido en la aproximacion,
pero no se ha llegado a resultados generales debido a la gran complejidad
de los sistemas agregados que se emplean en el esquema iterativo. Desde el
punto de vista del autor de esta memoria, es posible que algiin dia se pueda
demostrar que el esquema converge (utilizando otros teoremas de punto
fijo), e incluso que este punto de convergencia sea unico. Para ello seria
necesario demostrar propiedades mucho mas exigentes que la continuidad de
las funciones empleadas en el esquema (por ejemplo la contractividad). Este
tipo de propiedades parecen claras si se ven los resultados experimentales
pero extremadamente dificiles de demostrar teéricamente. Lo que no parece
posible es estimar el error cometido en la aproximacion debido a que este
error es inducido por la descomposicién estructural del WTS original y a
que las agregaciones de estados que se producen al construir los sistemas
agregados no son exactas desde el punto de vista de CTMC’s.

A falta de un mejor soporte tedrico, la experimentaciéon numérica con
diferentes ejemplos sugiere que el esquema converge en muy pocos pPasos
(entre 3 y 5 iteraciones), converge a la misma solucién independientemente
de las tasas iniciales elegidas para iniciar el algoritmo, y el error cometido al
final del mismo (inferior al 5%) es admisible para técnicas de aproximacién
en evaluacion de prestaciones de sistemas concurrentes basada en modelos
formales.

4.5 Conclusiones

En este capitulo se ha desarrollado en detalle el trabajo de [PJCS96b] sobre
aproximacion de throughput en WTS’s. Se ha aprovechado la ocasién para
introducir algunas mejoras técnicas que permiten afianzar cuestiones tedricas
sobre la técnica asi como posibles codificaciones de la misma.

La técnica de descomposicion estructural de WT'S’s desarrollada en este
capitulo es una extensién de la del capitulo 3 para MG’s, en el sentido de
las dos técnicas de descomposicién aplicadas a un MG son equivalentes.

El algoritmo iterativo de aproximacién es, salvo ligeras adaptaciones a la
nueva clase de redes, el mismo de [CCJS94] para MG’s que se ha explicado
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en detalle en el capitulo 3.
Todo lo expuesto en este capitulo son aportaciones de esta memoria. En
concreto estas aportaciones son:

e La descomposicion estructural de WT'S’s en un ntmero finito arbitra-
rio de componentes.

e Reduccién del nimero de nodos necesarios para resumir el comporta-
miento de las subredes en los sistemas agregados.

e Adaptacion del algoritmo iterativo de aproximaciéon a WTS’s.

e Demostracion formal de la existencia de punto de convergencia para
el algoritmo de aproximacién del tiempo de respuesta.

A diferencia del caso de MG’s, en WTS’s no es posible mantener exac-
tamente las proyecciones de estados alcanzables y secuencias de disparo del
WTS original sobre los nodos preservados en cada sistema agregado con este
tipo de técnicas de descomposicién basadas en la estructura de la red origi-
nal. En el capitulo 6 se expone una técnica basada en el estudio del espacio
de estados que permite preservar al menos las proyecciones de los estados
alcanzables en los sistemas agregados de cualquier red de Petri, en particular
de los WTS’s. Las propiedades que se preservan en los sistemas agregados
por medio de esta técnica de descomposicion son la vivacidad y limitacién
(por lo tanto, también la reversibilidad) Para mejorar las aproximaciones ob-
tenidas con la técnica se desarrolla el concepto de resistencia de un camino.
Preservando en los sistemas agregados los caminos de méxima resistencia
entre transiciones de interfaz se consigue mejorar las aproximaciones.

Queda como trabajo futuro demostrar la convergencia del algoritmo
numérico de aproximacién del tiempo de respuesta a algin punto de con-
vergencia de los que ya se sabe que existen. Se ha intentado demostrar sin
éxito completo hasta el momento.



Capitulo 5

Aproximacion de throughput
en DSSP’s

En este capitulo se va a desarrollar una técnica de aproximacién del through-
put de las transiciones de un sistema determinista de procesos secuenciales
(DSSP a partir de aqui, que son las iniciales de su nombre inglés, determin-
istic system of sequential processes).

Los DSSP’s estan formados por un conjunto de méaquinas de estados
(SM’s) conectadas entre si por una serie de lugares llamados canales. Los
arcos de entrada y salida de los canales pueden tener pesos. La clase de los
DSSP’s incluye a la de los grafos marcados con pesos (WTS’s) y por lo tanto
a la de los grafos marcados (MG’s). Un WTS es un DSSP en el que todas
sus SM’s, o procesos secuenciales, contienen una Unica transiciéon y un lugar.
Un MG es un DSSP ordinario en el que todas sus SM’s estan formadas
por una Unica transicién y un lugar. Por lo tanto, habra cierta relacién
entre las técnicas de aproximacién de throughput en DSSP’s y en WTS’s.
No se incluird en este capitulo las cuestiones relativas al funcionamiento,
descomposicién o reduccién de WT'S’s porque ya se ha tratado en el capitulo
anterior.

Todo lo expuesto en este capitulo son aportaciones de esta memoria. En
concreto, se exponen dos técnicas que permiten reducir en distinto grado
las distintas SM’s que componen un DSSP. Estas técnicas se presentaron en
[PJCS96¢c, PJCS96a].

El capitulo estd organizado de la siguiente manera. La seccién 5.1 des-
cribe a grandes rasgos las técnicas que se van a presentar en el capitulo y

157
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las relaciona con otras existentes en la literatura, en la seccién 5.2 se de-
sarrolla una técnica de reduccién parcial de SM’s (la técnica presentada en
[PJCS96¢c]) y en la seccién 5.3 se estudia bajo qué condiciones se puede
realizar una reduccién total de una SM en un DSSP a una sola transicién
(trabajo presentado en [PJCS96a]). La seccién 5.4 se dedica a la técnica de
descomposicién estructural de DSSP’s y la seccién 5.5 al método iterativo
para la aproximacién del throughput de sus transiciones. Por tltimo, en la
seccion 5.6 se indican las conclusiones finales del capitulo.

5.1 Introduccién

Los DSSP’s son una subclase de P /T sistemas que se obtienen de aplicar un
principio simple de diseno modular e incluyen de forma controlada primitivas
para el modelado de concurrencia, decisiones, sincronizaciones, bloqueos y
movimiento de trabajos en bloques. Varias unidades funcionales, en este
caso procesos secuenciales modelados por medio de SM’s, operan de forma
concurrente y cooperan entre ellos por un mecanismo de paso de mensajes
a través de canales (modelados por medio de lugares con arcos de entrada y
salida que pueden tener pesos). Los canales son de destino privado, es decir,
los mensajes que pasan por un canal van a un unico proceso secuencial. De
esta forma se evita la competencia entre las distintas unidades funcionales.
Ademas, los canales no representan condiciones laterales en los conflictos
internos de las unidades funcionales, es decir, las decisiones son libres. Por
lo tanto, el unico efecto de los canales en el funcionamiento de las SM’s
es la posible ralentizacién de las mismas debido a la espera de la llegada
de marcas a los canales de entrada de las transiciones que interactidan con
ellos. En la literatura han aparecido diversas clases de redes siguiendo este
principio de disefio modular [Rei82, Sou93, TSCC95, RTS95]. Los DSSP’s
tienen mayor potencia de modelado que los MG’s o WTS’s tratados en los
capitulos anteriores ya que permiten modelar decisiones. En la seccion 2.4.4
se desarrollan las definicién y propiedades de los DSSP’s. Desde el punto
de vista de redes de colas, los DSSP’s suponen una ligera generalizacién de
las redes de colas distribucién-conjuncién (“fork-join”) con sincronizaciones.
En DSSP’s, los servidores son complejos (SM’s 1-limitadas con conexiones
a distintos canales) y se permite el movimiento de trabajos en bloques.

Los DSSP’s pueden emplearse para el modelado de sistemas de ensambla-
do y desensamblado de piezas en los que el comportamiento de las distintas
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méquinas que intervienen en el proceso es complejo (modelado con las SM’s).

Para que tenga sentido aproximar el throughput de las transiciones de
un DSSP es necesario exigir algunas condiciones. Por un lado el DSSP debe
ser conexo porque en caso contrario se tienen varios DSSP’s independientes
que se pueden estudiar por separado (uno por cada componente conexa). Se
restringira el estudio a DSSP’s limitados con el objeto de obtener cadenas
de Markov en tiempo continuo (CTMC) finitas. Ademds, es necesario que
el DSSP sea vivo porque si no el throughput de algunas transiciones es nulo
y en ese caso no tiene sentido desarrollar una técnica de aproximacién. Por
ultimo, el DSSP debe tener estados recurrentes, lo que asegura la existencia
de distribucién en estado estacionario dnica para su CTMC isomorfa (teo-
rema 2.85). Aplicando el teorema 2.101, todo DSSP vivo y limitado tiene
estados recurrentes. Como el objetivo es aproximar el throughput en estado
estacionario de las transiciones de un DSSP, se puede suponer sin pérdida
de generalidad que el marcado inicial es un estado recurrente (si este no es
el caso basta disparar una secuencia de disparo que lleve a un estado recu-
rrente y tomar éste como marcado inicial). Con ese nuevo marcado inicial
el DSSP es reversible lo que asegura la ergodicidad de su CTMC isomorfa
(teorema 2.85). En consecuencia, se desarrollard una técnica de aproxima-
cién del throughput de las transiciones de DSSP’s vivos y limitados, ya que
estos admiten un marcado inicial que los hace reversibles.

El objetivo de este capitulo consiste en desarrollar una técnica de aproxi-
macién del throughput de las transiciones de un DSSP. Esta técnica, al igual
que todas las de esta memoria, se basa en una descomposicién estructural
del modelo original y un método iterativo de aproximacién del throughput
de las transiciones basado en la preservacion del tiempo de respuesta de las
distintas subredes. A partir de la descomposicién estructural, se construyen
varios sistemas de bajo nivel (en los que hay una subred producto de la
descomposicién del modelo original y un resumen del resto de las subredes)
y un sistema de alto nivel o esqueleto bésico (formado por los restimenes de
todas las subredes producto del corte).

Para efectuar la reduccién de las distintas subredes producto del corte
de un DSSP se presentan dos técnicas diferentes que pretenden reducir las
SM’s que componen un DSSP. La primera técnica, que se presenta en la
seccién 5.2, estd diseniada principalmente para DSSP’s con grandes SM’s y
su objetivo es reducirlas al maximo preservando las transiciones de conexién
con los canales. Esta técnica se designard como técnica de reduccién parcial
de SM’s.
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La segunda técnica, que se presenta en la seccién 5.3, tiene por objetivo
explotar la técnica del capitulo anterior para WTS’s. Para ello es necesario
conocer bajo qué condiciones una SM de un DSSP puede reducirse a una
unica transicién. Esta técnica se designard como técnica de reduccién total
de SM’s, pero no se podra aplicar a cualquier SM de cualquier DSSP, sino
sélo a las SM’s que cumplan una serie de condiciones.

Una vez aplicadas una o las dos técnicas anteriores a las diferentes SM’s,
pueden quedar subredes con estructura de WTS y en ese caso podria utili-
zarse la técnica de reduccién del capitulo anterior para WTS’s.

Como las dos técnicas que se presentan persiguen la reduccién de SM’s,
en general no tiene sentido aplicarlas a WTS’s ni a MG’s por lo que no
se pueden comparar respecto a las técnicas de los capitulos anteriores en
cuanto a los efectos de reduccién. Por otra parte, los MG’s y WTS’s son
a su vez DSSP’s. Desde este punto de vista, la técnica de aproximacién
de throughput para DSSP’s es una generalizacién de las presentadas en los
capitulos anteriores para MG’s y WTS'’s, en el sentido de que la técnica de
aproximacion para DSSP’s aplicada a un MG o a un WTS es exactamente
la misma que las de los capitulos anteriores para cada clase de redes.

La técnica de reduccién parcial de SM’s preserva un conjunto de propie-
dades mas fuertes que la técnica de reduccion total de SM’s. En concreto, la
técnica de reducciéon parcial de SM’s preserva las probabilidades de ramifica-
ci6én entre transiciones observables (en la seccién 5.2 se definird formalmente
estas probabilidades), las proyecciones de las secuencias de disparo sobre las
transiciones que se preservan en la reduccién y las proyecciones de marcados
alcanzables sobre los lugares que se preservan, cuando tengan sentido estas
proyecciones. La técnica de reduccién total preserva vivacidad y limitacion
(y por el teorema 2.101 la existencia de estados recurrentes). Por lo tanto,
si se emplean las dos técnicas de reduccién a la vez, sélo se puede asegurar
que los sistemas agregados son vivos y limitados, por lo que tienen estados
recurrentes (teorema 2.101) y sus CTMC’s isomorfas tienen distribucién en
estado estacionario tnica (teorema 2.85).

Por lo que respecta a la parte numérica, no hay grandes cambios res-
pecto a las expuestas en los capitulos anteriores para MG’s y WTS’s. En
este capitulo se adapta el algoritmo numérico de aproximacién del tiempo
de respuesta para operar con DSSP’s. Los experimentos numéricos realiza-
dos aseguran buen comportamiento del método, con convergencia en pocas
iteraciones (entre 3 y 5) y error asumible en una técnica de aproximacién
(inferior al 5%).
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5.2 Reduccién parcial de SM’s

En esta seccién se va a presentar una técnica de reduccién de SM’s que va
a ser necesaria para la descomposicion y reduccién de DSSP’s. La técnica
estd disenada especialmente para DSSP’s compuestos por SM’s grandes, ya
que en otro caso el efecto de la reduccién no es notable. Este trabajo fue
desarrollado en [PJCS96¢] y utiliza una técnica similar a la desarrollada en
[BI82] para redes de colas.

En la seccién 2.4.2 se da la definiciéon de las SM’s y sus principales
propiedades. Son redes ordinarias en las que las transiciones tienen un tnico
lugar de entrada y uno nico de salida. Ademds, en los DSSP’s se exige que
las SM’s que lo componen sean fuertemente conexas y 1-limitadas, es decir,
que tengan un unico lugar marcado y con una sola marca. Por lo tanto, la
técnica de reduccién que se va a desarrollar en esta seccién es valida para
cualquier SM fuertemente conexa y 1-limitada.

Como las SM’s de un DSSP estdn conectadas entre si por medio de
canales, se preservardn en cada SM las transiciones que tienen canales como
lugares de entrada o salida. Esto se traduce en que la técnica de reduccién
debe distinguir entre dos tipos de transiciones en una SM; las transiciones
que hay que preservar, que se llamaran observables y las que se reduciran,
que se llamaran no observables. El objetivo de la técnica consiste en calcular,
a partir de una SM fuertemente conexa y 1-limitada, otra SM fuertemente
conexa y l-limitada preservando las transiciones observables y reduciendo
al maximo el grafo tangible de alcanzabilidad. De esa manera, los sistemas
agregados que se construyan a partir de la descomposicién de un DSSP
tendran el menor nimero de estados y por lo tanto sus CTMC’s isomorfas
seran lo més pequenas posible.

Pero no es suficiente reducir nodos en las SM’s. Para que el método
numérico de aproximacién de throughput funcione correctamente es nece-
sario que en el proceso de reduccién se preserven una serie de propiedades
respecto al funcionamiento interno de la SM. En concreto, con esta técnica
de reducciéon se mantienen exactamente las proyecciones de estados alcan-
zables y de secuencias de disparo sobre los nodos preservados, cuando estas
proyecciones tengan sentido. Mds aun, se preservaran las probabilidades de
ramificacién entre transiciones observables (en la definicién 5.3 se definirdn
estas probabilidades). De esa forma se preservan otras propiedades 16gicas
tales como vivacidad, limitacién, pasos y existencia de estados recurrentes.

A lo largo de toda esta seccién se supondré que el marcado inicial de las
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SM’s es tal que sensibiliza una transiciéon observable. Si no es éste el caso,
en un tiempo O(|T|) se puede calcular un marcado alcanzable de la SM que
cumpla esta condicién y considerarlo como inicial.
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Figura 5.1: Cambio de estructura de un conflicto.

Se puede suponer, sin pérdida de generalidad, que los conflictos entre
transiciones de una SM estan modelados por medio de transiciones inmedia-
tas a las que se les asocia unas probabilidades de disparo independientes del
marcado y del tiempo. De esta forma se separa la resolucién de conflictos
de la duracién de las actividades. Si éste no fuera el caso, es inmediato
modificar la estructura y temporizacién de la SM para que cumpla la su-
posicién. En la figura 5.1 se observa cémo se puede modificar un conflicto
entre n transiciones temporizadas por su equivalente con transiciones inme-
diatas. Si se tienen n transiciones {t;}_; a las que se les asocia un tiempo
de disparo distribuido exponencialmente con tasas {\;}}_; respectivamente,
la probabilidad de que se dispare la transicion ¢; si se utiliza politica de
carrera es A;/ >_7_; Aj, de ahf las probabilidades asociadas a cada transicién
inmediata. Ademds, el tiempo de resolucién del conflicto estd distribuido
exponencialmente con tasa ) ;- ; \;, de ahi las tasas asociadas a las nuevas
transiciones temporizadas. Realizando esta transformacién en los conflictos
se puede suponer que la SM no tiene en su estructura ningin conflicto en-
tre transiciones temporizadas. Esta transformacién es valida también para
SM’s pertenecientes a un DSSP ya que, por la definicién de DSSP, los con-
flictos internos de las SM son libres, es decir, no resultan modificados por
las conexiones de la SM con los canales.

Para exponer la técnica de reduccién de SM’s es necesario definir for-
malmente algunos conceptos.
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Definicién 5.1 Sea S = (N, mg) con N = (BU (UL, P),UL, T;, F, W)
un DSSP compuesto por K SM’s, donde B es su conjunto de canales. Sea
(N;,m) con N; = (P;, T}, F;) una SM de S.

i) T, =T; N (*B U B®) es el conjunto de transiciones observables de N.

ii) T; \ T, es el conjunto de transiciones no observables de N.

Las transiciones observables de una SM en un DSSP son las transiciones
de la SM que tienen algin canal como lugar de entrada o salida. Las transi-
ciones no observables de una SM en un DSSP son las transiciones de la SM
que no tienen ningun canal como lugar de entrada o salida.

Definicién 5.2 Sea (S,w) una SM estocdstica, 1-limitada y fuertemente
conexa y t;, tj € T dos transiciones de N'. La probabilidad de encamina-
miento de t; at;, denotada por p;; es la probabilidad de que t; sea la primera
transicion de N que se dispara después del disparo de t;.

Las probabilidades de encaminamiento cumplen la misma funcién que
las routing probabilities en redes de colas. Las probabilidades de encami-
namiento en redes de colas indican la probabilidad p;; de que un cliente
que abandona la estacién t; vaya a la estacién ¢;. Las SM’s se pueden ver
como redes de colas en las que cada transicion modela una estacién y las
transiciones inmediatas utilizadas para resolver los conflictos modelan las
probabilidades de encaminamiento. El disparo de una transicién temporiza-
da en una SM produce la sensibilizacién de otra transicién temporizada con
una probabilidad dependiente de los pesos asociados a las transiciones inme-
diatas que resuelven los conflictos. Por ser la SM 1-limitada y resolver los
conflictos por medio de transiciones inmediatas, no puede haber dos transi-
ciones temporizadas a la vez, por lo que la definiciéon anterior es correcta con
el lenguaje de redes de Petri. De hecho, al resolver los conflictos de la SM
con transiciones inmediatas, lo que se hace es introducir en la estructura de
la SM estas probabilidades de encaminamiento, cosa que se hace de forma
natural en redes de colas.

Definicién 5.3 Sea (S,w) una SM estocdstica, 1-limitada y fuertemente
conexa. Sea T, C T un subconjunto de transiciones observables de N y
t;, t; € T, dos transiciones observables. La probabilidad de ramificacion de
t; at;, denotada por q;; es la probabilidad de que t; sea la primera transicién
observable de N que se dispara después del disparo de t;.
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El siguiente resultado relaciona las probabilidades de encaminamiento y
de ramificacién en una SM con una tdnica transicién no observable.

Proposicién 5.4 Sea (S,w) una SM estocdstica, 1-limitada y fuertemente
conexa donde T = {t;}?; y T, = T \ {tn} su conjunto de transiciones
observables. Sean p;; con1 < i,j < n sus probabilidades de encaminamiento
Y qij con 1 < 4,5 < n sus probabilidades de ramificacion. Entonces, para
todo 1 < 1,5 <n se tiene:

o0
PinPnj
Gij = Pij + Pin (Z (pnn)“> Pnj =Dij + 7
=0 ( _pnn)

Demostracién:

En este caso hay n — 1 transiciones observables {ti}?z_ll y una transicién no
observable t,,. Por la definicién 5.3, sélo tiene sentido hablar de probabili-
dades de ramificacién g;; para 1 <1i,j < n.

Una vez fijados 7,j con 1 < 7,j < n, la probabilidad de ramificacién g;;
es la probabilidad de que, después del disparo de t;, la siguiente transicion
observable sensibilizada sea t;. Sea m € RG(S) tal que ¢; estd sensibili-
zada en m. En (N,m) las tnicas secuencias de disparo que cumplen las
condiciones para el calculo de ¢;; son o = t;(t,)"t; con u > 0.

Si u = 0, entonces o = t;tj, y la probabilidad de que ocurra esto es p;;.

Si uw > 0, entonces o = t;(t,)"t;, y la probabilidad de que ocurra esto
s DinPpn 1pnj-

Resumiendo, ¢;; = pij + Yo (PinPiy 'Pnj) = pij + Pin (Cero(Pan)™) Pnj-
Por ser p,, una probabilidad p,, < 1. Ademas si p,, = 1 quiere decir que
después del disparo de t, la unica transicién sensibilizada vuelve a ser t,,
es decir que ya no se abandona t,, lo que contradice la hipdtesis de que
la SM es fuertemente conexa. Por lo tanto, debe ser p,, < 1, es decir,

gij = pij + (‘le"_f:i)- &

Este resultado permite ir eliminando una por una las transiciones no
observables de una SM y construir en cada paso una nueva SM con una
transiciéon menos tal que las probabilidades de encaminamiento de la nueva
SM sean exactamente las probabilidades de ramificaciéon de la SM original
Cuando todas las transiciones no observables se han eliminado, las pro-
babilidades de encaminamiento de la SM resultante (que sélo tiene como
transiciones temporizadas a las transiciones observables de la SM original)
coinciden con las probabilidades de ramificacién de la SM original.
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El algoritmo de calculo de las probabilidades de ramificacién de una SM,
dado su conjunto 7T de transiciones observables cualquiera es el siguiente:

Algoritmo 5.5 Calculo de las probabilidades de ramificacion.

input: 7 = {t;}/77 conjunto de transiciones de una SM
T, = {ti};_, conjunto de transiciones observables
P matriz (r + s) x (r + s) de probabilidades de encaminamiento
Q=P
for k:=r +s down tor+1do
fori:=1to k—1do
for j:=1to k—1do
o a oo QU R)Q(E, )
Q(’Laj) T Q(’Laj)_{_ ].—Q(k,k‘)
end for

end for
end for
output: Q Matriz r x r de probabilidades de ramificacidn.

La explicacion de este algoritmo se sigue de la proposicién 5.4. La entra-
da del algoritmo es el conjunto de transiciones de una SM, sus probabilidades
de encaminamiento y el conjunto de transiciones consideradas como observa-
bles. Para simplicar el algoritmo, se supone que la SM tiene r+ s transiciones
y las r primeras son las observables. Al principio se inicializan las proba-
bilidades de ramificacién como las de encaminamiento. El bucle exterior
recorre el conjunto de transiciones no observables. Al eliminar la transi-
cién no observable ¢ se recalculan las probabilidades de encaminamiento de
una nueva, SM con una transicién menos que la anterior de acuerdo con la
férmula de la proposicién 5.4. Al finalizar el algoritmo se tienen calculadas
las probabilidades de encaminamiento de la SM que resulta de eliminar de la
original todas sus transiciones no observables. El orden de eliminacion de las
transiciones no observables no afecta a los resultados finales del algoritmo.
Se utiliza el recorrido del algoritmo porque es el que simplifica los accesos
a las estructuras de datos. Y esta nueva SM tiene como probabilidades de
encaminamiento las probabilidades de ramificacién de la original.

La complejidad de este algoritmo es O((r + 5)®) = O(|T|3) en tiempo
y O((r + 5)?) = O(|T)?) en espacio, es decir, polinémico en el niimero de
transiciones de la SM original.

El siguiente paso consiste en utilizar las probabilidades de ramificacién
calculadas con el algoritmo anterior para construir la SM reducida.
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Algoritmo 5.6 Calculo de la SM reducida.

input: T, = {¢;}/_; conjunto de transiciones observables
Q matriz r X r de probabilidades de encaminamiento
P:=0:;T:=Ty,;F:=0
for i:=1to r do
P = PU{p{",p?"}
F:=FU {(pgn’ti)v (tiﬂp;'mt)}
end for
for i :=1 to r do
for j:=1to r do
if qij = 1 then
fusionar p?*! y pé-"
else if ¢;; > 0 then
T := T U {t;; transicién inmediata con probabilidad g;;}
F = FU{(py, t;;), (tij, pj")}
end if
end for
end for

output: (P, T, F) SM reducida.

Es evidente que la salida de este algoritmo es una SM ya que cada tran-
sicién que se anade a la estructura, sea temporizada o inmediata, tiene un
Unico lugar de entrada y un tnico lugar de salida. La SM reducida tiene
tantas transiciones temporizadas como transiciones observables tiene la SM
original. Por cada transicién temporizada ¢; se anade un lugar pf” de en-
trada y otro p?“! de salida junto con los arcos correspondientes. Esta tarea
se hace en el primer bucle que recorre las transiciones observables de la SM
original. Posteriormente hay que anadir transiciones inmediatas segin las
probabilidades de ramificacién ¢;; que se han calculado en el algoritmo 5.5.
Para simplificar la estructura de la SM reducida al maximo se distinguen
tres casos.

Si g;; = 0, quiere decir que en la SM original, después del disparo de la
transicién observable ¢;, no se puede sensibilizar la transicién observable t;
sin pasar antes por otra transicién observable. En este caso no hay que
anadir nuevos nodos a la SM reducida.

Si g;; = 1, quiere decir que en la SM original, el disparo de la transicién
observable ¢; sensibiliza inicamente a la transicién observable ¢;. En este

O

caso hay que fusionar en la SM reducida el lugar p¢“* de salida de ¢; con el
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lugar pé-” de entrada de ¢;.

Si 0 < gi; < 1, quiere decir que en la SM original, después del disparo
de la transicién observable t; se pueden sensibilizar al menos 2 transiciones
observables distintas, es decir, hay un conflicto en la SM reducida a la salida
de t;. Por ello se aniade una transicién inmediata t;; que conecte el lugar p2ut
de salida de ¢; con el lugar pé-" de entrada de t;. La probabilidad de disparo
de t;; debe ser igual a la probabilidad de ramificacién g;;.

La complejidad de este algoritmo es O(r?) = O(|T,|?) en espacio y en
tiempo, es decir, cuadratico en el nimero de transiciones observables de la
SM original.

El nimero de transiciones inmediatas que tiene la SM reducida puede
ser, en el peor caso, cuadratico en el nimero de transiciones observables.
Pero en cualquier caso, el nimero de estados alcanzables tangibles (aque-
llos que sensibilizan transiciones temporizadas) es exactamente el nimero
de transiciones observables, es decir, menor que el nimero de estados al-
canzables tangibles de la SM original, suponiendo que 7}, es un subconjunto
propio de T'. Si T, = T no hay reduccion.

El algoritmo anterior permite calcular la estructura de la SM reducida.
Para completar toda la informacién de la SM reducida falta hablar del mar-
cado inicial y de las tasas asociadas a las transiciones temporizadas. Como
se ha supuesto al comienzo de la seccién que la SM original tenia un mar-
cado inicial que sensibilizaba una transicién observable ¢, el marcado inicial
de la SM reducida sera el unico que sensibiliza a ¢, es decir, el marcado con
una sola marca en t. Respecto a las tasas de las transiciones temporiza-
das, basta mantener las mismas tasas que tenian estas transiciones en la SM
original.

Una vez expuesta la técnica de reduccién parcial de SM’s se van a de-
mostrar sus principales propiedades.

Teorema 5.7 Sea (S,w) una SM estocdstica, 1-limitada y fuertemente co-
nexa y T, C T wun subconjunto de transiciones observables de N. Sea
(S, wy) la SM que resulta de reducir (S,w) respecto a T,. Entonces las
probabilidades de encaminamiento de (S,,w,) son las probabilidades de ra-
mificacidn de (S,w) entre transiciones observables.

Demostracion:
Evidente por la construccién de (S,,w,) (ver la proposicién 5.4 y los algo-
ritmos 5.5 y 5.6). &



168 5. Aproximacién de throughput en DSSP’s

Teorema 5.8 Sea (S,w) una SM estocdstica, 1-limitada y fuertemente co-
nexa y T, C T wun subconjunto de transiciones observables de N. Sea
(Sp,wy) la SM que resulta de reducir (S,w) respecto a T,. Sean v y v,
los vectores de ratios de visita (ver definicion 2.66) de (S,w) y (Sy, wsy)
respectivamente. Entonces:

1. V|1, = Vy.
2. L(S)In, = L(So)lr, -

3. {mle,, |m€R(S)}\0 = {mlo,, | meR(S,)}\0.

Demostracion:
1) Basta demostrar que al eliminar una transicién no observable de (S, w),
se mantienen las ratios de visita del resto de transiciones. En (S,w) las
ratios de visita de las distintas transiciones cumplen las ecuaciones de ba-
lance local [Kan92], esto es: vj = Y i" ; v;p;; para todo 1 < j < n donde n
es el nimero de transiciones de A. Sea t; una transicién no observable
que se va a eliminar. Se tiene que vg = > 1" | Vipix = VkPkk + Zi#k ViDik,
es decir, vy = ﬁ > ik ViDik- Sustituyendo vg en vj con j # k queda:
Vj = Y01 ViPij = VEPkj + itk ViDij = Togr Ylitk ViDik + Yik ViDij =
> izk Vi(pij + T_’“—ﬁ:ﬁ) = > 2k vigij (la dltima igualdad es por la proposi-
ci6n 5.4). Estos calculos demuestran que las ratios de visita de las transi-
ciones tj con j # k en (S, w) coinciden con las ratios de visita en la SM que
resulta de eliminar ¢; con la técnica de reduccién. Por lo tanto, al eliminar
todas las transiciones no observables por medio de la técnica de reduccién,
se preservan las ratios de visita de las transiciones observables.

2) Sea o € L(S). Entonces o puede ponerse como o = t;,p1 ... ti, pn, donde
ti; € Ty para 1 < j <nyp; CT\T, (pueden ser vacias) para 1 < j < n.
Sean m; € R(S) y mj € R(S,) los marcados que sensibilizan la transicién
observable ¢;; € T,,. En estas condiciones o € L(S) < t;,p;t;,,, € L(N,m;)
para todo 1 < j < n. Como p; C T\ Ty, t;;pjti;,, € L(N,mjy) siy sélo si
iji; 1, > 0en (S, w) para todo 1 < j < n. Por la proposicién 5.4, esto ocurre
siy sélo si p;ji,,, > 0en (Sy,w,) paratodo1 < j <n. Paracadal <j<n
sea, p;- la secuencia de disparo vacia si p;;;;,, = 1 o la secuencia formada
por la transicién inmediata que conecta el lugar de salida de t;; con el de
entrada de ¢;,,, si pii;,, < 1. Entonces t;p;t;;,, € L(N,m;) si y sélo si
ti;piti; ., € L(Ny, mY) paratodo 1 < j < n. Seaahora o’ = t;,p} ... p}

’L’nfltin °
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Por construccién, se tiene que o|p, =t;; ...t;,, = o'|r, y 0 € L(S) si y sélo

si o’ € L(S,).
3) Por ser S fuertemente conexa y l-limitada, {mlfe,, | m € R(S)} \ 0

n

es el conjunto de las proyecciones sobre *T, de los marcados alcanzables de
R(S) que sensibilizan a una transicién observable. Andlogamente, por ser S,
fuertemente conexa y 1-limitada, {m|.Tv | m € R(S,)} \ O es el conjunto
de las proyecciones sobre *T), de los marcados alcanzables de R(S,) que
sensibilizan a una transicién observable. Como el conjunto de transiciones
observables de N y N, son iguales, los dos conjuntos coinciden. &

El primer punto de este teorema demuestra que las ratios de visita de
las transiciones observables se preservan en el proceso de reduccién de SM’s.
Esta es una propiedad mas debil que la preservacién de las probabilidades
de ramificacion del teorema 5.7. El segundo punto establece que la SM redu-
cida es una proyeccién exacta sobre el conjunto de transiciones observables
de la SM original en términos de secuencias de disparo. Las transiciones
observables son las que se preservan en el proceso de reducciéon. El tercer
punto establece una propiedad muy parecida al mantenimiento exacto de
las proyecciones de estados alcanzables sobre los lugares mantenidos en el
proceso de reduccién. La proyeccién de un marcado sélo tiene sentido si ésta
tiene marcas en algin lugar. Como los tnicos lugares que se preservan son
los de entrada a una transicién observable, es posible que la proyeccién de
un marcado alcanzable en la SM original o en la reducida dé como resultado
el marcado vacio 0. Este caso se elimina de los conjuntos proyectados.

Ahora es necesario ver como afecta la reducciéon de SM’s de un DSSP al
funcionamiento del mismo. Las transiciones observables de una SM en un
DSSP son aquellas que tienen algin canal como lugar de entrada o de salida,
por lo que el conjunto de transiciones observables de una SM en un DSSP
queda determinado por la estructura del DSSP. Para realizar este estudio
se tendran en cuenta las mismas consideraciones iniciales sobre el marcado
inicial que para SM’s. Entonces, el marcado inicial del DSSP serd tal que
en cada SM que lo compone estd sensibilizada una transicién observable. Si
éste no es el caso, con un algoritmo de complejidad lineal en el nimero de
transiciones del DSSP se puede conseguir un marcado alcanzable que cum-
pla la condicién. Basta considerar este marcado alcanzable como marcado
inicial.

El siguiente resultado da un algoritmo de calculo de las ratios de visita
de las transciones de un DSSP.
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Teorema 5.9 [Cam90] Sea (S,w) con N = (BU(UX, P),UL, T;, F, W)
un DSSP estocdstico, vivo y limitado compuesto por K SM’s (denotadas
por N;). Las ratios de visita de las transiciones de N pueden calcularse por
medio del siguiente algoritmo de complejidad polinomial en el tamario de la
red.

1. Para cada 1 <1 < K, calcular el vector u; de ratios de visita para las
transiciones de Nj.

2. Para cada 1 < i < K, sustituir N; por una séla transicién t; con
W (b,t:) = Sper, wi(O)W (b,) y W (ti,b) = Syer, us(W (2,b) para to-
dobe B.

3. Calcular el vector w de ratios de visita de las transiciones del sistema
resultante del apartado 2 resolviendo el sistema C-w = 0; w(1) = 1.

4. El vector v de ratios de visita de las transiciones de N viene dado por
v(t) = w(i)ui(t), para cada t € T; y para todo 1 <i < K.

Este resultado demuestra que la ratio de visita v(¢) de una transicién ¢
del DSSP depende de la ratio de visita u;(t) de ¢t en la SM a la que pertenece
tomada por separado y de un factor w(z) que depende de las conexiones entre
las SM’s del DSSP.

Se esta en condiciones de demostrar las principales propiedades que se
preservan al reducir una SM en un DSSP.

Teorema 5.10 Sea (S,w) con N' = (BU(UE, P),UE, T;, F, W) un DSSP
estocdstico, vivo y limitado compuesto por K SM’s. Sea (S;,w;) una SM
de (S,w), T, = T; N (*B U B*) su conjunto de transiciones observables y
(8!, wl) la SM que resulta de reducir (S;, w;) respecto a T,,. Sea (S',w') el
DSSP que resulta de sustituir (S;, w;) por (S}, w;) en (S,w). Siv y v’ son
los vectores de ratios de visita de (S, w) y (S',w') respectivamente, entonces:

1. V|TH = V’|TH.
2. L(S) | = L(S) .
3. {m € R(S) | m|0Tv 7é 0}|P” = {m c R(S’) | m|.Tv §é 0}|P”‘

Donde T" = (T \T;)UT, y P" = (P\ P;) U°*T,.
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Demostracién:

1) Por el teorema anterior, la ratio de visita de una transicién ¢ de Nj
es la ratio de visita u;(t) de t en (S;,w;), ponderada por el peso w(j)
asociado a (Sj,wj) en (S,w). Al reducir transiciones no observables de N,
los pesos w(j) con 1 < j < K no se modifican ya que no cambian las
conexiones entre SM’s del DSSP. Por otro lado, la reduccién de la transiciéon
t € T; no modifica los vectores u; de ratios de visita para j # ¢ ya que
no se modifica (S;,w;). Por tdltimo, por el apartado 1 del teorema 5.8, la
reduccién de t € T; preserva las ratios de visita u;(t) con t € T,. Por lo
tanto, la reduccién de todas las transiciones no observables de una SM en un
DSSP preserva las ratios de visita de las transiciones t € (T'\T;)UT, = T".

2) C) Sea 0 € L(S). Entonces o = pgoip1...0npn donde o; C T; para
1<j<nyp;j€T\T; (pueden ser vacias) para0 < j<n. Sig =o01...0,
entonces & € L(S;). Por el apartado 2 del teorema 5.8, existe o € L(S]) tal
que |7, = @'|p,. Ahora se puede descomponer & = ¢} ...0], de forma que
ojlr, = O-‘;|Tv para 1 < j < n. La descomposicién no es Unica en general,
pero no afecta a resto de la demostracién. Sea o' = pooipi1...o, pn. Por
construccion, es evidente que o|pn = o’ |pn. Falta demostrar que o’ € L(S’).
Se hara por induccién sobre n.

Para n = 0 se tiene 0 = pg = o' C T'\ T, luego o' € L(S’) ya que N’y N/
coinciden en T'\ T; y o € L(S).

Suponiendo el resultado cierto para n — 1, ver que también lo es para n.
Sean T = poo1p1-..On—1Pn—1 Y T = pooipi...0n_1pn—1. Por la hipétesis
inicial, 7 € L(S) y por hipétesis de induccién 7" € L(S’). Sean mp-"sm
en S, m)"sm’ en 8, m; = m|p, y m), = m’'|p/ (P! denota el conjunto de
lugares de S}). Es claro que m y m' coinciden en los canales y en los lugares
de N con j # i ya que 7|pnw = 7'|gw. Como o, € L(N,m), el marcado
de los canales en m no interfiere el disparo local de o, en (N;, m;). Por
ser m|p = m'|g y on|1, = ol|1,, el marcado de los canales no interfiere el
posible disparo local de o/, en (N}, m}). Ademés, localmente en N se tiene
que @@ € L(N!,mf), luego o/, € L(N/,m}), es decir, 70/, € L(S’). Sean
ahora m7"ym; en Sy m’g_;%m’1 en 8'. Como 7oy, |pr = 7o), |pr, entonces
m; y m) coinciden en los canales y en los lugares de N con j # . Ademds,
pn € L(N,m;) luego p, € L(N',m}), es decir, o' = 7'al,p, € L(S').

D) Se demuestra con la misma técnica del apartado C), construyendo a
partir de ¢’ € L(S’) una secuencia o € L(S) cambiando la subsecuencia
o = o'|p, € L(S]) por otra o € L(S;) tal que @|r, = @1, que se sabe que
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existe por el apartado 2 del teorema 5.8.

3) €) Sea m € R(S) tal que m|oTv # 0y o € L(S) tal que my-Zym.
Sean & = 0|, y m; = m|p,. En §; se tiene méi)mZ con alguna t € T,
sensibilizada en m; (por ser m|oTv # 0). Sea o1 = ot € L(S;). Por el
apartado 2 del teorema 5.8, existe o} € L(S)) tal que 1|1, = 7|1, es decir,
oy = d'tohy con o € L(S)) y 0y C T; \ T,. Por lo tanto, en S/ se tiene
m{ %sm) tal que m) sensibiliza a t. Sustituyendo en o la subsecuencia &
por &’ como en el apartado 2, se obtiene ¢’ € L(S’) tal que mf)i’)m’, es
decir, m’ € R(S’) y t sensibilizada en m’ por lo que m’ |°TU # 0. Ademsds,
m|pr = m’|pr por ser o|pn = o'|pr.

D) Se demuestra siguiendo la misma técnica que en el apartado C) pero
intercambiando los papeles de S; y S.. &

Con este resultado queda desarrollada la técnica de reduccién parcial de
SM’s en un DSSP y sus principales propiedades.

5.3 Reduccion total de SM’s

En la seccién anterior se ha desarrollado una técnica de reduccién de DSSP’s
basada en la reduccion del grafo tangible de alcanzabilidad de sus SM’s. Por
lo tanto, la técnica estaba disenada especialmente para DSSP’s compuestos
por SM’s grandes, porque en ese caso se obtiene una reduccién importante
del espacio de estados global del DSSP. Pero si el DSSP estd compuesto por
un numero grande de SM’s pequeiias, la técnica de reduccién anterior pue-
de no ser suficiente para reducir de forma significativa el tamafno del grafo
tangible de alcanzabilidad. En esta seccién se va a desarrollar una técnica
que puede permitir reducir en mayor grado ciertos DSSP’s. Este trabajo fue
desarrollado en [PJCS96a]. El objetivo de esta técnica consiste en estudiar
bajo qué condiciones una SM de un DSSP puede reducirse totalmente a una
Unica transicién. Si se reducen ciertas SM’s de un DSSP a una tnica tran-
sicién y algunos canales son de origen y destino privado (es decir, conectan
una tnica SM de origen con una tnica SM de destino) entonces se pueden
obtener subredes con estructura de WTS. En ese caso se puede utilizar la
técnica del capitulo 4 para reducir en mayor grado estas subredes.

Las propiedades que se van a preservar después de la agregacion total
de una SM en un DSSP son maés debiles que las de la técnica de la seccién
anterior. En concreto, se va a preservar la vivacidad y limitacién (y por
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el teorema 2.101 la existencia de estados recurrentes) lo que asegura la ob-
tencion de CTMC’s isomorfas con distribucién en estado estacionario tnica
(teorema 2.85).

Antes de exponer las condiciones necesarias para que una SM de un
DSSP sea totalmente reducible a una transicién hay que tener en cuenta
algunas consideraciones sobre los canales del DSSP.

Propiedad 5.11 Sea S = (N, mg) con N' = (BU (UL, P),UE, T;, F, W)
un DSSP vivo y limitado, b € B un canal tal que *b U b* C T; para algin i
tal que 1 < i < K. Entonces b es un lugar implicito (ver definicion 2.57).

Demostracion:

Sea N; = (P;,T;, F;) la SM de N a la que pertenecen las transiciones de
entrada y salida de b. Sea y el vector de dimensién el niimero de lugares
de NV que toma valores 1 en sus componentes correspondientes a los lugares
de P;U{b} y 0 en el resto. Es evidente que y > 0. Ademsds, y-C =1, ya que
si 1; es el vector de incidencia de una transicién ¢ cualquiera de A se tienen
los siguientes casos. Sit € T; con j # i, entonces (P; U {b}) N °*t = 0 luego
y -1 = 0. Sit € T;, entonces en P; tiene un unico lugar de entrada y uno
solo de salida, por lo que 1, tiene una componente 1 y otra —1 en lugares
correspondientes a P;. Por lo tanto, sit ¢ *bUb® entoncesy-1; = 0,sit € *b
entonces y - 1; = W(t,b) y si t € b® entonces y -1, = W(b,t). Resumiendo,
y - C =1,. Por el teorema 2.59, b es un lugar estructuralmente implicito.
Si ahora se tiene en cuenta el marcado inicial mg, se demostrara por reduc-
cién al absurdo que b es implicito. Si b no es implicito, existen ¢ € b® y
m € R(S) tales que m[b] < W (b,t) y m[p] > W(p,t) para cualquier p € *t
con p # b, en particular para el lugar p = T; N °t. Para que ¢ pueda disparar-
se es necesario que m[b] aumente y para ello tiene que dispararse alguna de
sus transiciones de entrada. Pero *b C T;, N; es 1-limitada y en m la tnica
marca de N; estd en p, por lo que es necesario que se dispare ¢t para que
posteriormente mb] aumente. Por lo tanto, S no es vivo, lo que contradice
la hipétesis inicial. O

Por lo tanto, se puede considerar sin pérdida de generalidad que un DSSP
vivo y limitado no tiene ningun canal con todas sus transiciones de entrada
y salida en la misma SM del DSSP, ya que estos lugares son implicitos y por
lo tanto se pueden eliminar sin modificar el funcionamiento del DSSP.

En general, una SM de un DSSP podr4 reducirse totalmente a una tnica
transiciéon dependiendo de sus conexiones con los canales. Primero se expli-
card informalmente qué condiciones tiene que cumplir la SM para que pueda
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ser reducida totalmente y luego se demostrara formalmente que una SM que
cumpla el conjunto de reglas puede reducirse totalmente a una transicién
preservando en el DSSP las propiedades de vivacidad y limitacién.

Al reducir una SM de un DSSP a una dnica transicién t; lo que se
estd haciendo es enmascarar el funcionamiento interno de la SM y obser-
var unicamente su interfaz con el resto del DSSP, es decir, la variacién que
produce la SM en el marcado de los canales de entrada y salida. El dis-
paro de la transicién ts en el DSSP reducido produce un cambio fijo en los
canales de entrada y salida que dependen de los pesos de los arcos de entra-
da y salida de t;. Como una SM puede tener internamente decisiones que
la hagan evolucionar por distintos estados internos, es necesario que estas
distintas evoluciones internas no se traduzcan en cambios diferentes en los
canales. Esta propiedad tiene que ver con la posibilidad de calcular unos
pesos para los arcos que conectan los canales de entrada y salida de SM con
la transicién ts; que se utilizard para resumirla. Si la SM puede evolucio-
nar internamente de distintas formas y estas evoluciones producen distintos
cambios de marcas en los canales de entrada y salida, no sera posible calcu-
lar estos pesos y por lo tanto la SM no serd reducible. Se tiene por lo tanto
una condicién necesaria que debe cumplir la SM en el DSSP y que depende
de su estructura y de las conexiones de la SM con sus canales de entrada y
salida.

Por otro lado, una SM de un DSSP puede tomar marcas de sus canales de
entrada o depositar marcas en sus canales de salida sin importar el orden en
que se hagan estas operaciones. Si se quiere resumir todo el comportamiento
interno de la SM como el de una tnica transicién, habra que exigir que la
SM tome todas las marcas de los canales de entrada antes de depositar las
marcas en los canales de salida. Sélo en ese caso la evolucién interna de
la SM se asemeja al disparo de una transicién en una red de Petri. Esta
propiedad depende de la estructura de la SM, de sus conexiones con los
canales y del marcado inicial de la SM en el DSSP.

Ahora se procedera a exponer formalmente estas propiedades.

Notacién 5.12 Sea (N,mg) con N = (BU (UX, P),UE, T;, F W) un
DSSP y N' = (P, T;, F;) una SM de N'. Se denotard por:

l) B;, =T, N B.
it) Bowt = T;* N B.

iii) tsap la transicion que reduce totalmente a N (cuando erista).
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B;,, es el conjunto de canales de entrada de la SM en cuestién y Byt
el conjunto de canales de salida. Si la SM es totalmente reducible a una
transicion, se denotard por tsaq a esta transicion.

Es evidente que, si N es totalmente reducible a una transicién se debe
cumplir que *tsaq = Bin ¥ tsm® = Bous. El primer problema consiste en
calcular los pesos de los arcos que unen los lugares de B;, con tsap v tsm
con los lugares de B,,;. Dependiendo de las conexiones de la SM original
con sus canales de entrada y salida se podran calcular o no estos pesos para
los arcos que conectan la transicién resumen tsaq con los canales de entrada
y salida. Se puede caracterizar la existencia de estos pesos en funcién del
rango de una submatriz de la matriz de incidencia del DSSP original.

Propiedad 5.13 Sea S un DSSP vivo y limitado con matriz de inciden-
cia C y N' = (P,T',F') una SM de N con matriz de incidencia C'.
Sea C* la submatriz de C formada por las filas de P' U B, U Boy: y las
columnas de T'. Sea b; € By, y C*[b;] su vector de incidencia restringido
a T'. Entonces rank(C*) = |P’| si y sélo si para todo bj € B U Boy: existe
un Unico kij € Q tal que para cualquier x > 0 con C'-x = 0 se cumple
C*[b;] - x = kij(C*[b;] - x). Si rank(C*) = |P'| se dird que N' cumple la
propiedad P1.

Demostracién:

La condicién Vx > 0 tal que C’ - x = 0 es equivalente en este caso a Vx tal
que C’ - x = 0 (sin exigir x > 0), ya que por ser (N’,my) vivo y limitado,
también es consistente (teorema 2.50) y por lo tanto existe y > 1 tal que
C’ -y = 0. Ahora si x tiene componentes negativas, existe k& > 0 tal que
x+ky > 0. Como C'-(x+ky)=C'-x+kC'-y = C'-x entonces C'-x = 0
siy sélo si C' - (x + ky) = 0, es decir, C' - x = 0 si y sélo si existe x’ > 0
tal que C'-x’ = 0. Se ha mantenido la condicién x > 0 por ser méas débil
aparentemente. Para la demostracion no se tendrd en cuenta. Por otro lado,
se consideraran en esta demostracién todos los nimeros como racionales. Es
suficiente por ser (Q,+,-) un cuerpo.

Por el apartado 1 del teorema 2.96, se tiene que rank(C’) = |P'| —1. Sea C;
la matriz que resulta de anadir a C’ el vector fila C*[b;]. Se demostrara
que C*[b;] no es combinacién lineal de las filas de C'.

Si C*[b;] es combinacién lineal de las filas de C’, entonces existe un vector y
tal que C*[b;] = y - C'. Ahora, por ser C’ la matriz de incidencia de una
SM, 1-C’ = 0, luego se puede suponer que y > 0 (basta con sumar 1 a y
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tantas veces como el valor absoluto de su menor componente). En estas
condiciones, por el teorema 2.59, b; es estructuralmente implicito en N y
por lo tanto debe ser un canal de entrada y salida lo que es absurdo (por
la propiedad 5.11 se eliminaban estos canales). Por lo tanto, C*[b;] no es
combinacién lineal de las filas de C’ y entonces rank(C;) = |P’|.

Para simplificar notacién, se supondrd a partir de ahora que N’ tiene n
lugares {p;}7_; conn >1 (sin =1, N’ tiene sélo un lugar y una transicién
y por lo tanto ya estd totalmente reducida).

=) Si b; = b;, el resultado es evidente tomando k;; = 1, por lo que se
supondra que b; # b;.

Si rank(C*) = |P’| = n, entonces rank(C*) = rank(C;). Sea b; # b; un
canal cualquiera de entrada o salida de N’. Entonces el vector C*[b;] es
combinacién lineal de los vectores fila de Cq, es decir, existen racionales
{Ak}zzlakij tales que C*[b]] = k”C*[bl] + ZZ:l )\kc*[pk] Multiplican-
do por la derecha por cualquier vector x tal que C’' - x = 0 se obtiene
C*[b]] X = k”C*[bl] - X+ ZZ:I )\kC*[pk] X = kl]C*[bl] - X.

Falta demostrar la unicidad de k;;.

Suponer C*[b;] = ki;C*[b:] + > i1 M C*[pk] = ki; C*[bi] + g1 A, C*[px].
Como 1-C' =0, >}_; C*[px] = 0, luego C*[p1] = — >_1_o(C*[pk]). Susti-
tuyendo C*[p1] en la ecuacién, C*[b;] = ki;C*[b;] + > p_o(Ax — A1)C*[px] =
ki;C*[bi] + Xk—2(N, — A1)C*[px]. Ahora, la familia {{C*[px]}}_y, C*[bi]}
es linealmente independiente ({C*[px|}}_,} son linealmente independientes
por ser rank(C’) = n — 1 y C*[b;] es linealmente independiente de la sub-
familia anterior como se ha demostrado), por lo que las dos combinaciones
lineales de C*[b;] deben ser la misma, es decir, k;; = ;.

<) Se tiene demostrado en el comienzo que rank(C;) = |P’|. Sea aho-
ra b; € B;, U Boy:. Para demostrar el resultado basta probar que C*[b;]
es combinacién lineal de las filas de C;. Por hipétesis, existe k;; € Q
tal que C*[b;] - x = k;;C*[b;] - x para todo x tal que C’' - x = 0. Sean
Py q enteros con g # 0 tales que k;; = p/q y v = qC*[b;] — pC*[b;]. Se
tiene que v - x = 0 para todo x tal que C' - x = 0. Considerando C’
como la matriz de una aplicacién lineal f : Q™ — Q" (m = |T'|) se
tiene que rank(f) = dim(Imf) = rank(C’) = n — 1, luego por el corola-
rio 2.15 dim(Kerf) = m — (n —1) = m —n + 1. Por lo tanto, por el
teorema 2.13 Imf =~ QD y Kerf = Q™ ™. Ademds, las filas de C’
constituyen una familia generadora de Imf (eliminando cualquier fila se ob-
tiene una base). Como por el teorema 2.14 Q™ = Kerf @ Imf (aqui @
representa la suma directa de subespacios vectoriales) y v € Q™ es un vec-
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tor tal que v - x = 0 para todo x € Kerf entonces v € Imf. Como las
filas de C’ son una familia generadora de Imf, existen {A\;}}_; € Q tales
que v = > ;1 AyC*[pg]. Como también v = ¢C*[b;] — pC*[b;], entonces
C*[b;] = p/aC*[bs] + >2k—1 M/ aC™ [pr] = ki C*[bi] + Xk—1(Ak/a)C*[pr], es
decir, C*[b;] es combinacion lineal de las filas de Cj. O

Esta propiedad da una caracterizacion algebraica en términos del rango
de la matriz C* (una submatriz de la matriz C de incidencia del DSSP)
para la existencia de los pesos de los arcos que conectan la transicién reduc-
cién tsaq de una SM con los canales de entrada y salida de la SM original.
La condiciéon que debe cumplir una SM para poderse reducir a una unica
transicién es que todos sus t-semiflujos (ciclos en una SM) produzcan el mis-
mo efecto (o efecto nulo) en el conjunto de canales de entrada y salida de la
SM. Y esta propiedad puede comprobarse en tiempo polinomial calculando
el rango de la matriz C*. Si se cumple la propiedad P1, es posible calcular,
para cada canal b; de entrada o salida de la SM, un dnico nimero racio-
nal k;; que es el cociente entre el peso del arco correspondiente al canal b;
y el de b; en tspq. Como el canal de referencia b; se ha tomado de entrada,
si ki; > 0 es porque b; también es de entrada y si k;; < 0 es porque b; es de
salida. De esta forma no se conocen exactamente el valor de todos los pesos
de los arcos, pero si su valor relativo respecto al peso del arco del canal b;,
es decir, se tiene que:

° W(bi,th) =«
o W (bj,tsm) = ak;j para todo b; € By, \ {b;}.
o W(tsm,bj) = —ak;j para todo bj € Boys.

Por lo tanto, se tiene una condicién necesaria que debe cumplir toda SM
en un DSSP para poderse reducir a una inica transicién. Pero esta condicién
no es suficiente y, en el caso de que la SM sea finalmente reducible, tampoco
permite el cdlculo exacto de los pesos de los arcos de entrada y salida de tsaq.
Falta calcular el factor a que no es mas que el peso del arco correspondiente
al canal que se toma como referencia. Se procederd ahora a completar la
técnica.

Para que el funcionamiento interno de una SM en un DSSP se asemeje
al disparo de una unica transicién es necesario que todas las marcas de los
canales de entrada a la SM entren en la misma antes de que se produzca la
primera salida de marcas hacia los canales de salida. Esta condicion afecta
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no sélo a las conexiones de los canales con la SM sino también al orden en
el que éstas ocurren. En los casos en los que la evolucién interna de una
SM en un DSSP alterne la entrada de marcas de los canales de entrada y
la salida de marcas a los canales de salida no se podra realizar la reduccién
ya que seria posible perder la vivacidad de todo el sistema. Para evitar esos
potenciales problemas, en esos casos no se efectuard la reduccién.

Para detectar estos casos se traducird la estructura de una SM en un
DSSP a un grafo dirigido etiquetado y se utilizaran algoritmos de recorrido
de grafos para distinguir los casos agregables de los que no lo son.

Definicién 5.14 Sea S = (N,mq) un DSSP de matriz de incidencia C
y N' = (P, T',F') una SM de N. Se define el grafo dirigido etiquetado
asociado a N como la terna G = (V, L, A) donde V = P' es el conjunto de
vértices, L = {columnas de C[Bjn U Bout, T"|} es el conjunto de etiquetas y
A CV XV x L es el conjunto de aristas etiquetadas tales que (p1,p2,l) € A
st y solo si existe t € T' tal que *t = p1 y t* = p2. La etiqueta | asociada a
la arista es el vector C[Biy, U Boyt, t] € L. Ademds, los lugares de salida de
transiciones t € T' con canales de salida se dicen bloqueados.

Una SM puede verse como un grafo dirigido con un vértice por cada
lugar de la SM y una arista (v1,v2) por cada transicién que conecta el lugar
correspondiente a v; con el lugar correspondiente a ve. En la definiciéon
anterior se han anadido etiquetas a las aristas para incluir en el grafo las
conexiones de la SM con los canales del DSSP. De esta forma G contiene
toda la informacién de la estructura de la SM y su conexién con el DSSP.

Propiedad 5.15 Sea S = (N, mg) un DSSP vivo y limitado, N' una SM
de N inicialmente marcada en py y G su grafo dirigido etiquetado asocia-
do. Se dird que N' tiene la propiedad P2 si su grafo dirigido etiquetado
asociado G cumple:

1. Partiendo de pq es posible alcanzar todas las aristas cuyas etiquetas
contienen elementos estrictamente negativos sin pasar por ningin lu-
gar bloqueado.

2. La suma vectorial de las etiquetas de las aristas de cualquier camino
simple (definicion 2.41) de pq a un lugar bloqueado es la misma.

En este caso el valor del pardmetro o es la componente correspondiente a b;
de la suma vectorial de etiquetas de cualquier camino simple de pg a un
lugar bloqueado.
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Es posible comprobar en tiempo polinomial si una SM en un DSSP cum-
ple o no la propiedad P2. Para ver si su grafo dirigido etiquetado asociado
cumple el apartado 1, basta con hacer un recorrido en anchura partiendo del
vértice p, y parando en los vértices bloqueados. Al acabar el recorrido no
puede quedar sin recorrer ninguna arista cuya etiqueta tenga componentes
negativas. Si ocurre esto, quiere decir que la SM toma marcas de algun
canal de entrada después de poner marcas en algin canal de salida y por lo
tanto no es reducible. La complejidad del algoritmo de recorrido en anchura
es O(max{|P'|,|T'|}).

Por lo que respecta al apartado 2, puede hacerse con una ligera modifica-
cién del algoritmo de Dijkstra [AHUS83] para el cdlculo en un grafo dirigido
de los caminos de peso minimo de un vértice a todos los deméas. La modifi-
cacién consiste en la funcién de coste. En el algoritmo de Dijkstra los pesos
de los arcos del grafo son nimeros naturales y las operaciones que se utilizan
son la suma y el min de nimeros naturales. En este caso, las etiquetas son
vectores de enteros. La operacion de suma de naturales se puede sustituir en
este caso por la suma vectorial y la operacién min por la de min componente
a componente. Esta tltima sustitucién podria dar problemas debido a los
nuimeros negativos. Estos aparecen con los canales de entrada y como lo
unico que importa es el nimero de marcas que se toma de cada uno en un
camino dado, a todos los efectos se comportan como los nimeros naturales,
es decir, la funcién de coste para ellos serd el max (o el min de sus valores
absolutos). La complejidad del algoritmo de Dijkstra es O(|P'|?).

Ya se tienen las propiedades que debe cumplir una SM en un DSSP para
poderse reducir a una unica transicién.

Definicién 5.16 Sea S = (N, mg) un DSSP vivo y limitado y N una SM
de N que cumple las propiedades P1 y P2 enunciadas en las propiedades
5.18 y 5.15. Entonces N’ puede reducirse a una tnica transicion tsyq de
forma que *tsp = Bin, tsm® = Bout, W (bj,tsm) = kija para todo bj € By,
y W(tsm,bj) = kijo para todo bj € By, donde o y k;j son los valores
calculados en las propiedades 5.15 y 5.13 respectivamente.

Queda por aclarar alguna cuestién relativa al marcado inicial de una SM
en un DSSP. De acuerdo con el enunciado de la propiedad P2, una SM en
un DSSP puede ser reducible o no dependiendo de su marcado inicial. Sin
embargo, es posible que una SM tenga un comportamiento reducible a una
transicién (que tome todas las marcas de los canales de entrada antes de
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poner las marcas en los canales de salida) y que no cumpla la propiedad P2
simplemente porque el marcado inicial no es el adecuado. Por ello, si una SM
cumple la propiedad P1, es conveniente observar su marcado inicial antes
de comprobar si cumple P2 o no. Hay dos casos particulares que se pueden
arreglar.

e En el marcado inicial la SM ya ha tomado todas las marcas de todos
los canales de entrada pero no ha efectuado todas las salidas de marcas
a los canales de salida.

e En el marcado inicial la SM ha tomado alguna marca de algin canal
de entrada, pero no todas.

En estas dos situaciones se tiene que la SM almacena en su estado interno
marcas que evolucionan normalmente por los canales del DSSP.

En el primer caso hay que disparar transiciones de la SM hasta que realice
todas las salidas de marcas. De esta forma quedan todas las marcas en los
canales de salida y la SM en un estado interno en el que no ha comenzado
de nuevo a tomar marcas de los canales de entrada. Sila SM es tal que la
ultima transicion de un ciclo con canales de salida también tiene canales de
entrada, entonces la transicién se puede desplegar en dos conectadas por un
lugar tales que la primera tenga los canales de salida y la segunda los de
entrada.

En el segundo caso es posible disparar hacia atras las transiciones que
han tomado las marcas de los canales de entrada, hasta que todas estas
marcas estén en sus respectivos canales de entrada. De esta forma se deja
igualmente el estado interno de la SM en un punto de sus ciclos en el que
no se han tomado marcas de los canales de entrada. El hecho de disparar
hacia atras transiciones no es problema en un DSSP vivo y limitado, porque
el nuevo sistema que se obtenga seguira teniendo estados recurrentes y por
lo tanto el mismo comportamiento en estado estacionario.

El 1ltimo paso que queda consiste en demostrar las propiedades que se
preservan al reducir totalmente una SM en un DSSP a una transicion.

Teorema 5.17 Sea S un DSSP compuesto por K SM’s. Sea N; una SM
de N reducible a una transicion y S' el DSSP que resulta de reducir N;
a una unica transicion. Entonces S’ es conservativo, vivo y tiene estados
recurrentes si y solo si lo es/tiene S. Ademds los lugares de S’ tienen las
mismas cotas de marcado que los de S.
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Demostracién:

La reduccién total de SM’s se puede ver como un caso particular de la
eliminacién de transiciones con el algoritmo de calculo de p-semiflujos de
[CS91]. Por lo tanto se preserva la conservatividad y también la limitacién.
De acuerdo con las condiciones de reduccién, una SM es reducible si cualquier
t-semiflujo de la SM (un ciclo) con efecto externo sobre los canales toma
todas las marcas de los canales de entrada (puede ser que en distinto orden
dependiendo del ciclo) antes de depositar todas las marcas en los canales de
salida (propiedad P2) y la cantidad de marcas que toma de cada canal de
entrada y deposita en cada canal de salida es la misma independientemente
del ciclo ejecutado (propiedad P1). El proceso de reduccién puede hacerse
en dos pasos. FEl primero consiste en reducir la SM a dos lugares y dos
transiciones en ciclo. El primer lugar se corresponde con el inicialmente
marcado, la primera transicién ¢; resume todas las aportaciones de marcas
a cualquier ciclo por parte de los canales de entrada y esta transicién tiene
un lugar de salida pi2 que la conecta con otra transicién te que resume
todas las aportaciones de marcas de cualquier ciclo a los canales de salida.
Obviamente estas dos reducciones preservan la vivacidad, k-limitacién (ver
figura 2.1) y existencia de estados recurrentes. Posteriormente este ciclo de
dos transiciones se reduce a una unica transicién tio eliminando el lugar
que conecta las transiciones ¢; y t2. Esta reduccién también preserva la
vivacidad y existencia de estados recurrentes.

Queda demostrar que se mantienen las cotas de marcado de los lugares
preservados en la reducciéon. Esto es claro en los lugares internos de las
SM’s no reducidas, cuya cota de marcado es 1. Y con los canales también
es claro que se preserva teniendo en cuenta la doble reducciéon del parrafo
anterior. Antes de depositar marcas en los canales de salida es necesario
realizar todas las aportaciones de los canales de entrada y estos canales
tienen destino privado por lo que su cota de marcado no cambia. O

Esta técnica de reduccién total de SM’s no mantiene exactamente ni las
proyecciones de los marcados alcanzables ni las proyecciones de las secuen-
cias de disparo del DSSP original sobre los nodos preservados. Se demostrara
con un ejemplo.

En la figura 5.2.a se tiene un DSSP muy sencillo formado por dos SM,
cada una en el interior de una zona sombreada. La primera SM es una tnica
transicién para simplificar. La segunda estd formada por 6 transiciones y 5
lugares. El DSSP tiene 3 canales (B, Bs y Bs) conectando entre si las
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Figura 5.2: Reduccién total de una SM.

dos SM’s. Se va a demostrar que la segunda SM es reducible a una tnica
transicién, que la reduccién genera el DSSP de la figura 5.2.b y que no
se mantienen las proyecciones de marcados alcanzables ni de secuencias de
disparo sobre los nodos preservados. Para demostrar que la SM es reducible
a una transicién hay que verificar las propiedades P1 y P2.

Para verificar la propiedad P1 hay que calcular el rango de la subma-
triz C* de la matriz de incidencia del DSSP restringida a los lugares de la
SM, sus canales de entrada y salida y las transiciones de la SM.

Ty, Th T3 Ty Ts Ts

P [-1 -1 0 0 0 1]

P, 1 0 -1 0 0 ©

Py 0 1 0 -1 0 0
C'= P 0 0 1 1 -1 0
P 0o 0 0 0 1 -1

By 0 0 -2 -2 0 0

B, 0 0 0 0 -2 -1
Bs| 0 0 0 0 0 2|

Es claro que rank(C*) = 5 y la SM tiene 5 lugares, por lo que cumple la
propiedad P1. Ademds, se tienen las siguientes relaciones:

C*[By] = gC*[Bl] +3C*[Py] + C*[Ps]

C*[B3] = —C*[By] + 2C*|P}] + 2C*|P;] + 2C*[P3]
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Aplicando la propiedad 5.13 y tomando como referencia el canal By, los
pesos de los arcos correspondientes a cada canal en la transiciéon reducida
seran « para B; y Bs (Bs es canal de salida por lo que se cambia el signo
del coeficiente) y 3a/2 para Bs.

Para calcular el valor de a hay que aplicar la propiedad 5.15. En este
caso, el lugar Pj es de salida de la transicion Ty que tiene canales de salida,
por lo que estd bloqueado. Desde el lugar P3 (marcado inicial de la SM) no
es posible alcanzar la transicién T3 sin pasar por el lugar bloqueado P; por
lo que en principio la SM no cumple la propiedad P2. Sin embargo, éste es
uno de los casos en los que es posible modificar el marcado inicial de la SM
para que si cumpla la propiedad P2. En efecto, si se dispara hacia atras la
transicién T se obtiene otro marcado alcanzable del DSSP y considerando
este marcado inicial la SM cumple la propiedad P2, por lo que si es reducible.
Ademas, desde P se puede alcanzar el unico lugar bloqueado (P; de nuevo)
por dos caminos diferentes y los dos toman 2 marcas del canal By. Por lo
tanto, el valor de a es 2 y los pesos de los arcos de la transicién reducida
serdn 2 para By y B3 y 3 para Bs.

El resultado de la reduccién de esta SM puede verse en la figura 5.2.b.
Queda por tltimo ver que en este caso no se mantienen las proyecciones de
los marcados alcanzables ni de las secuencias de disparo del DSSP original
en los nodos preservados en la reduccién. En efecto, si en el DSSP original
se dispara la secuencia formada por Ty y T5 se quitan primero dos marcas al
canal B; y después otras dos a By. Estos dos estados no se pueden distinguir
en el DSSP reducido, ya que al reducir la SM a una tnica transicién se
producen todos los cambios de marcas en los canales con un tnico disparo
de una sola transicién. Este hecho supone la agregacién de ciertos estados
del DSSP original y por lo tanto no se mantienen las proyecciones de estados
alcanzables ni de secuencias de disparo.

Con este ejemplo queda desarrollada la técnica de reduccién total de
SM’s en un DSSP y sus principales propiedades.

5.4 Descomposicion estructural de DSSP’s

Una vez desarrolladas las dos técnicas de reduccién de SM’s de las seccio-
nes anteriores, se va a desarrollar la técnica estructural de descomposicion.
La descomposicién de DSSP’s sigue la misma filosofia que las de MG’s y
WTS’s de los capitulos anteriores. Un DSSP vivo y limitado se descompone
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en K subredes por medio de un corte Q definido sobre los canales de forma,
que cada SM del DSSP esté totalmente contenida en una subred. A partir
del corte y de las subredes se construyen K sistemas de bajo nivel LS; con
1 < ¢ < K y un sistema de alto nivel o esqueleto basico BS. Cada LS; con-
tiene completamente una de las subredes producto del corte y agregaciones
del resto de las subredes. El BS se compone de las agregaciones de todas
las subredes.

La forma de agregar subredes en DSSP’s se puede hacer de diversas ma-
neras. Una primera posibilidad consiste en reducir parcialmente las SM’s
de cada subred por medio de la técnica de reduccidon parcial de SM’s de
la seccién 5.2. Otra posibilidad consiste en aplicar la técnica de reduccion
total de SM’s de la seccién 5.3 a las SM’s del DSSP susceptibles de ser re-
ducidas totalmente (la que cumplan las propiedades P1 y P2). Por tltimo,
una vez reducidas total o parcialmente las SM’s se puede aplicar la técnica
de reduccién de WTS’s del capitulo anterior a ciertas partes de las subre-
des que tengan estructura de WTS. La forma de agregacion de las subredes
dependerd basicamente del tamano del espacio de estados del DSSP origi-
nal. Cuanto mayor sea este espacio de estados, mayor reduccién se querra
alcanzar y habrd que intentar aplicar la méaxima agregacién posible. FEl
mecanismo para obtener la maxima reduccién posible consiste en detectar
primero las SM’s que pueden ser agregadas totalmente y reducirlas a una
Unica transicién, posteriormente reducir parcialmente las SM’s que queden
y por tultimo agregar las subredes con estructura de WTS.

La técnica de reducciéon de DSSP’s es una extension de la de WTS’s, y
por lo tanto de la de MG’s, en el sentido de que la técnica de agregacién que
se va a exponer en esta seccién aplicada a un WTS o un MG da exactamente
los mismos sistemas agregados que los que se conseguian con las técnicas de
los capitulos 3 y 4 respectivamente.

Las propiedades del DSSP original que se preservan en los sistemas agre-
gados dependen de las técnicas de reduccién de subredes empleadas. Si sélo
se reducen parcialmente SM’s de acuerdo con la técnica de la seccién 5.2, los
sistemas agregados que se consiguen son, al igual que en el caso de MG’s,
proyecciones exactas en cuanto a marcados alcanzables y secuencias de dis-
paro del DSSP original sobre los nodos preservados en cada sistema agregado
(teorema 5.10). En cuanto se haga una agregacién total de una SM o se re-
duzca alguna parte de una subred con estructura de WT'S, ya no se puede
asegurar que se mantengan las proyecciones de marcados alcanzables ni de
secuencias de disparo.
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Definicién 5.18 Sea (N, mg) con N = (P,T,F,\W) y P = BU(UL, PS;),
T = UL TS; un DSSP compuesto por g SM’s. Un subconjunto de luga-
res Q C B se dice K-corte (K > 2) de N si existen K subredes N; con
N; = (P, T;, F;, W;) para 1 <i < K de N tales que:

DU T =T y TNTj=0paral<ij<K,i#j.

ii) Para cada 1 <1 < q existe 1 < j < K tal que T'S; C Tj.

iii) P, =T, UT;* para1 <i< K.

) Ui Pi=P y Uy (PNP)=Bparal<i,j<K.

v) E=FN((PxT)U(T; x P)) yW;=W|p, para1l <i< K.

Las transiciones del conjunto TT = *BU B*® se llaman transiciones de inter-
faz. El resto se llaman transiciones internas.

La tnica diferencia entre la definicién de corte en DSSP’s y las equiva-
lentes para MG’s y WTS’s estd en el punto ii, en el que se exige que cada
SM del DSSP esté totalmente contenida en una tnica subred producto del
corte. Este punto se anade para facilitar las operaciones de agregacion.

Una vez definido un corte sobre un DSSP hay que calcular los LS; y
el BS. Para realizar esta tarea es necesario reducir cada subred producto
del corte a un conjunto de nodos (lugares y transiciones) que resumen el
comportamiento interno de la subred. El conjunto de nodos que resume
el comportamiento de una determinada subred depende de las técnicas de
reduccién que se apliquen (reduccién parcial o total de SM’s y reduccién de
partes con estructura de WTS). En cada subred se pretende mantener las
transiciones de interfaz, con el fin de que en la parte numérica de la técnica de
aproximacién sean éstas las transiciones que resuman la evolucién temporal
de la subred (en concreto el tiempo de respuesta).

Definicién 5.19 Sea (N, mg) un DSSP vivo y limitado, Q un K -corte de N'
y Ni = (B, T;, F;,W;) con'1 < i < K las subredes producto de Q. Se
utilizardn las siguientes notaciones:

H; = {lugares p necesarios para reducir N; con mg[p] y 1,}

I; = {transiciones inmediatas ¢ necesarias para reducir N; con 1;}

Se denota por H = UK | H; y por I = UK | I,.



186 5. Aproximacién de throughput en DSSP’s

El contenido de los conjuntos H e I depende de las técnicas de reduccién
empleadas, pudiendo ser I el conjunto vacio. Ahora se pueden construir los
sistemas agregados. Como paso previo se construird el sistema extendido.

Definicién 5.20 Sea S = (N, mg) un DSSP vivo y limitado y B C P un
K -corte de N. El sistema extendido ES = (EN,m&N) de S es el sistema
resultante de anadir a S los nodos de los conjuntos H e I con sus arcos de
entrada y salida y marcado inicial.

Definicién 5.21 Sea S = (N, mg) con N = (P, T, F,W) un DSSP vivo y
limitado, B C P un K-corte de N y ES su sistema extendido.

i) El sistema de bajo nivel LS; = (LN;,m) con 1 < i < K es el sis-
tema que se obtiene eliminando de ES los lugares U;; Pj \ B y las
transiciones Uj# T; \ TI y sus arcos adyacentes.

ii) El sistema de alto nivel (o esqueleto bdsico) BS = (BN, mEN) es el
sistema que se obtiene eliminando de ES los lugares | JX., P;\ B y las
transiciones Ufil T; \ TI y sus arcos adyacentes.

En cada LS;, todas las subredes N con j # i se reducen a sus transicio-
nes de interfaz y a los nodos de los conjuntos H; e I; (ver definicién 5.19),
mientras que la subred N se preserva completamente. En el BS se reducen
todas las subredes.

El siguiente teorema demuestra las propiedades que tienen los sistemas
agregados recién construidos.

Teorema 5.22 Sea S = (N,mq) un DSSP vivo y limitado, B C P un
K-corte de N'. Entonces, LS; con 1 < i < K y BS son DSSP’s vivos y
limitados.

Demostracién:

Por el teorema 5.10, la reduccién parcial de una SM en un DSSP mantiene
exactamente las proyecciones de estados alcanzables y secuencias de disparo
sobre los nodos preservados en la reduccién. En particular, preserva la
vivacidad y limitacién. Por el teorema 5.17, la reduccién total de SM’s en un
DSSP susceptibles de ser agregadas preserva la vivacidad y conservatividad,
por lo tanto también limitacién. Y por el teorema 4.37, la reducciéon de
subredes con estructura de WTS de acuerdo con la técnica de reduccion
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desarrollada en el capitulo 4 preserva la vivacidad y limitacién. Por lo tanto,
cualquier técnica de reduccion de subredes en DSSP’s que utilice cualquiera
de estas tres técnicas de reduccién preserva vivacidad y limitacion. O

Notar que aunque las tnicas propiedades que se preservan con cualquier
técnica de reduccién de DSSP’s de las expuestas son vivacidad y limitacién
(y por el teorema 2.101 también la existencia de estados recurrentes), si en
la reduccién de subredes sélo se emplea la técnica de reduccién parcial de
SM’s de la seccién 5.2, entonces se puede asegurar que ademas se mantienen
exactamente las proyecciones de los marcados alcanzables y de las secuencias
de disparo del DSSP original sobre los nodos preservados en cada sistema
agregado cuando tengan sentido estas proyecciones (teorema 5.10).

A modo de resumen, en esta seccién se ha desarrollado una técnica es-
tructural eficiente que permite descomponer un DSSP vivo y limitado en
un numero finito arbitrario K de subredes y a partir de ellas construir K
sistemas de bajo nivel (en los que se mantiene una de las subredes y se re-
ducen el resto) y un sistema de alto nivel o esqueleto bésico (en el que se
reducen todas las subredes). Estos K + 1 sistemas agregados son también
DSSP’s vivos y limitados (por lo tanto con estados reversibles), por lo que
sus cadenas de Markov isomorfas poseen distribucién en estado estacionario
Unica (teorema 2.85).

En la siguiente seccién se emplearan estos sistemas agregados para apro-
ximar el throughput de las transiciones del DSSP original.

5.5 Aproximacion iterativa del throughput

El contenido de esta seccion es similar al de las secciones 3.4 y 4.4. Se incluye
aqui con las adaptaciones necesarias para DSSP’s con objeto de aumentar
la legibilidad de la técnica completa de aproximacién.

En la seccién anterior se ha desarrollado una técnica para descomponer
un DSSP vivo y limitado en K subredes, a partir de las cuales se constru-
yen K +1 sistemas agregados (LS; con 1 < ¢ < K y BS). Cada LS; contiene
una de las subredes producto del corte, los lugares del corte, las transiciones
de interfaz y un conjunto de nodos que resumen el comportamiento del resto
de subredes. El BS contiene los lugares del corte, las transiciones de interfaz
y los nodos que resumen el comportamiento de todas las subredes. Ahora se
van a emplear estos K + 1 sistemas agregados para aproximar el throughput
de las transiciones del DSSP original.
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Por el teorema 5.9, el vector v de ratios de visita de un DSSP viene
determinado por su estructura. Entonces, basta aproximar el throughput
de una transiciéon del DSSP y por medio de v obtener aproximaciones para
el throughput de las demds con el mismo porcentaje de error.

La técnica que se va a exponer en esta seccién es basicamente la misma
que la del capitulo 3 para MG’s. Esta técnica es un método de aproximacién
del tiempo de respuesta. Las transiciones de interfaz de cada subred reducida
en cada sistema agregado aproximardan el tiempo de respuesta de toda la
subred. La técnica es iterativa y utiliza un sistema de alto nivel o esqueleto
bésico para no tener problemas de convergencia y de malas aproximaciones
(como en MG’s). El algoritmo utilizado es el siguiente:

Algoritmo 5.23

input: (S, w) DSSP estocastico vivo y limitado
seleccionar un K-corte BC P de N
construir £LS; y BS para 1 <i < K

seleccionar tasas iniciales M,EO) paracadat € T; NTIlcon 2 < j < K

n:=0 (contador de iteraciones)
repeat

n:=n+1

for i :=1 to K do

solve LS; con:
In: tasas ul(n) para las transiciones de T; N Tl con 1 <1 <4
tasas ul(nfl) para las transiciones de T; N Tl con i < I < K

Out: proporciones u; entre tasas de las transiciones de 7; N TI y

throughput xgn) de las transiciones de T; N'T1

solve BS (encontrar factor de escala \) con:
In: tasas ul(n) para las transiciones de 7;NTI con 1 <1 <%
tasas ul(n_l) para las transiciones de T; N Tl con i <l < K

proporciones entre tasas u; para las transiciones de 7; N'TI

Z(n) de las transiciones de 7; N T1

(n) _

Out: tasas reales p,; A - p; de las transiciones de 7; N T1

tales que ngs) = Xl(n)

throughput x

end for

until convergencia de {xl(n) 1

output: throughput {xgn)}fil de las transiciones de (S, w)
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En este algoritmo iterativo se van resolviendo uno por uno todos los
sistemas de bajo nivel £LS; (con 1 < i < K). Cuando en la iteracién n del
esquema iterativo se resuelve el LS;, se obtienen para las transiciones de
T; N'TT los vectores XZ(") de throughput y p; de proporciones entre tasas de
servicio. Con esta informacién se busca, por medio del BS, un factor de
escala \ para las proporciones entre las tasas de disparo, de forma que los
throughput de las transiciones comunes a BS y LS; coincidan. El célculo
de este factor de escala puede realizarse por medio de una busqueda lineal
en BS. Se va resolviendo el BS cambiando todas las tasas de las transiciones
de T; N'TI de forma que se mantengan las proporciones p; hasta que se
consigan los mismos throughput en las transiciones comunes a BS y LS;.
Notar que BS tiene muchos menos estados que el sistema original e incluso
que los LS;, por lo que el coste de esta busqueda lineal es despreciable
comparado con la complejidad del estudio de los otros sistemas.

Después de este doble paso se obtiene una nueva aproximacién /,tl(n) para
las tasas de disparo de las transiciones de T; N TI que se mantienen en el
estudio posterior de otros LS; y en BS.

Quedan por aclarar algunos puntos de este algoritmo iterativo. Por un
lado, cuestiones respecto a las restricciones del corte. Por otro lado, la selec-
cién de las tasas de disparo iniciales Héo) de las transiciones de T N TI con
2 < 7 < K, que son necesarias para resolver por primera vez el sistema £S5
e iniciar el algoritmo iterativo. Otra cuestién a tener en cuenta es la forma
de calcular, al resolver el L£S;, las proporciones u; entre las tasas de dispa-
ro de las transiciones de T; N TI. Por 1ltimo, consideraciones acerca de la
bisqueda lineal del factor de escala A en BS para el célculo de las tasas de
disparo reales de las transiciones de interfaz en cada iteracién y el test de

convergencia para decidir el final del algoritmo iterativo.

Respecto a las restricciones sobre el corte, en la seccién anterior se podia
definir sobre cualquier conjunto de lugares que induzca una particién en
el conjunto de transiciones y de lugares (excluidos los del corte) del DSSP
original. Si se tiene en cuenta ahora las cuestiones numéricas, no es deseable
que aparezca ninguna transicién de interfaz que sea inmediata. Si éste es
el caso, podria haber errores de ejecucién al poder obtener como medida de
utilizacién de alguna transicién de interfaz 0 y por lo tanto divisiones por 0
al calcular su tasa relativa de disparo.

Respecto a la seleccién de las tasas iniciales para las transiciones de
interfaz, el algoritmo iterativo no se ve afectado, en lo que respecta a las
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aproximaciones de los throughput obtenidas, por la seleccién de estos valo-
res. Por lo tanto, en principio se pueden seleccionar valores arbitrarios. Pero
es razonable poner unos valores iniciales que tengan relaciéon con el modelo.
Una selecciéon adecuada consiste en poner a cada transiciéon de interfaz la
tasa que tiene en el modelo original. De esta forma se reduce el nimero
de iteraciones necesarias para alcanzar la convergencia del algoritmo. Esta
eleccién dara sistemas agregados mads rapidos en la primera iteracion del
método pero se corrige en las siguientes.

Por lo que respecta a la estimacién de las proporciones p; entre las tasas
de disparo de las transiciones de interfaz de la subred N;, se utilizan los
nodos calculados en la fase de descomposicién estructural. Como se explicé
en la seccién anterior, para cada subred N; producto del corte del DSSP
original se calculaba un conjunto de nodos que resumen el comportamiento
interno de la subred. Son estos nodos los que se emplean para realizar
la estimacion. El sistema de bajo nivel L£S; contiene completamente la
subred N; y los nodos del conjunto H;UI;. Por lo tanto, al resolver su CTMC
isomorfa, se puede calcular la utilizacion de cada transicidon de interfaz si
s6lo se tienen en cuenta los lugares del conjunto H; U B (es decir, se calcula
la probabilidad de que la transicién esté sensibilizada una vez se eliminan
los nodos internos de la subred N;). De esta manera, se estd relacionando el
funcionamiento completo de la subred N con el de su resumen para poder
exportar esta informacién al resto de sistemas de bajo nivel. Posteriormente,
basta emplear la férmula del calculo del throughput del teorema 2.87 para
encontrar las proporciones entre las tasas de disparo de las transiciones de
interfaz. En la iteracién n del algoritmo, la tasa proporcional de disparo de
la transicién t € T; N TI es:

lt] = X"t
" P{mp] > W(p,t) Vpetn(H;UB)}

Esta expresion es valida si se emplea semantica de un solo servidor. Si
se emplea semdantica de infinitos servidores, hay que sustituir la utilizaciéon
de las transiciones por su grado medio de sensibilizacién, es decir, la tasa
proporcional de disparo es en este caso:

"l
ilt] = X ;
Elmax{k | m[p] > kW (p,t) Vpe *tn (H;UB)}|

En cuanto al algoritmo de busqueda lineal del factor de escala en BS
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para calcular las tasas reales de disparo de las transiciones de interfaz, hay
que tener en cuenta lo siguiente. Se quiere conseguir que coincidan los
throughput de las transiciones comunes a BS y LS;, es decir, que coincidan
los throughput de las transiciones de interfaz. A diferencia de MG’s, en
DSSP’s los throughput de las transiciones pueden ser diferentes. Por lo
tanto, no se puede hablar de throughput de un DSSP sino de throughput de
una transicién de un DSSP. Entonces, conseguir que los throughput de todas
las transiciones de interfaz coincidan en los dos sistemas podria suponer un
problema. Como en DSSP’s las ratios de visita o throughput relativos de las
transiciones vienen determinados por la estructura de la red (teorema 5.9) y
los sistemas agregados construidos preservan estas ratios de visita, entonces
desaparece el problema y basta que el throughput de una transicién ¢ de
interfaz cualquiera coincida en BS y LS; para poder asegurar que coinciden
todos los throughput de todas las transiciones de interfaz. A lo largo del
algoritmo iterativo se va modificando el valor de las tasas de las transiciones
de interfaz de los LS; y de BS. El throughput de las transiciones de estos
sistemas es una funcién racional (cociente de polinomios) con respecto a
estas variables. Como se han calculado unas proporciones entre las tasas de
disparo que se quieren mantener en BS, si se quiere calcular un factor de
escala A\ de forma que coincidan los throughput de las transiciones comunes
a BS y LS;, lo que se estd haciendo en el fondo es plantear una ecuaciéon
racional de la forma:

En la ecuacién anterior, ¢t es una transicién de interfaz cualquiera que
se fija como referencia en BS y LS;. Entonces, x(gfg)l [t] es el throughput
en LS; de la transicién ¢ calculado justo antes de empezar el estudio en BS.
Por su parte, ng [t](A) es una funcién de A, que devuelve el throughput
en BS de la misma transicidn ¢ de referencia. Esta funcién es racional en A
y no se conoce de forma explicita. Calculando una solucién A de la ecuacién
anterior, se puede asegurar que el throughput de todas las transiciones de
interfaz coincide en BS y LS;. El problema numérico de resolucién de esta
ecuacion puede resolverse con algoritmos como el de la secante.

Por ultimo, queda por aclarar el test de convergencia. Este algoritmo
numérico calcula unas aproximaciones del throughput aceptables para una
técnica de aproximacién (por debajo del 5%). Teniendo en cuenta la aproxi-

macion que se va a obtener al final, no es necesario que el test de convergencia
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sea muy exigente ya que esto provocaria el cdlculo de un mayor niimero de
iteraciones sin que por ello se aumente la precisiéon de los resultados obteni-
dos. Si se pone un test de convergencia poco exigente, entonces el algoritmo
finalizaré antes de lo debido, aumentando en general el error de la aproxi-
macién. El test de convergencia que se utiliza consiste en iterar hasta que
la diferencia entre los throughput de las transiciones de interfaz de todos
los LS; en dos iteraciones consecutivas del método sea menor que el 0.1%.

En este momento, seria necesario estudiar las propiedades numéricas del
algoritmo iterativo para demostrar propiedades de convergencia, unicidad
de solucién e incluso estimar el error cometido en la aproximacion, pero
se ha dejado como trabajo futuro. A falta de un mejor soporte tedrico, la
experimentacion numeérica con diferentes ejemplos sugiere que el esquema
converge en muy pocos pasos (entre 3 y 6 iteraciones), converge a la misma
solucién independientemente de las tasas iniciales elegidas para iniciar el
algoritmo, y el error cometido al final del mismo (inferior al 5%) es admisible
para técnicas de aproximacion en evaluacién de prestaciones de sistemas
concurrentes basada en modelos formales.

5.6 Conclusiones

En este capitulo se han desarrollado en detalle los trabajos realizados en
[PJCS96¢c] y [PJCS96a] sobre aproximacién de throughput en DSSP’s. Los
DSSP’s estan formados por varias SM’s conectadas por canales, por lo que
la técnica de descomposicion estructural de DSSP’s se basa en la reduccion
de las SM’s.

Todo lo expuesto en este capitulo son aportaciones de esta memoria. En
concreto estas aportaciones son:

e Técnica de reduccién parcial de SM’s.
e Técnica de reduccién total de SM’s.

e Adaptacion del algoritmo iterativo de aproximacién a DSSP’s.

La técnica de reduccién parcial de SM’s es basicamente el trabajo rea-
lizado en [PJCS96¢]. El objetivo es reducir al maximo el grafo tangible
de alcanzabilidad de una SM en un DSSP preservando las transiciones que
tienen canales como lugares de entrada o salida. De esta forma se logra
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mantener exactamente las proyecciones de marcados alcanzables y secuen-
cias de disparo del DSSP original sobre los nodos preservados en los sistemas
agregados.

Esta técnica de reduccién parcial de SM’s consigue una reduccién impor-
tante del DSSP original si éste estd compuesto por SM’s de cierto tamano. Si
éste no es el caso, es necesario realizar agregaciones mas importantes. Este
es el objetivo de la reduccién total de SM’s, trabajo realizado en [PJCS96a].
Aqui se estudian las condiciones necesarias que debe cumplir una SM en un
DSSP para que se pueda agregar completamente a una tinica transicién. No
todas las SM’s de un DSSP se pueden agregar totalmente, por lo que esta es
una técnica que no se puede aplicar a cualquier DSSP. Después de reducir
las SM’s de un DSSP con una o las dos técnicas anteriores es posible reducir
aun mas ciertas partes que eventualmente pueden tener estructura de WTS
por medio de la técnica de reduccion del capitulo 4.

La clase de los DSSP’s incluye a las de WTS’s y MG’s. Desde este punto
de vista, la técnica de descomposicién estructural de DSSP’s desarrollada
en este capitulo es una extension de las de los capitulos 3 y 4 para MG’s y
WTS’s, en el sentido de la técnica de descomposicion aplicada a un WTS
o un MG producen los mismos sistemas agregados que las de los capitulos
3 y 4 respectivamente.

El algoritmo iterativo de aproximacién es, salvo ligeras adaptaciones a la
nueva clase de redes, el mismo de [CCJS94] para MG’s que se ha explicado
en detalle en el capitulo 3.

Dependiendo de la técnica de reduccién de subredes que se emplee al
generar los sistemas agregados de un DSSP, estos pueden preservar distintas
propiedades del DSSP original. Como minimo se asegura que los sistemas
agregados son vivos y limitados, por lo que tienen estados recurrentes, lo que
asegura la existencia de distribucién en estado estacionario tinica para sus
CTMC’s isomorfas. Pero si sélo se emplea la técnica de reduccién parcial
de SM’s de la seccién 5.2, entonces los sistemas agregados mantienen exac-
tamente las proyecciones de estados alcanzables y de secuencias de disparo
del DSSP original sobre los nodos preservados en cada sistema agregado.

En el capitulo 6 se expone una técnica basada en el estudio del espacio
de estados que permite preservar al menos las proyecciones de los estados
alcanzables en los sistemas agregados de cualquier red de Petri, en particular
de los DSSP’s.

Queda como trabajo futuro demostrar las propiedades de convergencia
del algoritmo numérico de aproximacion del tiempo de respuesta.
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Capitulo 6

Descomposicion del grafo de
alcanzabilidad para el
analisis numérico de redes de
Petri estocasticas

Una vez expuestas las técnicas de aproximacién del throughput de las transi-
ciones de grafos marcados (MG’s), grafos marcados con pesos (WTS’s) y sis-
temas deterministas de procesos secuenciales (DSSP’s) de los tres capitulos
anteriores, el siguiente paso consiste en intentar desarrollar una técnica ge-
neral que permita la aproximacién del throughput de las transiciones de
cualquier SPN. En este capitulo se van a desarrollar los resultados obteni-
dos en este intento de generalizaciéon. Estos resultados se exponen en un
marco mas general que el de aproximacién de throughput de transiciones ya
que pueden ser utilizados para otros propositos.

Entre los resultados obtenidos cabe destacar un algoritmo que permite
reducir la complejidad tanto en espacio como en tiempo (respecto al algo-
ritmo clasico) del célculo y representacién descompuesta del grafo de alcan-
zabilidad (RG) de cualquier SPN. Esta representacién puede ser utilizada
para diversos fines como pueden ser el calculo exacto de la distribucién en
estado estacionario o de otros indices de prestaciones.

En este capitulo se utiliza esta representacién del RG para el desarrollo
de los sistemas agregados asociados al corte de una SPN cualquiera. En
concreto, se desarrollan tres técnicas diferentes para generar los sistemas
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agregados dependiendo de las caracteristicas que se requieran en los mismos.
En estas condiciones es posible utilizar el algoritmo numérico de los capitulos
anteriores para aproximar el throughput de las transiciones de cualquier
SPN. Pero los sistemas agregados podrian utilizarse para aproximar otros
indices de prestaciones.

Todo lo expuesto en este capitulo son aportaciones de esta memoria
exceptuando los de las secciéon 6.2. Los resultados fueron presentados en
[PJC98, PJC99a, PJCI9D).

El capitulo estd organizado de la siguiente manera. En la seccién 6.1
se exponen los trabajos realizados por otros autores que han permitido el
desarrollo de estas técnicas, en la seccidn 6.2 desarrolla una técnica de des-
composicién a nivel de red valida para SPN’s desarrollada en [CDS99] que
fue aplicada para el calculo exacto de la distribucién en estado estacionario
de la cadena de Markov en tiempo continuo (CTMC) del modelo original.
La seccién 6.3 desarrolla la primera técnica de generacién de sistemas agre-
gados, en la que se asegura la ergodicidad de los mismos (en este capitulo se
entenderd que un sistema agregado es ergédico si lo es su CTMC isomorfa) y
por lo tanto su posible utilizacién para calculos numéricos. En la seccién 6.4
se expone una visién estructurada del RG de cualquier SPN lo que permite
desarrollar un algoritmo eficiente para su calculo y almacenamiento. En las
secciones 6.5 y 6.6 se emplea la representacién del RG de la seccién 6.4 para
la generacion de los sistemas agregados. Los sistemas agregados de la técnica
de la secciéon 6.5 mantienen las proyecciones de los estados alcanzables de
la red original pero pueden contener secuencias de disparo espurias. En la
técnica de la seccién 6.6 se reducen algunas de estas secuencias de disparo
espurias. En la seccién 6.7 se emplean los sistemas agregados generados con
cualquiera de las tres técnicas anteriores para la aproximacion del through-
put de las transiciones de la red original. Por ultimo, en la seccién 6.8 se
indican las conclusiones finales del capitulo.

6.1 Introduccion

En el capitulo 3 se ha desarrollado en detalle el primer trabajo sobre apro-
ximacién de throughput de transiciones expuesto en [CCJS94] aplicable a
cualquier MG. Este trabajo se basa en una técnica de descomposicién a
nivel de red que permite el desarrollo de unos sistemas agregados que son
proyecciones exactas (en términos de marcados alcanzables y secuencias de
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disparo) del modelo original. Posteriormente se logra extender la técnica
de descomposicién a WTS’s [PJCS96b] y DSSP’s [PJCS96¢c, PJCS96a], co-
mo se ha visto en los capitulos 4 y 5. Para estas clases de redes ya no es
posible construir, a nivel de red, sistemas agregados de menor tamano que
mantengan las proyecciones de los marcados alcanzables y secuencias de dis-
paro del sistema original. Afortunadamente, empleando técnicas heuristicas
ad-hoc (los conceptos de resistencia y marcado ponderado en WTS’s y la
reduccién de maquinas de estados en DSSP’s) es posible construir sistemas
agregados que permiten obtener buenas aproximaciones del throughput de
las transiciones en estas clases de redes. Posteriormente, en [CT93, CDS99]
se introducen técnicas basadas en dlgebra tensorial. Trabajos recientes ba-
sados en técnicas de algebra tensorial son [Cia01, BK01, BCDKO00]. En
este tipo de técnicas, por medio de una visién estructurada a nivel de red
del modelo original, se construyen varios sistemas agregados cuyas CTMC’s
se pueden combinar para obtener la CTMC del modelo original. De esta
manera es posible calcular de forma exacta la distribucién en estado esta-
cionario del modelo original sin calcular ni almacenar su CTMC completa,
sino Unicamente las de sus sistemas agregados.

El intento de adaptar estas técnicas basadas en dlgebra tensorial para el
calculo aproximado del throughput de transiciones conduce al desarrollo de
las aportaciones de este capitulo. Desde el punto de vista de calculo aproxi-
mado, los sistemas agregados de [CDS99] tienen un problema fundamental
y es que en general no son ergddicos, por lo que la solucién de su CTMC
puede no tener sentido. En [PJC98, PJC99a] se resuelve este problema con
una técnica muy sencilla (expuesta en la seccién 6.3) que permite generar,
a partir de los sistemas agregados de [CDS99], CTMC'’s ergddicas asociadas
a los mismos. Aplicando algoritmos como el de aproximacién del tiempo
de respuesta de [CCJS94] (que se viene utilizando en toda esta memoria) a
estas CTMC'’s se tiene una primera técnica de aproximacion del throughput
de transiciones que puede aplicarse a cualquier SPN.

Aunque una técnica como la que se expone en la seccién 6.3 permite
calcular aproximaciones con sentido para cualquier SPN, en algunas situa-
ciones el resultado obtenido puede no ser suficientemente preciso (error in-
ferior al 5% para una técnica de aproximacién). El problema de falta de
precision es debido, desde el punto de vista del autor de esta memoria, a dos
problemas. El primero es la posible inclusiéon en las CTMC’s asociadas a
los sistemas agregados de estados espurios, esto es, marcados alcanzables en
los sistemas agregados que no se corresponden con la proyecciéon de ningun
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estado alcanzable de la red original sobre los nodos que se preserven en cada
sistema agregado. El segundo problema es la posible agregacion inadecuada
de estados diferentes del modelo original en el mismo estado de la CTMC
asociada a un sistema agregado. Este segundo punto requiere una explica-
ciéon mas detallada, ya que es evidente que para reducir el espacio de estados
del modelo original hay que agregar estados diferentes de la red original en el
mismo estado de los sistemas agregados. La idea de las técnicas de descom-
posicion desarrolladas en los capitulos anteriores para clases particulares de
redes consiste en enmascarar en un determinado sistema agregado el com-
portamiento interno de todas las subredes excepto una. Esto se traduce a
nivel del RG en la agregacién de estados del sistema original que estan co-
nectados por caminos no orientados de transiciones internas de los médulos
que se quieren reducir. El efecto lateral que se produce reduciendo a nivel
de red es la posible agregacién de estados que no estan conectados de esta
manera en el RG del sistema original. Este efecto se produce por la pérdida
de informacién sobre el estado interno de distintos mdédulos reducidos y se
traduce en la apariciéon de estados espurios y secuencias de disparo espurias.

Para resolver estos problemas, en [PJC99a] se presenta una visién es-
tructurada del RG de SPN’s (esta visién se desarrolla en la seccién 6.4) que
permite calcular y almacenar de forma eficiente tanto en espacio como en
tiempo una representacién del mismo de forma descompuesta. Aunque esta
representacion del RG se desarrolla con el objetivo de resolver los problemas
de precisién de la técnica de descomposicién anterior, al contener toda la
informacién del RG del modelo original, también puede utilizarse para otro
tipo de andlisis, como por ejemplo andlisis exacto o aproximado de otros
indices de prestaciones.

En [PJC99a), la representacién del RG se emplea para desarrollar otras
dos técnicas de descomposicién del modelo original, que constituyen las
técnicas segunda y tercera de este capitulo. La segunda técnica (que se
presenta en la seccién 6.5) genera sistemas agregados ergddicos que mantie-
nen las proyecciones de los estados alcanzables del modelo original sobre los
nodos preservados en los sistemas agregados. De esta manera, los sistemas
agregados tienen un comportamiento mas cercano al del modelo original que
los de la primera técnica. Sin embargo, los sistemas agregados construidos
con esta técnica incluyen secuencias de disparo espurias, esto es, secuen-
cias disparables en los sistemas agregados que no se corresponden con la
proyeccién de ninguna secuencia de disparo en el modelo original. La ter-
cera técnica (que se presenta en la seccién 6.6) genera sistemas agregados
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ergddicos que preservan las proyecciones de los estados alcanzables y reducen
(respecto a la segunda técnica) algunas de las secuencias de disparo espurias.
Aun asi no se consiguen eliminar en general todas las secuencias de disparo
espurias.

En la seccién 6.7 se aplican las tres técnicas de descomposicién anteriores
al célculo aproximado del throughput de las transiciones del modelo original
por medio del algoritmo iterativo de aproximacién del tiempo de respuesta
de [CCJS94] que se estd empleando a lo largo de toda la memoria.

Las técnicas que se presentan en este capitulo son mads eficientes tanto
en tiempo como en espacio que el algoritmo exacto clasico de resolucién de
la CTMC del modelo original ya que ninguna de estas técnicas requiere el
almacenamiento ni la resolucién de la CTMC del modelo original, sino los de
las CTMC’s asociadas a los sistemas agregados que son considerablemente
mis reducidas. El precio a pagar por la reduccién de la complejidad es la
precision de los resultados obtenidos, ya que no se obtienen los resultados
exactos sino simplemente aproximados.

6.2 Descomposicion estructural de redes de Petri

En esta seccién se va a desarrollar la técnica de descomposicién de redes de
Petri generales propuesta en [CDS99].

6.2.1 Visién estructurada de redes de Petri

Cualquier red de Petri puede verse como un conjunto de mddulos (redes de
Petri disjuntas mads sencillas) que se comunican por medio de un conjunto
de canales (lugares).

Definicién 6.1 [CDS99] (SAM).
Un P/T sistema S = (N, mg) con N = (BU(UK, P),UE,T;,, F, W) es un
sistema de médulos comunicados asincronamente (SAM), si:

i) PNB=0yP,NP;=0paral <i,j<K,i#j.

i) T, = P*U°P, y TiNT; =0 para 1< 4,5 < K,i # j.
Si = (Ni,mp) = (P, T, F;, W;,mp) con F; = F N ((P; x T;) U(T; x B)),
Wi = Wlp, y mf = my|p, para 1 < i < K se llaman médulos de S. Los

lugares de B se llaman canales, las transiciones de T1 = *BU B*® se llaman
transiciones de interfaz y el resto transiciones internas.
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Figura 6.1: Un SAM.

En la figura 6.1 puede verse un SAM compuesto por dos médulos y 4
canales. El médulo §; con 7 = 1,2 es el sistema generado por los nodos cuyas
etiquetas comienzan por P;, T; o I;. Los canales son los lugares dentro de la
zona sombreada y se les denotara con etiquetas que comienzan por B.

Todos las redes de Petri fuertemente conexas pueden verse como un SAM
con solo anadir una vision estructurada al modelo. Esta visién estructurada
puede obtenerse por construcciéon del modelo o bien por observacién del
mismo. Una misma red de Petri fuertemente conexa admite muchas visiones
estructuradas que van desde considerar cada transicién como un médulo
diferente (y por lo tanto cada lugar es un canal) hasta considerar que toda
la red es un tnico médulo (y por lo tanto no hay canales).

Con respecto a la interpretacion temporal, se supondrd que el modelo
inicial tiene un comportamiento en estado estacionario tinico para que ad-
mita el cdlculo de indices de prestaciones en estado estacionario. Por ello
se supondra que el modelo original es estructuralmente vivo y limitado, por
lo tanto consistente y conservativo (teorema 2.49) y reversible, por lo tan-
to ergddico (teorema 2.85). En realidad es suficiente que el sistema tenga
estados recurrentes, porque tomando uno de ellos como marcado inicial se
obtiene un sistema reversible.

6.2.2 Regla de reduccién y vistas abstractas

En esta seccién se va a desarrollar la regla de reduccién expuesta en [CDS99],
para el comportamiento interno de los médulos de un SAM. Cada médulo
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se descompone en varias subredes de forma que cada subred se sustituye por
un conjunto de lugares MSIP’s (ver definicién 2.61). Posteriormente, por
medio de la regla de reducciéon de los médulos, a partir del modelo original
se pueden construir K sistemas de bajo nivel £LS; con 1 < ¢ < K y un
sistema de alto nivel o esqueleto basico BS. En cada sistema de bajo nivel
se mantiene un solo médulo mientras que el resto se reducen. En el BS se
reducen todos los médulos. En [CDS99], los LS; y el BS se utilizan para la
resolucion exacta de la CTMC del modelo original por medio de una técnica
basada en &lgebra tensorial. En [PJC99a] se adapta esta descomposicién
para desarrollar una técnica de aproximacién maés eficiente.

Definicién 6.2 [CDS99] Sea (N, mg) un SAM con N = (P,T,F,W). Se
define la relacién R en P = BU(UK,| P)) como: (p,p') € R parap,p’ € P si
y sélo si existe un camino no dirigido m en N de p a p' tal que # N TI = (),
es decir, compuesto unicamente por lugares y transiciones internas.

Proposicién 6.3 [CDS99] Sea (N, mg) un SAM. la relacién R de la de-
finicion anterior es una relacion de equivalencia.

Demostracion:

Reflexiva: (p,p) € R para todo p € P ya que p esta conectado consigo mismo
por medio del camino vacio que no contiene transiciones de interfaz.
Simétrica: Si (p1,p2) € R, sea w1 un camino no dirigido en N de p; a po.
Entonces w1 = nq .. .n,, donde los n; son nodos de N’ que no pertenecen a TI.
Sea ™y = Ny, ...n1 el camino 7 recorrido en sentido inverso. Entonces o
es un camino no dirigido en A de ps a p1 y que estd formado por nodos que
no pertenecen a TI, es decir, (p2,p1) € R.

Transitiva: Si (p1,p2), (p2,p3) € R, sean w1, T2 caminos no dirigidos en N/
sin transiciones de interfaz de p; a p2 y de p2 a p3 respectivamente. Entonces
1 0Ty es un camino no dirigido en A sin transiciones de interfaz de p; a p3
por lo que (p1,p3) € R. O

Propiedad 6.4 [CDS99] Sea (N, mg) un SAM con N = (P,T,F,W) y R
la relacion sobre el conjunto P = B U (UK, P) de la definicién 6.2. Se
cumplen las siguientes propiedades:

1. (b,p) € R para todob € B yp#b.

2. Sip€e P, y(p,p') € R conp+#p entoncesp € P;.
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Demostracion:

1) Por la definicién 6.1 todas las transiciones de entrada y salida de cualquier
canal son transiciones de interfaz. Entonces, por la definicién de la relaciéon
de equivalencia R un canal sélo puede estar relacionado consigo mismo.

2) Si (p,p') € R, entonces existe un camino 7 no dirigido en N sin transi-
ciones de interfaz de p a p’. Por la definicién 6.1, los tinicos nodos de N que
pueden conectar nodos de dos médulos distintos de N son los canales que
pueden conectar transiciones de interfaz pertenecientes a distintos mdédulos.
Como 7 no tiene transiciones de interfaz, tampoco puede tener canales y
por lo tanto no puede abandonar el médulo N;, es decir, p’ € P;. &

Esta propiedad da una idea de cudles son las clases de equivalencia que
la relacién R induce sobre P. Cada canal forma individualmente una clase
de equivalencia y las clases de equivalencia que no son canales deben es-
tar totalmente contenidas en un médulo del SAM, es decir, la relacién de
equivalencia R induce relaciones de equivalencia en cada P; del SAM.

Notacién 6.5 [CDS99] Sea (N, mg) un SAM con P =BU (UL, P) y R
la relacién de la definicién 6.2. Se denotan por P! con 1 < j < r(i) a

7
las (i) clases de equivalencia que R induce en P; para 1 <i < K.

El siguiente paso consiste en anadir por cada clase de equivalencia Pl-j con
1<i<Kyl<j<r(i)un conjunto Hf (normalmente de menor cardinal)
de lugares MSIP’s (ver definicién 2.61). La razdén de utilizar lugares MSIP’s
es que su computo puede realizarse estructuralmente de forma eficiente.
Serdn los lugares de los conjuntos H; con 1 < j < r(i) los que resuman el
comportamiento del médulo N; para 1 <4 < K. El algoritmo de cédlculo de
los conjuntos HZ] es el siguiente.

Algoritmo 6.6 [CDS99| Célculo de MSIP’s.

input: Pij clase de equivalencia de R en P;.
Calcular Yij ={y | y[PZ-j] : C[Pg,Tg] =0,y[P\ PZJ] =0cony de
soporte minimo}.
Calcular Hf := {py | py es lugar con vector de incidencia l,, =y - C}.
for each p € H] do
calcular su marcado inicial por medio del algoritmo 2.60
end for
output: Conjunto Hf de lugares MSIP’s con sus marcados iniciales.
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La idea de este algoritmo consiste en considerar todos los MSIP’s py, de-
rivados a partir de los p-semiflujos minimos y de la subred generada por Pij ,
es decir, py es un lugar con vector de incidencia l,, =y - C donde y es un
p-semiflujo minimo de la red generada por Pz-j . El cardinal del conjunto HZJ
puede crecer exponencialmente en el tamano de la subred generada por Pij ,
por lo que la complejidad tedrica de este algoritmo (tanto en tiempo como
en espacio) es exponencial en el tamafio de la subred generada por P/. De
todas formas, hay que tener en cuenta que las clases de equivalencia Pl-j son
una parte de un modulo de la red original por lo que el algoritmo no tiene
en la practica una complejidad elevada.

Se estd en condiciones de construir el sistema extendido y los sistemas
agregados.

Notacién 6.7 Sea (N, mo) un SAM con P = BU (UK, P,). Sean H? con
1<i< K yl<j<n(i) los conjuntos de lugares MSIP’s calculados con el
algoritmo 6.6. Se denota por H; con 1 <1 < K al conjunto H; = Ujﬁ{ HZJ
y por H al conjunto H = Ufil H;.

Definicién 6.8 [CDS99] Sea S = (N, myg) un SAM. El sistema extendido
ES = (EN,m§N) de S es el sistema resultante de anadir a S los lugares del
conjunto H con sus vectores de incidencia y los marcados iniciales necesarios
para hacerlos implicitos.

El sistema extendido se forma a partir del modelo original anadiendo
un conjunto de lugares implicitos, por lo que £S tiene el mismo nimero de
estados que el modelo original (sélo difieren en la codificacién de los mismos)
y el mismo lenguaje de secuencias de disparo.

A partir del sistema extendido es inmediato construir los sistemas agre-
gados.

Definicién 6.9 [CDS99] Sea S = (N, mg) un SAM con N = (P, T, F,W),
P=BU(UE,P) yT=UE,T;. Sea ES su sistema extendido.

i) El sistema de bajo nivel LS; = (LN, m) con 1 <i < K es el sistema

que se obtiene eliminando de ES los lugares U;4; P; y las transiciones
Uj»i Tj \ T1 y sus arcos adyacentes.

ii) El sistema de alto nivel (o esqueleto bdsico) BS = (BN, m5V) es
el sistema que se obtiene eliminando de £S los lugares Ufil P; y las
transiciones Ufil T; \ TI y sus arcos adyacentes.
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En cada LS, todas las subredes N con j # i se reducen a sus transicio-
nes de interfaz y a los lugares del conjunto H;, mientras que la subred N se
preserva completamente. En el BS se reducen todas las subredes. Los LS;
representan diferentes vistas de bajo nivel del modelo original. El BS repre-
senta una vista de alto nivel del sistema original.

Los siguientes resultados establecen las propiedades que cumplen los sis-
temas agregados que se acaban de construir.

Teorema 6.10 [CDS99] Sea S un SAM con K médulos conservativo. En-
tonces, LS; con 1 <1< K y BS son conservativos.

Teorema 6.11 [CDS99] Sea S = (N, mg) un SAM con N = (P, T, F,W),
P=BUWUE,P)yT =UE,T,. Entonces, LS; con1 < i < K y BS
cumplen:

1. L(S)|rurr € L(LS;) para 1 <i < K y L(S)|T1 C L(BS).
2. R(S)|PiUBUH C R(,CSZ') para 1 <i< K y R(8)|BuH - R(BS).

Este teorema asegura que los sistemas agregados incluyen las proyeccio-
nes de los marcado alcanzables y las secuencias de disparo de la red original
sobre los nodos preservados en cada sistema. Pero como no se tiene una
igualdad, estos sistemas agregados pueden anadir nuevos marcados alcan-
zables o secuencias de disparo que no se corresponden con proyecciones de
marcados alcanzables o secuencias de disparo del sistema original.

La técnica de descomposicién que se acaba de presentar aplicada a un
MG produce exactamente los mismos sistemas agregados que la técnica del
capitulo 3, aunque el conjunto de lugares implicitos necesarios para resu-
mir el comportamiento de cada subred se calculen por métodos diferentes.
En cambio, para WTS’s esta técnica de descomposicién no es equivalen-
te la técnica del capitulo 3, ya que no se preservan las resistencias entre
transiciones de interfaz.

En [CDS99] se emplea esta técnica de descomposicién para calcular
la distribucién en estado estacionario del modelo original a partir de las
CTMC’s de los sistemas agregados. La principal aportacién de este trabajo
desde el punto de vista de las técnicas de aproximacién que se estan desarro-
llando en esta memoria consiste en la posibilidad de descomponer a nivel de
red cualquier red de Petri y obtener a partir de ella unos sistemas agregados
con los que se puede hacer calculos. En la siguiente seccion se estudiaran los
principales problemas que genera la utilizaciéon de estos sistemas agregados
y cémo resolverlos.
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6.3 Garantizando la ergodicidad de los sistemas
agregados

A partir del teorema 6.11, se tiene que los RG’s de los sistemas agregados
incluyen al menos todas las proyecciones (en los nodos preservados en casa
sistema) de los marcados alcanzables del sistema original. Pero como las
inclusiones de este teorema no son estrictas, los RG’s de los sistemas agre-
gados pueden incluir nuevos marcados alcanzables o secuencias de disparo
espurios que no se corresponden con marcados alcanzables o secuencias de
disparo del sistema original. En algunos casos, este comportamiento no de-
seado puede conducir a sistemas agregados no ergédicos. En esta seccién se
presenta una técnica para asegurar la ergodicidad de los sistemas agrega-
dos, evitando que estos comportamientos no deseados afecten a la técnica
numérica de aproximacién. Es necesario que los sistemas agregados sean
ergddicos puesto que la técnica numérica de aproximaciéon debe resolver las
CTMC’s de estos sistemas.

En la figura 6.1 se tenia un SAM compuesto por dos médulos y 4 ca-
nales. El mo6dulo ¢ con ¢ = 1,2 es la subred generada por los nodos cuyas
etiquetas comienzan por P;, T; o I;. Aplicando la técnica de descomposi-
cién de la seccién anterior se obtienen £S y LS de las figuras 6.2.a y 6.2.b
respectivamente. En el sistema original (se puede observar también en £S),
después de cada disparo de la transicién de interfaz Is5 slo puede dispararse
la transicién de interfaz I33. En cambio, en £S5 también es posible disparar
la transicién de interfaz Is4 después de cada disparo de Is3. Esta nueva
secuencia de disparo hace que £S1 no sea vivo. En efecto, la secuencia de
disparo o = I19199124 es disparable en LS y el marcado que se alcanza es
By P;3 que es un bloqueo total (no hay ninguna transicién sensibilizada). En
otras palabras, los sistemas agregados pueden no ser ergddicos.

Afortunadamente, hay una forma directa de asegurar la ergodicidad de
los sistemas agregados. En general, los RG’s de los sistemas agregados cons-
truidos con la técnica de la seccién anterior pueden tener varias componentes
fuertemente conexas. Para que las CTMC'’s de estos sistemas sean ergddicas,
deben tener una inica componente fuertemente conexa (definicién 2.80). Por
lo tanto, es necesario eliminar del RG de cada sistema agregado todas sus
componentes fuertemente conexas excepto la que contiene al marcado ini-
cial. Se demostrard que los RG’s reducidos de esta forma incluyen al menos
todas las proyecciones (en los nodos preservados en cada sistema agregado)
de los marcados alcanzables y secuencias de disparo del sistema original.
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Q

Figura 6.2: (a) £S y (b) LS del SAM de la figura 6.1.

Teorema 6.12 Sea S = (N, mg) un SAM, ES su sistema extendido, LS;
conl <i< K yBS sus sistemas agregados. Sean RG*(LS;) con1 <i < K
y RG*(BS) las componentes fuertemente conexas de RG(LS;) y RG(BS)
respectivamente que contienen a sus marcados iniciales. Denotando por
R*(LS;), R*(BS), L*(LS;) y L*(BS) a los estados alcanzables y secuencias
de disparo de RG*(LS;) y RG*(BS) respectivamente, se tiene:

1. L(S)|rurt C L*(LS;) para 1 <i < K y L(S)|11 € L*(BS).

2. R(ES)|puBur C R*(LS;) para 1 <i < K y R(ES)|pur C R*(BS).

Demostracién:
Considerar el sistema extendido £S de S. Por construccion, todos los lugares
del conjunto H = JX | H; son implicitos en £S. Entonces L(S) = L(£S).
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Como se asume que S es reversible, my es un estado recurrente (si S
no es reversible, pero tiene algun estado recurrente, el resultado también
es cierto tomando cualquiera de ellos como mg). Sea m®V € R(ES).
Por ser £S reversible, existen secuencias de disparo o, 7 tales que en £S
m&V _Zm®N T mEN. Sea m{ el marcado inicial de £S;. Por construc-
cién, es evidente que mf = mgN|piUBuH. Ahora sean m’ = m5N|pinUB
(la proyeccién de m®V sobre los lugares de LS;), o' = o|r,ut1 ¥ 78 = 7|10t
(las proyecciones de o y 7 sobre las transiciones de LS; respectivamente).
Se demostrard que m‘ € R*(LS;) y o* € L*(LS;). Por construccién de £S
es evidente que el marcado de los lugares del conjunto B U H sélo cambia
por el disparo de transiciones del conjunto TI (transiciones de interfaz), y el
marcado de los lugares del conjunto P; sélo cambia por el disparo de transi-
ciones del conjunto T;. Por lo tanto, en L£S; se tiene que mé&mii)mf),
es decir, m' € R*(LS;) y o' € L*(LS;). Por lo tanto, queda demostrado el
teorema. Los apartados referentes al esqueleto basico se demuestran de la
misma forma. %

Este teorema demuestra que tomando en cada sistema agregado la com-
ponente fuertemente conexa de su RG que contiene al marcado inicial se
obtiene un RG* reducido cuya CTMC isomorfa es ergddica y por lo tanto
tiene distribucién unica en es estado estacionario. Queda resuelto el pro-
blema inicial que tenian los sistemas agregados calculados con la técnica de
reduccién de la secciéon anterior.

Las componentes fuertemente conexas de un grafo dirigido se pueden
calcular por medio de un algoritmo [Gib85] cuya complejidad en tiempo es
de O(max(n, |A])), donde n es el nimero de nodos del grafo (en este caso el
nimero de estados alcanzables de cada sistema agregado) y |A| el ndmero
de aristas del grafo (en este caso el nimero de transiciones entre estados del
RG de cada sistema agregado).

En el caso de la figura 6.1, se tenia que L£S; tenia un bloqueo total
en el marcado alcanzable BsP;3. RG(LS1) tiene 11 estados alcanzables,
distribuidos en dos componentes fuertemente conexas. Una de ellas estd
formada por el estado B4P;3 que al constituir un bloqueo total es un estado
absorbente de la CTMC isomorfa. La otra componente fuertemente conexa
esté formada por los otros 10 estados alcanzables, incluido el marcado inicial.
Por lo tanto, RG*(LS1) consta de 10 estados alcanzables y no contiene el
estado By Py3, por lo que su CTMC isomorfa sera ergédica (definicién 2.80).
Se ha conseguido eliminar en el proceso el estado que daba problemas.
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Con este resultado se tiene una técnica de descomposicién general, apli-
cable a cualquier red de Petri estructuralmente viva, estructuralmente limi-
tada y reversible, que permite obtener, a partir del sistema original, varias
CTMC’s ergbdicas asociadas a sus sistemas agregados y por lo tanto sus-
ceptibles de ser analizados en su comportamiento en estado estacionario.
Pero el hecho de tener CTMC’s analizables no quiere decir que por ello se
obtengan buenas aproximaciones.

En el caso de MG’s, los sistemas agregados que se obtienen con la técnica
de descomposicién de la seccién anterior son exactamente los mismos que
los que se obtenian con la técnica expuesta en el capitulo 3 y por lo tanto
se obtendrdn buenas aproximaciones con la técnica numérica.

En el caso de WTS’s, se puede observar que los sistemas agregados que
se obtienen con la técnica de la seccién anterior no preservan el concepto
de resistencia de los caminos entre transiciones de interfaz que se desarrolld
en el capitulo 4. Por lo tanto las aproximaciones que se obtengan con estos
sistemas agregados pueden no ser buenas.

El problema reside en que RG*(LS;) y RG*(BS) pueden incluir todavia
marcados o secuencias de disparo espurias que no se corresponden con pro-
yecciones de marcados o secuencias de disparo del sistema original sobre los
nodos preservados en cada sistema agregado. Esto es debido a que la técnica
desarrollada en esta seccién tinicamente es capaz de eliminar los estados que
pertenezcan a componentes fuertemente conexas del RG que no contengan
al marcado inicial. Pero si la componente fuertemente conexa del marca-
do inicial contiene marcados o secuencias de disparo espurias, la técnica no
puede eliminarlos.

Por ejemplo, en la figura 6.3.a se tiene un WTS. Tomando los lugares
B; y By como canales, se obtiene un SAM con dos médulos (uno con los
nodos de la mitad izquierda de la red y otro con los de la mitad derecha). Si
se aplica la técnica de reduccién de la seccién anterior, se obtiene el LS de la
figura 6.3.b y el BS de la figura 6.3.c. La CTMC isomorfa a LS es ergddica,
por lo que RG*(LS1) = RG(LS1) (sdlo tiene una componente fuertemente
conexa e incluye al marcado inicial). Pero RG*(LS;) contiene marcados
alcanzables y secuencias de disparo espurias. Por ejemplo, en el sistema
original todos los marcados alcanzables cumplen que m[Bj] - m[Bs] = 0, es
decir, los dos canales no pueden tener marcas a la vez. Sin embargo, en LS
el marcado By Bs es alcanzable y no cumple la condicién anterior, por lo que
es espurio. Ya se vio en el capitulo 4 que este tipo de sistemas agregados en
WTS’s lleva a aproximaciones pobres en la técnica numérica ya que no se
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Figura 6.3: (a) Un SAM y sus (b) £LS1 y (c) BS.

preserva la resistencia de los caminos en la reduccién.

Por lo tanto es necesario profundizar en el estudio de los RG’s de los
sistemas agregados para intentar en la medida de lo posible eliminar es-
tos marcados y secuencias espurias. Para ello es necesario comprender la
estructura de estos RG’s, trabajo que se hard en la siguiente seccion.

6.4 Vision estructurada del grafo de alcanzabili-
dad

En algunos casos, la técnica de descomposicién desarrollada en la seccién 6.2
junto con la eliminacién de bloqueos totales de la seccién 6.3 es suficiente
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para obtener buenas aproximaciones con algoritmos iterativos del estilo del
que se estd utilizando a lo largo de esta memoria. Pero hay también casos
en los que estas aproximaciones pueden ser muy pobres, como en el caso de
la figura 6.3. En opinién del autor de esta memoria, los problemas se deben
a dos causas.

La primera es la inclusiéon en las CTMC’s asociadas a los sistemas agre-
gados de marcados espurios, es decir, marcados alcanzables en los sistemas
agregados que no se corresponden con proyecciones de marcados alcanzables
del sistema original sobre los nodos preservados en cada sistema agregado.
Estos marcados espurios aparecen porque al eliminar ciertos nodos en la
construccion de los sistemas agregados, se eliminan restricciones de disparo
de algunas transiciones. Al tener ciertas transiciones en los sistemas agrega-
dos con menos precondiciones para la sensibilizacién, aparecen secuencias de
disparo y marcados espurios. En ocasiones estos marcados y secuencias de
disparo espurias modifican de forma considerable el comportamiento de los
sistemas agregados con respecto al del sistema original. Si luego se preten-
de aproximar el funcionamiento del sistema original por medio de sistemas
agregados con un funcionamiento diferente, es légico que se obtengan apro-
ximaciones muy pobres. En la figura 6.3.a el estado By B2 no es alcanzable
en el sistema original pero si lo es en los sistemas agregados.

La segunda causa es la agregacién inadecuada de ciertos estados diferen-
tes del sistema original en el mismo estado de un sistema agregado. Cuando
se construyen sistemas agregados lo que se busca es precisamente eso, la
agregacién de ciertos estados del sistema original en el mismo estado de un
sistema agregado. HEste tipo de agregaciones pretenden enmascarar el fun-
cionamiento interno de un determinado médulo o subred. De esta forma, se
logra reducir drasticamente el nimero de estados alcanzables de los siste-
mas agregados con respecto al del sistema original. Al construir los sistemas
agregados con la técnica de la seccién 6.2, aparecen agregaciones de estados
que no enmascaran el funcionamiento interno de ningin médulo o subred
y son estas agregaciones las que pueden provocar un funcionamiento muy
diferente de los sistemas agregados con respecto al del sistema original.

Se verd mejor con un ejemplo de cada tipo de agregacién. En la figu-
ra 6.3.a los estados alcanzables HZ, P2, y HZ P2, se agregan en el LS en
el mismo estado, el H2,. Con esta agregacién se pretende enmascarar el
funcionamiento interno del moédulo formado por los nodos Ps1T51 Poy. De
hecho en el sistema original se tiene H3 P3 TAH%PQQT Este seria un caso
de agregacién correcta, caracterizada por el hecho de que los dos estados que
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resultardn agregados (H3, P4, y H3, P3,) estan conectados por una transicién
interna (721) que se quiere enmascarar en determinados sistemas agregados
(LS1y BS).

Un ejemplo de agregacién inadecuada en la figura 6.3.a es la de los es-
tados Hi1H21 P11 Po1 y Hi1Ho1 P1aPoy. Estos se agregan en el mismo estado
Hy1H> en el BS. En esta agregacion se pierde informacién relevante. En
el BS, a partir de Hy1H1 pueden dispararse I11 o I»5 indistintamente. En
cambio, en el sistema original, desde Hy1 Ho1 P11 P21 s6lo puede dispararse 111
y desde Hi1Ho1PioPso sblo puede dispararse Iso. Si se pretende que BS
resuma el comportamiento de la red original enmascarando Unicamente el
comportamiento interno de los mdédulos, desde el estado Hi1Hs1 sblo se de-
beria poder disparar una de las dos transiciones, I1; si se corresponde con
el estado Hiy Ho1 P11 P> del sistema original o Iz si se corresponde con el
estado Hi1Ho1 P12 Pss. Pero resulta imposible a nivel de red distinguir es-
tos dos estados ya que el BS no tiene los lugares Pj1, Po1, Pia y Pao. En
este caso se produce una agregacion en el BS de dos estados diferentes del
sistema original (H11H21 P11 P21 y Hi1Ha1 Pi2Pe2) que no estan conectados
por transiciones internas. Si para pasar de un estado a otro en el sistema
original es necesario disparar alguna transicién de interfaz es porque no se
pretende que estos estados resulten agregados en los sistemas agregados.

Los ejemplos que se han expuesto aqui con una red sencilla se pueden
generalizar a redes mdas complejas. En general, el tipo de agregaciones de
estados que se pretende realizar al construir un sistema agregado es de es-
tados del sistema original que estan conectados por transiciones internas de
ciertos médulos, enmascarando de esta forma el comportamiento interno de
esos médulos. Se intentara evitar otro tipo de agregaciones. Como estas
agregaciones aparecen por modificar la estructura de la red original (elimi-
nacién de lugares o transiciones) la resolucién de estos problemas exigird
operar a un nivel inferior, como es el nivel del RG del sistema.

En esta seccién se desarrollan las bases necesarias para evitar las dos
causas de problemas que se han identificado en la construccion de los sis-
temas agregados. En concreto lo que se hace es estudiar como se traduce
la visién estructurada de un SAM a nivel de red en su correspondiente vi-
sién estructurada a nivel del RG, lo que permitira evitar estas agregaciones
incorrectas.

Aunque el objetivo de este estudio de la estructura del RG de un SAM
era la construccién de sistemas agregados con comportamiento similar al del
sistema original para su posterior utilizaciéon en técnicas de aproximacion,
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se han conseguido otro tipo de aplicaciones. En concreto, utilizando otro
tipo de estructura de datos es posible calcular y almacenar de una forma
mis eficiente que la clasica todo el RG de la red original. Por lo tanto, es
posible emplear esta nueva codificacién del RG para otro tipo de técnicas
de analisis, incluido el andlisis exacto.

En secciones posteriores se empleard esta codificacién para el desarro-
llo de sistemas agregados adecuados para técnicas de aproximacién. En la
seccién 6.5 se generan sistemas agregados sin marcados espurios, es decir,
evitando la primera causa de problemas que se ha indicado y en la seccién 6.6
se generan sistemas agregados sin agregaciones inadecuadas, es decir, evi-
tando la segunda causa de problemas.

Para entender la estructura del RG de un SAM es necesario conocer
antes algunas propiedades de los grafos dirigidos etiquetados.

Definicién 6.13 Un grafo dirigido etiquetado es una terna G = (V, L, A)
donde V es el conjunto de vértices, L un conjunto cualquiera de etiquetas y
ACV xV x L el conjunto de aristas etiquetadas.

Un grafo dirigido etiquetado no es mas que un grafo dirigido al que se
le anade etiquetas a las aristas. Para ello, formalmente hace falta anadir un
conjunto de etiquetas y asociar una etiqueta a cada arista.

El RG de un SAM S puede verse como un grafo dirigido etiquetado cuyo
conjunto de vértices es el conjunto R(S) de estados alcanzables, el conjunto
de etiquetas es el conjunto de transiciones del SAM y el conjunto de aristas
son las secuencias de disparo de longitud 1 entre vértices, de forma que
m; ' ymy siy sélo si (my, my, t) € A.

Notacion 6.14 Sea S = (N, mg) un SAM con K mddulos y RG(S) su RG
interpretado como grafo dirigido etiquetado. Si s € R(S) es un vértice de
RG(S) que representa a un marcado alcanzable m, se denotard por M (s) al
marcado alcanzable m.

Definicién 6.15 Sean G = (V,L,A) yG' = (V', L', A’) dos grafos dirigidos
etiquetados. G’ se dice subgrafo dirigido etiquetado de G (denotado por
GCG)siVICV,L'CLyA CA.

Definicién 6.16 Sea G = (V, L, A) un grafo dirigido etiquetado y V' C'V
un subconjunto de vértices. El grafo dirigido etiquetado generado por V' es
GV = (V',L',A") donde L' ={l € L | 3(v1,v2,l) € A tal que v1,v2 € V'}
yAl=An(V' xV'x L.



6.4. Vision estructurada del grafo de alcanzabilidad 213

La siguiente proposicién es evidente a partir de las definiciones anteriores.

Proposicién 6.17 Sea G = (V, L, A) un grafo dirigido etiquetado, V' C'V
un subconjunto de vértices suyo y G' = G(V') el grafo dirigido etiquetado
generado por V'. Entonces G' es subgrafo de G.

Demostracién:
Evidente por la definiciones 6.15 y 6.16. &

Si G es un grafo dirigido etiquetado y V' un subconjunto de vértices de G,
G(V") es el subgrafo dirigido etiquetado de G formado por el conjunto V'
de vértices y las aristas etiquetadas que los conectan.

Definicién 6.18 Sea G = (V, A) un grafo dirigido y vi,v2 € V' dos vértices
de G. Se dice que vy es vértice sucesor de vy si existen aristas {a;}'; € A
1

tales que si a; = (vil,v?) €V xV para 1l <i<mn, entonces vi = v, v2 = vy

yvgzvl~1+1 para 1l <i < n.

Un vértice vy es sucesor de otro vértice v si existe un camino dirigido de
v1 a v formado por aristas del grafo dirigido. El concepto de vértice sucesor
se puede aplicar también a grafos dirigidos etiquetados con solo anadir las
etiquetas a las aristas.

Definicién 6.19 Sea G = (V, A) un grafo dirigido yv € V un vértice de G.
Se dice que v es un vértice cabecera de G si no es sucesor de mingun otro
vértice del grafo dirigido.

El concepto de vértice cabecera se puede aplicar también a grafos diri-
gidos etiquetados. En el caso de un SAM reversible, no hay ningin vértice
cabecera en su RG ya que éste es fuertemente conexo.

Definicién 6.20 Sean G; = (Vi,L1, A1) y Ga = (Va, Lo, A2) dos grafos
dirigidos etiquetados. FEl grafo producto de G1 y Gao es el grafo dirigido
etiquetado G1 x Gy = (V, L, A) tal que:

i) V=V xVs.
ll) L=1I11ULs.

iii) A = {((s1,52),(s1,85),1) eV XV XL|(s2 =34 y(s1,5),]) € A1) o
(s1 =51 y (s2,85,1) € A2)}.
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Figura 6.4: Producto de grafos dirigidos etiquetados.

La figura 6.4 muestra el producto de dos grafos dirigidos etiquetados.

Definicién 6.21 Sean Gi = (Vi, L1, A1) y Ga = (Va, Lo, A2) dos grafos di-
rigidos etiquetados. El grafo union de G1 y Gy es el grafo dirigido etiquetado
GL1 UGy = (V,L,A) conV =ViUVa, L=1L,ULsg yA:AlLJAQ.

Definicién 6.22 Sean G1 = (Vi,L1,A1) y Ga = (Va, Lo, A2) dos grafos
dirigidos etiquetados. Se dice que el grafo Gy es isomorfo a Gy (denotado
por G1 =2 Ga) si existen f : Vi — Va, g : L1 — Lo biyecciones tales que
(v,0',t) € Ay siy sdlo si (f(v), f(v'),g(t)) € As.

Definicién 6.23 Sea S un SAM con T = Ufil T;. Sea R con1 <i< K
la siguiente relacion definida sobre R(S): Dados s1, s2 vértices de RG(S),
(s1,82) € R; si y solo si existe un camino no dirigido m en RG(S) que
conecta s1 con sz formado por aristas de etiquetas en T \ (T; U'TI). Sea Ro
la siguiente relacion definida sobre R(S): Dados s1, s vértices de RG(S),
(s1,82) € Ro si y sdlo si existe un camino no dirigido © en RG(S) que
conecta s1 con sg formado por aristas de etiquetas en T \ TL.

Proposiciéon 6.24 Sea S un SAM con K mddulos y R; con 0 <1i < K las
relaciones de la definicion 6.23 sobre R(S). Entonces R; es una relacion de
equivalencia para 0 < i < K.
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Demostracion:

Se hara la demostracién para R; con 1 < ¢ < K. Para Ry la demostracién
es igual.

Reflexiva: (s,s) € R; para todo s € R(S) ya que s estd conectado consigo
mismo por medio del camino vacio que no contiene aristas de etiquetas en
T; UTL

Simétrica: Si (s1,s2) € R;, sea mp un camino no dirigido en RG(S) que
conecta s1 y sz formado por aristas de etiquetas en 7'\ (7; UTT). Entonces 71
recorrido en sentido contrario es un camino no dirigido en RG(S) que conecta
s2 y s1 formado por aristas de etiquetas en T'\ (T;UTI), es decir, (s2,s1) € R;.
Transitiva: Si (s, s2), (s2,83) € R;, sean 7y, Ty caminos no dirigidos en
RG(S) que conectan s; con sg y s con s3 respectivamente, formados por
aristas de etiquetas en 7'\ (7; U TI). Entonces 7 o m2 es un camino no
dirigido en RG(S) que conecta s; con s3 formado por aristas de etiquetas
en T\ (T; U TI), es decir, (s1, s3) € R;. &

La siguiente propiedad es inmediata a partir de la definicién 6.23.

Propiedad 6.25 Sea S un SAM con K mdédulos y R; con 0 < i < K
las relaciones de equivalencia de la definicidn 6.23. FEntonces, para cada
1 < i < K se tiene que R; C Ry. Por lo tanto, si D; es una clase de

equivalencia de R; entonces existe Dy clase de equivalencia de Ry tal que
D; C Dy.

Las relaciones de equivalencia que se acaban de definir inducen parti-
ciones en R(S). En la siguiente proposicién se demostraran las principales
caracteristicas de estas clases de equivalencia.

Proposicién 6.26 Sea S un SAM con K mddulos y R; con 0 < i < K
las relaciones de equivalencia de la definicion 6.23. Sea D; una clase de
equivalencia de R;. Entonces se cumple:

1. Si s1,89 € Dy entonces M(s1)|p = M(s2)|B-
2. Si s1,82 € D; entonces M(s1)|pup = M(s2)|pup paral <i < K.

Demostracion:

1) Por definicién de Ry existe un camino no dirigido 7 = a; - - - a,, con a; de
etiqueta t; € T'\ TI. Sean {g;}- los vértices que atraviesa el camino m de
tal forma que gqg = s1 y gn = s2. Si se recorre el camino no dirigido 7 desde
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el vértice s; al vértice so se induce un determinado sentido al recorrido
de sus aristas (la arista a; va del vértice gj_1 al ¢; para 1 < j < n). El
sentido inducido en las aristas de 7w puede coincidir o no con la direccién
de la arista en el grafo dirigido etiquetado RG(S). Si el sentido inducido
en a; coincide con el de RG(S) es porque M(qj,l)i)M(qj) y si el sentido
inducido en a; es el contrario al de RG(S) es porque M (qj)LM (gj-1)-
Las transiciones del conjunto 7'\ TI tienen todos sus lugares de entrada
y de salida en P\ B por lo que su disparo no modifica el marcado de
lugares del conjunto B. Si M(qj_l)l)M(q]-) o M(qj)LM(qj_l) entonces
se tiene que M(gj—1)|B = M(q;)|B para todo 1 < j < n, en particular
M(s1)|p = M(s2)|B.

2) Por definicién de R; existe un camino no dirigido # = a; - - - a,, con a; de
etiqueta t; € T'\ (T;UTI). Sean {¢;}} los vértices que atraviesa el camino 7
de tal forma que go = s1 y ¢, = s2. Como en el apartado 1, esto quiere decir
que M(qj,l)i)M(qj) 0 M(qj)i)M(qj,l) para todo 1 < j < n. Ahora las
transiciones del conjunto 7"\ (7; U TI) tienen todos sus lugares de entrada
y de salida en P\ (P; U B) por lo que su disparo no modifica el marcado
de lugares del conjunto P; U B. Si M(qj,l)i)M(qj) 0 M(qj)LM(qj,l)
entonces se tiene que M(g;—1)|p,uB = M(¢j)|p,uB para todo 1 < j < mn, en
particular M (s1)|p,uB = M (s2)|p,uB- &

Esta proposicién demuestra que la relacién de equivalencia Ry induce una
particién en R(S) en la que todos los estados de cada clase de equivalencia
tienen el mismo marcado en el conjunto B de canales, enmascarando de esta
forma el estado interno de todos los médulos del SAM. Esta es la tarea que se
pretende realizar con el BS en las técnicas de descomposicién desarrolladas
en esta memoria.

Por su parte, la relaciéon de equivalencia R; con 1 < ¢ < K induce una
particién en R(S) en la que todos los estados de cada clase de equivalencia
tienen el mismo marcado en los lugares del conjunto P;UB (canales y lugares
internos al médulo N;) enmascarando de esta forma el estado interno de
todos los médulos del SAM, excepto el NV;. Esta es la tarea que se pretende
realizar con el LS; en las técnicas de descomposicién desarrolladas en esta
memoria.

Por lo tanto, las relaciones de equivalencia R; con 1 < ¢ < K representan
el tipo de agregacién de estados que se pretende realizar con la construc-
cién de los distintos sistemas agregados en las técnicas de descomposicién
desarrolladas en esta memoria. Esta agregacion sélo es posible realizarla
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de forma exacta a nivel de red en el caso de MG’s. Para redes de Petri en
general es necesario bajar al nivel del RG para obtener la agregacién que
se pretende. Ahora se van a utilizar estas relaciones de equivalencia para
definir nuevos grafos dirigidos etiquetados que se asociardn con los sistemas
agregados de un SAM.

Definicién 6.27 Sea S un SAM con T =X | T;, G = (V, L, A) su RG in-
terpretado como grafo dirigido etiquetado y R; con 0 <1 < K las relaciones
de equivalencia de la definicion 6.23. Para 0 <1i < K se define el siguiente
grafo dirigido etiquetado agregado G; = (V;, L;, A;) (se toma Ty =0):

i) Vi =V/R; (conjunto cociente).
i) L; = T; UTL
iii) A; = {(s1,s2,t) € VixV;xL; | Jv € s1,v2 € s9 tal que (v1,v2,t) € A}.

El grafo dirigido etiquetado G; tiene como conjunto de vértices el conjun-
to de clases de equivalencia de R(S) respecto a la relacién de equivalencia R;.
Las aristas de A; estdn formadas por un par ordenado de elementos de V;
para los que existe una arista en G con un representante de cada clase. En
ese caso se mantiene la etiqueta de la arista original en el grafo agregado.

El grafo dirigido etiquetado G; con 1 < ¢ < K de la definicién anterior
constituye la interpretacién como grafo dirigido etiquetado del RG que se
pretende conseguir con el sistema agregado £S; del SAM. Por su parte, el
grafo dirigido etiquetado Gy constituye la interpretaciéon como grafo dirigido
etiquetado del RG que se pretende conseguir con el BS del SAM. No es
posible conseguir en general ningin RG cuyo comportamiento en términos de
marcados alcanzables y secuencias de disparo se parezca més al del modelo
original a la vez que se reduce su tamano.

Por lo tanto, el siguiente objetivo serd calcular los grafos dirigidos eti-
quetados G; con 0 < i < K de la definicién anterior sin construir a nivel
de red ningun sistema agregado, es decir, directamente a partir del modelo
original. Esto es posible si se estudia la relacién que hay entre las aristas
del RG del SAM original y las de los grafos G; con 0 < i < K.

Notacién 6.28 Sea S un SAM con K mddulos y R;, G; con 0 <1i < K las
relaciones de equivalencia y los grafos dirigidos etiquetados agregados de las
definiciones 6.23 y 6.27. Sea s € V; = R(S)/R; y v € R(S) tal que v € s.
Se denotard por M(s) a M(v)|pup (se toma Py =10).
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Demostracion:

Esta notacién es correcta, ya que por la proposicién 6.26 todos los estados
que pertenecen a una misma clase de equivalencia de R; con 0 < i < K
tienen el mismo marcado local en P; U B. Se asociard como marcado de la
clase s de R; al marcado local en P;U B de cualquier representante suyo. <

Para facilitar la comprensién de los teoremas de estructura del RG se
demostrard siguiente resultado.

Proposicién 6.29 Sea S un SAM con K mddulos y m € R(S) tal que
tei\TIyt' € T;\TI con 1 <4,j < K y j #1i estdn sensibilizadas en m.

!
Sean m—tym; Y mt—>mj. Entonces se cumple:
1. t' estd sensibilizada en m;.

2. t estd sensibilizada en m;.
2. Sim;—tsm;; y m;—tym;; entonces m;; = ms;
. c—— My Y My — 1N, i — .

Demostracién:

Por ser t € T; \ TI, *t Ut* C P;. Andlogamente, por ser t' € Tj \ TI,
*t'Ut’® C P;. Como i # j entonces P;,NP; = (), luego ¢ y ¢’ son concurrentes,
es decir, el disparo de una no desensibiliza la otra (lo que demuestra los
apartados 1y 2) y pueden dispararse en cualquier orden (lo que demuestra
el apartado 3). O

Esta proposicién no hace mas que explotar la concurrencia existente en-
tre las transiciones internas de los distintos médulos de un SAM. Cuando a
una red de Petri se le da una visién estructurada de SAM automaéaticamente
se tienen conjuntos de transiciones que son concurrentes entre si. Dos tran-
siciones internas cualesquiera que pertenezcan a mddulos diferentes de un
SAM son concurrentes entre si. Este resultado puede extenderse sin pro-
blemas a secuencias de disparo internas a cada médulo del SAM. Por lo
tanto, esta proposicién demuestra que en un SAM es posible reordenar dos
transiciones cualesquiera consecutivas de una secuencia de disparo siempre
que estas dos transiciones pertenezcan a dos mddulos diferentes del SAM
(va que en ese caso son concurrentes). Esta concurrencia entre transiciones
a nivel de red se traduce, a nivel del RG, en una estructura de producto de
grafos dirigidos etiquetados. Esta estructura producto se demuestra en los
dos siguientes resultados.
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Proposicion 6.30 Sea S un SAM con K mddulos y R;,G; con 0 <1 < K
las relaciones de equivalencia y los grafos dirigidos etiquetados agregados de
las definiciones 6.23 y 6.27. Sea D el grafo dirigido etiquetado generado
por una clase de equivalencia de Ry, h un vértice cabecera de D y Dy, el
grafo dirigido etiquetado generado por los sucesores de h en D. Sea Df1 con
1 <i < K el grafo dirigido etiquetado generado en G; por los vértices de G;
que pertenecen a Dy. Entonces Dy = D,ll X oo X D,{{.

Demostracion:

Se denotard por D = (Vp, Lp, Ap) al grafo dirigido etiquetado D. Sea M (h)
el marcado asociado al vértice h € Vp. Se denotara por h® a M(h)|p (el
marcado de h en los canales) y por hi con 1 <i < K a M(h)|p, (el marcado
local de h en cada médulo del SAM). Entonces M (h) = (h%, hl, ..., hK).
Dy, es el grafo dirigido etiquetado Dy, = (V, Ly, Ap) con:

Vi, ={s € Vp | Jo C T\ TI secuencia tal que M(h)-Z3M(s) en RG(S)}.
Ly =T\ TL

Ap = {(s1,52,t) | 51,82 € Vi, t € T\ TI tal que M (s1)—-3M(s3) en RG(S)}.
Para cada 1 < i < K, sea S, el subsistema de S generado por P; U B U T;.
Entonces S! = (N/,h") donde h? = (h°, h?) y N! = (P; U B, T;, F;, W;) con
F,=Fn(((PRUB)xT;) U(T; x (P;UB))) y W; = W|g,. El propésito de
anadir los canales es para incluir en sus estados alcanzables el marcado de los
mismos. Se denotard a G; por G; = (Vg,, Lg,, Ag,). En estas condiciones,
Di con 1 <i< K es el grafo dirigido etiquetado D} = (V}}, L}, A%) con:
Vi ={s € Vg, | 3o C T; \ TI secuencia tal que h* _Zs M (s) en RG(S!)}.

Ly =T;\ TL

Al = {(s1,52,t) | 51,52 € Vi, t € T;\TI tal que M(s1) s M(s2) en RG(S!)}.
Dado s € Vj, se denotara por s a M(s)|p, para 0 < i < K (tomando
Py = B). Entonces M(s) = (s°,s',...,s*) donde s° = h° (ya que todos los
vértices de V}, estdn en la misma clase de equivalencia de Ry). A partir de s
se pueden construir s; con 1 < i < K tales que M(s;) = (h°, s°).

Sea f: Vi — V! x--- x V;E con f(s) = (s1,...,55) y g: Ln — UX, L}
la aplicacién identidad. Ver que Gj, &£ G X -+ X G por medio de fy g
(ver definicién 6.22).

Es evidente que g es biyectiva ya que L, = T\ TI = (UX,T;) \ TI =
UEL(Ti\ TT) = UL, L, |

Ver que f estd bien definida, es decir, s € V} = s, € V) para 1 <i < K.
Sis eV, existe o C T\ TI tal que M(h)-Z3M(s) en RG(S), es decir,
(RO,... h*)_Z4(s0,...,5%) en RG(S). Sea o; = o|r, para 1 < i < K.
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Por la proposicién 6.29, se puede considerar sin pérdida de generalidad que
o =o01---0k. Ahora, o; CT; \ TL y (h°, h") 75 (59, s') en RG(S!), es decir,
h iy, M(s;) en RG(S)), luego s; € V,f para 1 < ¢ < K. Por lo tanto, f estd
bien definida.

Ver que f es biyectiva.

Sean u,v € V}, tales que f(u) = f(v). Entonces u; = v; para 1 < i < K.
Ademas up = vg = ho, luego M (u;) = M(v;) para 0 < i < K, por lo que
u' = v' para 0 < i < K, es decir, M(u) = M(v) y por lo tanto u = v.
Entonces f es inyectiva.

Para ver que f es sobreyectiva, sea (s1,...,S5k) € Vhl X oo X VhK. Entonces
si € Vji, es decir, existe o; C T \ TI tal que h" 25 M (s;) en RG(S)), luego
M(si)|lp = h® para 1 < i < K. Sea s* = M(s;)|p, para 1 < i < K
y s tal que M(s) = (h0,s',...,s%). Por construccién de s es claro que
f(s) = (s1,...,8;). Falta ver que s € V. Sea 0 = 01---0k. Es claro
que ¢ € T\ TI y como h* ZiyM(s;) en RG(S!) para 1 < i < K, entonces
M(h)-ZsM (s) en RG(S) (las o; son concurrentes entre si) luego s € V.
Ver que (u,v,t) € A < (f(u), f(v),g(t)) es arista de D} x --- x DE.
Siguiendo la misma notacién, f(u) = (u1,...,ux) y f(v) = (vi,...,vK).
Por lo tanto, (f(u), f(v),g(t)) es arista de D} x --- x DE siy sélo si existe
1<i<Ktalqueuj =v;sii#jy (u,vi,t) € A} (ya que g(t) = t).
Entonces hay que demostrar que (u,v,t) € Ap, siy sélo si existe 1 <i < K
tal que u; = vj sii # jy (wi,vi,t) € AL, Por ser u,v € Vj, entonces
M(u) = (R, ut, ..., uf) y M(v) = (RO 0!, ..., v%). Como (u,v,t) € Ay
entonces t € T\ TI. Sea i tal que ¢t € T; \ TI. En estas condiciones,
(u,v,t) € Ap, siy sélo si M(u)—tsM(v) en RG(S). Por ser t € T; \ TI,
esto ocurre si y s6lo si w/ = v/ para i # j y u'—tsv’ en RG(S]) siy sélo si
M (uj) = M(v;) parai # j y M(u;)—-sM(v;) en RG(S!) si y sélo si uj = v;
para i # j y (u;, v, t) € AL, O

Se va a dar una explicacién en términos de redes de Petri del resultado
que demuestra esta proposicién. Se sabe que Ry induce una particién en
el conjunto R(S). Una clase de equivalencia de Ry estd formada por un
conjunto de estados alcanzables conectados entre si por transiciones internas
del SAM (sin importar la orientacién de las aristas). D es el grafo dirigido
etiquetado generado por esta clase de equivalencia, es decir, es un subgrafo
dirigido etiquetado de RG(S) formado por todos los estados de la clase
de equivalencia junto con las transiciones entre ellos (que son transiciones
internas del SAM por definicién de Rp). La estructura completa de D se deja
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para el siguiente resultado. En éste se toma un vértice cabecera h cualquiera
de D. Los vértices cabecera de D no son mas que estados de RG(S) que sélo
son alcanzables por el disparo de transiciones de interfaz. Los sucesores de
h en D son estados alcanzables a partir de h debido tnicamente al disparo
de transiciones internas del SAM. Todos estos estados generan un grafo
dirigido etiquetado que en la proposicién se denota por Dy. Si se agrega el
grafo dirigido etiquetado Dy, por medio de la relacion de equivalencia R; para
1 < i < K se obtiene el grafo dirigido etiquetado D};, que es un subgrafo
del grafo agregado G;. La proposicién relaciona la estructura de Dj con
la de los grafos D}; con 1 < ¢ < K. La ventaja de tener esta relaciéon
estriba en que ya no es necesario calcular todo el D como se haria en el
algoritmo clasico, sino que es suficiente generar los D}'L. La generacién del
grafo dirigido etiquetado D}l se puede hacer localmente en el médulo N
del SAM (para ello basta conocer el marcado inicial local M(h)|p, y la
estructura del médulo N;). Este hecho supone una rebaja de la complejidad
tanto en tiempo como en espacio del problema del calculo de Dy, ya que no
es necesario calcular todas las posibles combinaciones de estados locales de
cada médulo entre si. Ademas, en distintas clases de equivalencia de Ry se
puede tener localmente en alguno de los médulos una clase local repetida,
en cuyo caso tampoco serd necesario repetir esos calculos.

Esta proposicién explota la concurrencia entre transiciones internas de
un SAM permitiendo calcular el grafo dirigido etiquetado Dy a partir de
los grafos dirigidos etiquetados locales en cada médulo del SAM. De esta
forma sélo es necesario calcular y almacenar estos sucesores locales en cada
moédulo, rebajando de forma considerable la complejidad tanto en espacio
como en tiempo de la generaciéon de Dy,.

El siguiente teorema demuestra la estructura completa de una clase de
equivalencia de Ry, que se reduce a repetir los calculos sobre cada vértice
cabecera de la clase de equivalencia.

Teorema 6.31 Sea S un SAM con K mddulos y R;,G; con 0 < i< K las
relaciones de equivalencia y los grafos dirigidos etiquetados agregados de las
definiciones 6.23 y 6.27. Sea D el grafo dirigido etiquetado gemerado por
una clase de equivalencia de Ry, {h;}"_, el conjunto de vértices cabecera
de D y Dy, con 1 < i < n el grafo dirigido etiquetado generado por los
sucesores de h; en D. Sea Df“ conl <i<nyl<j<K el grafo dirigido
etiquetado generado en G; por los vértices de G; que pertenecen a Dp,.
Entonces D = Uiy D} X --- x Df.
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La demostracién es evidente a partir de la proposicién 6.30. Notar
que distintos vértices cabecera de D pueden compartir localmente en algin
modulo parte de los grafos dirigidos etiquetados generados por sus suceso-
res. En estos casos sélo es necesario calcular y almacenar una sola vez los
vértices, etiquetas y aristas locales.

Con este teorema queda caracterizado el conjunto de transiciones inter-
nas entre estados alcanzables de un SAM pudiéndose calcular localmente
en cada médulo del mismo. A partir de estos calculos locales (mucho més
eficientes tanto en espacio como en tiempo) es posible reconstruir todas las
transiciones internas del sistema original por medio de productos y uniones
de grafos dirigidos etiquetados. Ademds de esta forma también se calculan
todas las transiciones internas en cada grafo agregado.

Para completar la relacién existente entre el RG(S) del SAM interpre-
tado como grafo dirigido etiquetado y sus grafos agregados (que se pretende
asociar a sus sistemas agregados), falta conocer la relacién entre las transi-
ciones de interfaz que aparecen en los grafos agregados. Este es el propdsito
del siguiente teorema.

Teorema 6.32 Sea S un SAM con K mddulos y R;,G; con 0 <1i < K las
relaciones de equivalencia y los grafos dirigidos etiquetados agregados de las
definiciones 6.23 y 6.27. Sea D el grafo dirigido etiquetado generado por una
clase de equivalencia de Rg, h un vértice cabecera de D y Dy, el grafo dirigido
etiquetado generado por los sucesores de h en D. Sea D! = (V,f, ﬁ;, AZ) con
1 < i < K el grafo dirigido etiquetado generado en G; = (V;, L;, A;) por
los vértices de G; que pertenecen a Dy,. Sea s € V}f. En estas condiciones,
eziste una arista de la forma (s,-,t) € A; cont € T;NTI, i # j si y solo si
eziste una arista de la forma (s',-,t) € A; con s' € V,f.

Demostracién:

Se denotard a Dy por Dy = (V4, Ly, Ap) y por G = (V,L,A) a RG(S)
interpretado como grafo dirigido etiquetado. Como t € TI, entonces ¢t € L;
paral <: < K.

Por la definicién 6.27, como ¢t € L;, (s,-,t) € A; siy sblo si existe (m, -, t) € A
conm € S.

Sea s’ la clase de equivalencia de m en R;. Se tiene que s € V,f si y sdlo si
s C Vj (por ser Vi =V}, /R;) siy s6lo si m € V}, (por ser m € s) si y sélo si
s' C Vj (por ser m € ') siy sélosis’ € V,{ (por ser V,f =Vi/R;j y s clase
de Rj). Por lo tanto, se ha demostrado que s € V,f siysélosis € V,{.
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Ahora, por la definicién 6.27, como m € s’ y t € Lj, (m,-,t) € A siy sélo si
(s',-,t) € Aj con s’ € V. %

Se va a dar una explicacién en términos de redes de Petri del resulta-
do que demuestra este teorema. La relacion de equivalencia Rg induce una
particién en R(S). Una clase de equivalencia de Ry estd formada por un
conjunto de estados alcanzables conectados entre si por transiciones inter-
nas del SAM. D es el grafo dirigido etiquetado generado por esta clase de
equivalencia, es decir, es un subgrafo de RG(S) formado por todos los es-
tados de la clase de equivalencia junto con las transiciones internas entre
ellos (por definicién de Rp). En D se toma un vértice cabecera h cualquie-
ra. Los vértices cabecera de D no son mas que estados de RG(S) que sélo
son alcanzables por el disparo de transiciones de interfaz. Los sucesores de
h en D son estados alcanzables a partir de h debido al disparo de transi-
ciones internas del SAM. Todos estos estados y las transiciones entre ellos
generan Dy. Si se agrega el grafo dirigido etiquetado Dy, mediante R; para
1 < i < K se obtiene D}, que es un subgrafo del grafo agregado G; (defi-
nicién 6.27). El teorema relaciona las transiciones de interfaz sensibilizadas
en los estados de sz con las transiciones de interfaz sensibilizadas en los
estados de Di donde 1 <14,5 < K y i # j. Con la relacién obtenida, ya no
es necesario calcular en cada estado de sz todas las transiciones de interfaz
sensibilizadas como se haria en el algoritmo clésico, sino que es suficiente con
calcular las transiciones de interfaz de T; N TI sensibilizadas. Esas transi-
ciones también estardn sensibilizadas en todos los estados de Dj, para i # j.
Este calculo puede hacerse localmente en el médulo N; del SAM extendido
con sus canales de entrada y salida (para ello basta conocer el marcado en
P;UB y la estructura del médulo extendido). Este hecho supone una rebaja
de la complejidad tanto en espacio como en tiempo del problema del calculo
de las transiciones de interfaz en RG(S) o en los grafos agregados G; con
1 < ¢ < K. Ademss, en distintas clases de equivalencia de Ry se puede tener
localmente en alguno de los médulos una clase local repetida, en cuyo caso
tampoco serd necesario repetir esos calculos.

Una vez desarrollados los resultados teéricos que exponen la visién es-
tructurada del RG de un SAM, se va a desarrollar el algoritmo de calculo
y almacenamiento eficiente de una descripcién descompuesta del RG. Esta
descripcién descompuesta contiene toda la informacién necesaria para ge-
nerar el RG completo y emplea tnicamente los médulos del SAM para los
calculos.
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Algoritmo 6.33 Descripcion del RG de un SAM.

input: § = (N, mp) un SAM
for i:=1 to K do
Generar médulo S; = (N;, H;) H; = mygp,

bis(N;, H;) — RG(S)|p, busqueda en anchura estados locales
end for
H:=(H,..., Hg)
Q:=0;S:=0; Rel(S) =0 estructuras sobre vértices cabecera

b := my|p; Inserta (bp, H) en Q y en S
while Q <> 0 do
Extrae Q@ — (b, H) primer vértice cabecera de Q
L:=0 transiciones de interfaz sensibilizadas
for j:=1to K
L:=LU{l; eT;NTI| H;j—Z3hj,o C Tj \ T1, I; sensib. en (b, h;)}
end for
for each I; € L do
for each h; tal que H;—Z3hj,0 C T} \ TI, I; sensib. en (b, h;) do
(b, hj) (1 1))
H' = (Hi,...,l,... Hg)
if 1, ¢ RG(S)|p, then bfs(\j, b)) — RG(S)|p,
nuevo:=true
if b’ € S|p then
for each (V', H") € S do
if (b, H') sucesor de (b', H") por T'\ TI then nuevo:= false
else if (b', H") sucesor de (b', H') por T \ TI then
Sustituir (', H") por (¢, H') en S
Actualizar RG(S) y Rel(S); nuevo:=false
else if (b', H'),(V/, H") sucesor comun por T \ TI then
Inserta((b', H'), (b/, H")) en Rel(S)

end if
end for
end if
if nuevo = true then Inserta (', H') en Q y en S
end for
Inserta (b,H)i;(b', H') en RG(S)

end for
end while
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output: S conjunto de vértices cabecera
RG(S) = {transiciones entre vértices cabecera}
Rel(S) = {vértices cabecera relacionados}
RG(S)|p, para 1 <i < K

Se va a dar una explicacién del funcionamiento del algoritmo. El obje-
tivo del algoritmo consiste en recorrer ciertos nodos (el menor posible) del
RG de un SAM con el propésito de calcular unas estructuras de datos que
contengan toda la informacién necesaria para generar el RG completo. Estas
estructuras son por un lado las proyecciones del RG del SAM sobre cada uno
de los médulos (los grafos dirigidos etiquetados RG(S)|p, con 1 <1i < K del
algoritmo) y por otro lado informacién sobre los vértices cabecera del SAM
(estructuras S, RG(S) y Rel(S) en el algoritmo). La proyeccién de RG(S)
sobre el médulo S; consta de las proyecciones de R(S) sobre el conjunto
de lugares P; junto con las transiciones entre ellos (que obviamente serdn
transiciones de T; \ TI). Estas proyecciones se almacenan como grafos diri-
gidos etiquetados y contienen toda la informacién relativa a las transiciones
internas entre estados alcanzables del SAM. Los vértices cabecera del SAM
(conjunto S en el algoritmo) son los estados alcanzables del mismo a los que
sélo se puede llegar por el disparo de transiciones de interfaz. Para almace-
nar toda la informacién relativa a las transiciones de interfaz entre estados
alcanzables del SAM, se calcula el grafo dirigido etiquetado de transiciones
de interfaz entre vértices cabecera (RG(S) en el algoritmo). El significado
de este grafo dirigido etiquetado es el siguiente. Cuando se dispara una
transicion de interfaz t se produce un cambio de estado tal que los estados
implicados son sucesores de vértices cabecera diferentes. Si (b, H)—(?', H')
es una arista de RG(S), quiere decir que hay un sucesor del vértice cabe-
cera (b, H) por medio de transiciones internas del SAM que sensibiliza a la
transicién ¢, y tal que su disparo produce un nuevo estado del SAM que es
sucesor del vértice cabecera (b', H') por transiciones internas. En particu-
lar RG(S) contiene, para cada vértice cabecera, la lista de transiciones de
interfaz que se pueden sensibilizar a partir de sus sucesores por medio de
transiciones internas del SAM. Por ultimo, el conjunto Rel(S) incluye los
pares de vértices cabecera que pertenecen a la misma clase de equivalencia
de Ry (en el fondo, esta relacién es una relacién de equivalencia y se puede
implementar como un conjunto cociente, para reducir espacio en memoria).

A partir de la estructura del SAM original se generan los médulos S;
con 1 < ¢ < K. El marcado inicial se proyecta sobre los canales (by en el
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algoritmo) y sobre los lugares de cada médulo (H; con ¢ < i < K en el
algoritmo), obteniendo el primer vértice para explorar.

Se mantiene una estructura de tipo cola (@ en el algoritmo) para ir
explorando distintos vértices de RG(S). El primer ocupante de esta cola
es el marcado inicial. El hecho de que un determinado marcado esté en la
cola no quiere decir que al final sea un vértice cabecera, sino Unicamente
que serd tratado como tal. Si durante la ejecucién del algoritmo se llega a
observar que es sucesor por transiciones internas de otro vértice, entonces
serd sustituido por ese vértice en las estructuras S, RG(S) y Rel(S). El
conjunto S contiene a lo largo de todo el algoritmo un conjunto de vértices
que se cree que son vértices cabecera. Al final del algoritmo contendrd todos
los vértices cabecera del SAM.

Antes de insertar cualquier vértice (b, H) en la cola se asegura que estén
calculados todos sus sucesores en la clase de equivalencia de Ry, es decir,
todos los estados alcanzables a partir de (b, H) por medio de transiciones in-
ternas del SAM. De acuerdo con el teorema 6.31, si (b, H) = (b, Hy, ..., Hk)
es suficiente con explorar en cada médulo S; los sucesores de H; por transi-
ciones de T;\TI para 1 < i < K. Con estos sucesores se tiene una descripcién
completa de todos los sucesores de (b, H) en su clase de Ry. Esta operacién
puede hacerse por medio de un recorrido en anchura (bfs en el algoritmo).
Este recorrido en anchura permite calcular estados locales en cada mddulo
que es necesario almacenar en RG(S)|p, para no repetir célculos con poste-
rioridad (estos estados locales son parte de la proyeccién del RG del SAM
sobre cada médulo). Por lo tanto, el primer bucle del algoritmo genera es-
tos vértices sucesores del marcado inicial por transiciones internas de cada
modulo. Una vez hecha esta operacién puede insertarse en la cola el mar-
cado inicial y entrar en el bucle while del algoritmo que es el que realiza el
resto de célculos.

En cada iteracién del bucle while se extrae el primer vértice (b, H) de
la cola. Cualquier vértice que ha sido insertado en la cola, tiene ya cal-
culados en cada mdédulo sus sucesores por transiciones internas del SAM y
por lo tanto es posible calcular las transiciones de interfaz que se pueden
sensibilizar a partir del estado (b, H) o de sus sucesores por transiciones in-
ternas. Por el teorema 6.32, basta explorar localmente en cada médulo S;
las transiciones de interfaz del médulo S; que se pueden sensibilizar a partir
de (b, Hj) o de sus sucesores por transiciones internas del médulo S;. Con
esta exploracién se construye el conjunto L de transiciones de interfaz que se
pueden sensibilizar a partir de (b, H) o sucesores por transiciones internas.
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El siguiente paso consiste en disparar cada transicién de interfaz del
conjunto L lo que permitird generar nuevos vértices del SAM. Se utiliza
la notacién I; para transiciones de T; N TL. El disparo de la transicién I;
modifica el marcado de los canales y de los lugares internos del médulo N
por lo que se puede restringir el estudio a (b, H;). En general, puede haber
varios sucesores (b, h;) de (b, H;) por transiciones de Tj \ TI con la transi-
cién I; sensibilizada. Para cada (b, h;) de estos se dispara la transicién I;
produciendo un nuevo marcado (¥, h;) En este caso se sabe que en el SAM
global, el disparo de I; en (b, H) produce el estado (b', H') con la notacién
del algoritmo (H' = (Huy,...,h},..., Hy)).

Ahora hay que actualizar las estructuras de datos. Lo primero que hay
que hacer es ver si i es nuevo en RG(S)|p;. Si es asi, un recorrido en anchura
calcula y almacena en RG(S)|p; nuevos estados locales del médulo S; y con
ellos ya se tienen todos los sucesores por transiciones internas del estado
global (b', H') ya que en el resto de médulos no ha cambiado el marcado. Sélo
falta ver si el estado (b', H') modifica de alguna manera la informacién sobre
los vértices cabecera. Si el marcado de los canales b’ aparece por primera vez
en S| g, se tiene un nuevo vértice que hay que insertar en la cola, en S y una
nueva arista en RG(S). En caso contrario, es posible que el marcado (b', H')
modifique la informacién sobre los vértices cabecera previamente calculados.
Para ello hay que revisar todos los vértices cabecera con el mismo marcado
en los canales, es decir, estados del conjunto S del tipo (', H”). Si H'
es sucesor por transiciones internas de algin H" (test que puede hacerse
localmente en cada mddulo por tenerse almacenados todos los marcados
locales) entonces el estado (b', H') no es vértice cabecera y no es necesario
insertarlo en la cola. En otro caso, se inserta (b, H') en la cola puesto que de
momento no es sucesor por transiciones internas de otro estado y hay que
tratarlo como vértice cabecera. Ademds, si algin (b, H”) € S es sucesor
de (b, H'") entonces el vértice (b/, H") que hasta ahora era tratado como
vértice cabecera, se sabe ya que no lo es y por lo tanto es necesario actualizar
S, RG(S) y Rel(S) de acuerdo con esta nueva informacién. El dltimo caso
que queda es si (b, H') y (b', H") tienen un sucesor por transiciones internas
en comun (test que puede hacerse localmente en cada mddulo). En ese caso
se marcan como relacionados en Rel(S), porque pertenecen a la misma clase
de Ry. Esta estructura de datos con informacién sobre los vértices cabecera
relacionados se necesita en la seccién 6.6.

Las inserciones en S, RG(S) y Rel(S) se toman a lo largo de todo el
algoritmo en el sentido conjuntista, es decir, si en algin caso se intenta in-
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sertar un elemento por segunda vez, el resultado de esa insercién no modifica
el conjunto. Esta interpretacion se hace para simplificar la exposicién del
algoritmo.

La salida del algoritmo consta de las estructuras de datos necesarias
para reconstruir el RG(S) y de Rel(S), necesaria para un algoritmo poste-
rior. Por un lado calcula los marcados locales de cada médulo junto con las
transiciones internas entre ellos (RG(S)|p, para 1 <1i < K) y por otro lado
informacién relativa a las transiciones de interfaz y los vértices cabecera. En
concreto, se calcula el conjunto S de vértices cabecera del SAM junto con
las transiciones de interfaz que conectan sucesores por transiciones internas
de un vértice cabecera con los de otro (grafo dirigido etiquetado RG(S) en
el algoritmo). Por tltimo, se calcula el conjunto Rel(S) de vértices cabecera
relacionados entre si, es decir, vértices cabecera que pertenecen a la misma
clase de equivalencia de Ry.

Estas estructuras constituyen una descripcién de RG(S) descompuesta
por médulos ya que a partir de los vértices cabecera y por medio de los grafos
dirigidos etiquetados locales de los mddulos (RG(S)|p, para 1 < i < K) es
posible calcular todas las transiciones internas entre estados alcanzables del
SAM (por el teorema 6.31). Para calcular las transiciones de interfaz entre
estados alcanzables del SAM se utilizan el conjunto S y el grafo dirigido
etiquetado RG(s) (por el teorema 6.32).

No se ha realizado un estudio detallado de la complejidad de este algo-
ritmo por su elevada dificultad. En el peor caso no se rebaja la complejidad
ni en espacio ni en tiempo respecto al algoritmo clasico ya que puede ser
necesario recorrer todos los estados alcanzables del SAM (esto ocurre por
ejemplo si todas las transiciones del SAM se consideran de interfaz). Si el
SAM tiene varios médulos y hay concurrencia entre el funcionamiento de
los mismos entonces la rebaja, tanto en espacio como en tiempo respecto al
algoritmo clasico, es exponencial debido a que no es necesario calcular todas
las posibles combinaciones de estados locales de los médulos.

Esta descripcién descompuesta del RG de un SAM puede utilizarse para
varios propositos, como por ejemplo la generacién eficiente de todo el RG
del SAM o, en el marco de esta memoria, la generacién directa de los RG’s
asociados a los sistemas agregados del SAM sin tener que realizar ningin
tipo de reduccién a nivel de red.

Como ejemplo de aplicacion, se va a desarrollar a continuacién un al-
goritmo que permite la generacién del RG del SAM original a partir de las
estructuras de datos generadas en el algoritmo anterior.
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Algoritmo 6.34 Generacién del RG de un SAM.

input: S conjunto de vértices cabecera de un SAM (algoritmo 6.33)
RG(S)|p, para 1 < i < K (algoritmo 6.33)

G:=10
for each H = (Hy,...,Hk) € S do
g(H) := Hy marcado en los canales.

for::=1to K
G; :=subgrafo de RG(S)|p, de sucesores de H; por T; \ TI
g(H) :=g(H) x G;
end for
G:=GUg(H)
end for
for each H € S do
for 1 :=1to K
for each sucesor h; de H; por T; \ TI
L :={t e T; N TI| ¢ sensibilizada en (Hy, h;)}
for each t € L do
(Ho, hi)—(Hy, ht)
for each s € g(H) tal que (so, si) = (Ho, h;) do
Insertar s—tys’ en G
end for
end for
end for
end for
end for
output: G =~ RG(N,my)

Se va a dar una breve explicacién de este algoritmo. A partir de la
descripcién descompuesta del RG de un SAM (algoritmo 6.33), todos los
estados alcanzables se pueden calcular a partir de los vértices cabecera y
secuencias de disparo formadas tnicamente por transiciones internas a los
moédulos del SAM. Esta es la tarea que se hace en el primer conjunto de bu-
cles encajados del algoritmo. Se van recorriendo todos los vértices cabecera
(H en el algoritmo) y para cada uno de estos se visitan todos los médulos
del SAM y se extraen los subgrafos dirigidos etiquetados de sucesores locales
al vértice cabecera en cada médulo (G; en la notacién del algoritmo). El
grafo G; con 1 < ¢ < K contiene los sucesores por transiciones internas del
moédulo S; de cualquier estado del SAM que tenga a H; como marcado local.
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Estos grafos dirigidos etiquetados ya se tienen calculados a partir del algo-
ritmo 6.33, por lo que no es necesario repetir cilculos. Por el teorema 6.31,
el grafo producto de todos los G; esta formado por estados alcanzables del
SAM. En esta fase s6lo hay que combinar estados locales entre si de forma
automdatica. Como un determinado estado alcanzable del SAM puede ser su-
cesor de varios vértices cabecera, es necesario realizar una union conjuntista
de los grafos producto que se calculan para cada vértice cabecera. De esta
forma no se repiten estados alcanzables. Por lo tanto, con el primer conjunto
de bucles encajados se consigue calcular todos los estados alcanzables del
SAM y todas las transiciones internas que hay entre ellos.

El segundo conjunto de bucles encajados se encarga de anadir las transi-
ciones de interfaz entre los estados alcanzables del SAM. Para ello se vuelven
a recorrer todos los vértices cabecera y para cada uno de ellos se calcula lo-
calmente en cada médulo sus sucesores (h; en el algoritmo). A cada sucesor
se le anade el marcado de los canales (Hy en el algoritmo) y se calcula el
conjunto de transiciones de interfaz correspondientes al médulo S; que estan
sensibilizadas en (Ho, ki) (L en el algoritmo). Por el teorema 6.32, todas
estas transiciones de interfaz también estan sensibilizadas en todos los esta-
dos del SAM que resultan de la combinacién del estado local (Hy,h;) con
los del resto de médulos, de ahi el recorrido del grafo g(H) de los sucesores
del vértice cabecera. Este recorrido se puede hacer visitando localmente los
médulos Sj con j # 4 sin necesidad de tener almacenado g(H). Es posible
gestionar el calculo de las transiciones de interfaz y las internas a la vez,
pero se ha elegido esta forma por simplicidad de exposicién, aunque quede
un algoritmo de mayor complejidad. La forma de tratar a la vez los dos tipos
de transiciones consiste en realizar los calculos de transiciones internas y de
interfaz localmente en cada médulo y después hacer una operacién similar a
la del producto de grafos dirigidos etiquetados que trate de forma diferente
los dos tipos de transiciones.

En general, la combinacién del los algoritmos 6.33 y 6.34 consiguen calcu-
lar el RG de un SAM con menor complejidad en tiempo que en el algoritmo
clasico ya que no es necesario calcular uno por uno todos los estados alcan-
zables del SAM ni todas las transiciones entre ellos. Ciertos conjuntos de
transiciones que se sabe que son concurrentes a partir de la vision estruc-
turada a nivel de red, lo que permite la generacién de estados localmente
en cada moddulo y combinarlos de forma automatica sin hacer un test pre-
vio sobre el conjunto de transiciones sensibilizadas. Este hecho acelera los
calculos.
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El siguiente paso consiste en emplear esta descripcién descompuesta del
RG de un SAM para la generacién de RG’s asociados a los sistemas agre-
gados del SAM. Estos sistemas agregados se emplean posteriormente para
aproximar el throughput de las transiciones del modelo original. Esta tarea
se realizara en las dos secciones siguientes. En la seccién 6.5 se construiran
RG’s asociados a los sistemas agregados del SAM sin marcados espurios
(eliminando la primera fuente de problemas identificada en la seccién 6.4) y
en la seccién 6.6 se reduciran algunas secuencias de disparo espurias que to-
davia pueden quedar en los sistemas agregados de la seccién 6.5 (eliminando
la segunda fuente de problemas identificada en la seccién 6.4).

6.5 Eliminacion de marcados espurios

En esta seccién se va a utilizar la descripcién descompuesta del RG de un
SAM calculada en la seccién anterior con el algoritmo 6.33 para generar
directamente RG’s asociados a los sistemas agregados del SAM (LS; con
1 <i < Ky BS). El objetivo en esta seccién consiste en conseguir que
los RG’s asociados a los sistemas agregados no contengan ningin estado
espurio, es decir, que sean proyecciones exactas en términos de marcados
alcanzables del RG del SAM original sobre los nodos preservados en cada
sistema agregado (P;,UB en LS; con 1 < ¢ < K y B en el BS). Por lo
tanto, la mejora de esta segunda técnica de descomposicién con respecto a
la primera presentada en la seccién 6.3 consiste en la eliminacién de todos los
estados espurios que pueden aparecer si se opera a nivel de red. Con respecto
a la tercera técnica de descomposicion que se presentard en la seccién 6.6,
todavia persiste el segundo problema identificado en la seccién 6.4 respecto a
la agregacién inadecuada de estados no conectados por transiciones internas
en el SAM original.

Para formalizar los célculos que se pretenden realizar es preciso definir
con precisién el objeto de cédlculo de esta seccién, es decir, los RG’s que se
quieren asociar a los sistemas agregados del SAM. Esta es la tarea que se
realiza en las siguientes definiciones.

Definicién 6.35 Sea S un SAM con K mddulos y P = B U (UK, P).
Sea R, con 1 < i < K la siguiente relacion definida sobre R(S): Dados
s1, 82 vértices de RG(S), (s1,s2) € R}, si y sdlo si s1|p,up = s2|p,up. Sea Ry
la siguiente relacion definida sobre R(S): Dados s1, sy vértices de RG(S),
(s1,82) € Ry si y sdlo si s1|p = sa|B-
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Se denotan las relaciones por R; con 0 <1 < K para distinguirlas de las
relaciones R; de la definicién 6.23.

Proposicién 6.36 Sea S un SAM con K mddulos y R, con 0 <i < K las
relaciones de la definicion 6.35 sobre R(S). Entonces R] es una relacién de
equivalencia para 0 < i < K.

Demostracién:

Se hara la demostracién tomando Py = ().

Reflexiva: (s, s) € R} para todo s € R(S) ya que s|p,up = s|p,uB.
Simétrica: Si (s1,s2) € R, entonces si|pup = s2|p,uB, es decir, sa2|pup =
s1|p,uB y por lo tanto (sg,s1) € Rl

Transitiva: Si (s1,s2), (s2,s3) € R}, entonces si|pup = s2|p,uB ¥ S2|puB =
s3|p,uB, es decir, si|pup = s3|p,up y por lo tanto (s1,s3) € R..

Por lo tanto, R; es una relacion de equivalencia para 0 <1 < K. &

Definicién 6.37 Sea S un SAM con K mddulos, T = Ufil T; su conjunto
de transiciones y G = (V,L,A) su RG interpretado como grafo dirigido
etiquetado. Sean R) con 0 < i < K las relaciones de equivalencia de la
definicion 6.35 sobre R(S). Para 0 < i < K se define el grafo dirigido
etiqguetado agregado RG, = (V! L., A) con:

i) V! =V/R] (conjunto cociente).
ii) L, =T, UTI (se toma Ty =0).
Hl} A; = {(Sl,Sg,t) S V;I X 1/1/ X L; | 3(81,32,t) € A consi € 51,82 € SQ}

A partir de la esta definicidn, el grafo dirigido etiquetado RGy, serd el RG
que se quiere asociar a BS y el grafo dirigido etiquetado RG} con 1 <i < K
serd el RG que se quiere asociar a £LS;. El grafo dirigido etiquetado RGy, es
el resultado de agregar en un inico estado todos los estados del RG del SAM
que tienen el mismo marcado en los canales y el grafo dirigido etiquetado
RG] con 1 < i < K es el resultado de agregar en un tinico estado todos los
estados del RG del SAM que tienen el mismo marcado en P; U B (canales y
lugares internos del médulo ;).

Por definicién, los grafos dirigidos etiquetados RG} con 0 < 7 < K cons-
tituyen proyecciones exactas en términos de marcados alcanzables del RG
del SAM sobre el conjunto de nodos preservados en cada sistema agregado.
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En este caso no contienen ningiin marcado espurio, es decir, todos los esta-
dos alcanzables de LS; y BS son proyecciones de algin estado alcanzable
del SAM original sobre los nodos preservados en cada sistema agregado.

Para ayudar a comprender el algoritmo de calculo de los grafos dirigidos
etiquetados RG} con 0 < i < K, se demostraré el siguiente resultado relativo
a las transiciones entre estados de los RG; con 0 <1< K.

Proposicién 6.38 Sea S un SAM con K mddulos y R}, con 0 < i < K
las relaciones de la definicion 6.35 sobre R(S). Sean s1 y s2 dos estados de
RG(S) tales que (s1,s2) € R, yt € T una transicion sensibilizada en los dos
estados. Si s1—'ys| y sa—tysh entonces (s, sh) € R..

Demostracion:

Sea s1 = (8Y,...,55) donde s¢ = s1|p, para 0 < i < K (se toma Py = B).

Anélogamente so = (s3,...,s¥). Por definicién de R, se cumple que s{ = s3

y s8] = s.

Caso 1) t € T; con @ > 0. Entonces el disparo de ¢ modifica el marcado

de P; U B, es decir, 131 = (sli),s%, sl s s s, Anélogament{e
1

s = (320,32, . 312 , 59, s5th L sk, Como 3(1) = sg, 3(1)—>3 y 52_)30
0 _

entonces Sp = 32 Analogamente como 31 = sb, sl —>sl y 32—>32 enton-
ces st = s5. Por lo tanto (s, s) € R..
Caso 2) t € T} con j # i. Entonces el disparo de ¢t modifica el marcado

. ' -1 5 _j+1 .
de Pj U B, es decir, s§ = (s, s1,...,s]" sf,sfr et K) Analogamente
I — (0 4l -1 5 g+l 0_ (0
sy = (89 182 32 , 85,85, ..., s%). Como s = S, sl_>sl y 32_>s2
entonces s’ = s,). Por otro lado si i > 0 entonces s; = s} = sh = s, luego
/ / /
(31, 32) S R’L <>

Este resultado demuestra que las agregaciones de estados mediante las
relaciones de equivalencia R} de la definicién 6.35 preservan las transiciones
entre clases, es decir, si s es una clase de equivalencia de R} con 1 <1i < K
(por lo tanto un estado del sistema agregado correspondiente) y ¢ € T es una
transicién cualquiera del SAM que estd sensibilizada en dos representantes
s1y s2 de s, al disparar t desde cualquiera de ellos se alcanzan estados que
pertenecen a la misma clase de equivalencia de R;. Esto quiere decir que al
construir los grafos dirigidos etiquetados agregados RG} con 1 < i < K el
disparo de una transicién sensibilizada en un estado agregado produce un
unico estado agregado.

El siguiente paso consiste en desarrollar el algoritmo de célculo de los
grafos dirigidos etiquetados agregados RG) con 0 <i < K.
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Algoritmo 6.39 Proyeccién RG; del RG de un SAM.

input: S conjunto de vértices cabecera de un SAM (algoritmo 6.33)
RG(S) = {transiciones entre vértices cabecera} (algoritmo 6.33)
RG(S)|p, para 1 <i < K (algoritmo 6.33)
0<I<K RGj a calcular (Py = Tp = 0)

S :={(s0,81) | (50,---,8K) €S} sil=0, s se elimina
for each 5¢ S
L(5):={teTI\T;|3s € S t.q. 5= (s0, 1) y t sensibilizada en s}
end for
p = my|pup marcado inicial de RGj.
Q=0 cola de vértices por explorar
Inserta p en Q y RG;
while Q <> () do

Extrae Q — p := (b,my) primer par de la cola
A:={(b,s) €S |s-Zsmy,0 CT;\ TI}
L:=90

for each 5 € A do L:=LUL(S)
L:=LU{te T\ TI|t sensibilizada en m;}
L:=LU{t e T;NTI|tsensibilizada en p}

for each t € L do

p—Lsp/

if p’ es nuevo en RG] then Inserta p’ en Q y en RG]
Inserta p—3p’ en RG]
end for
end while
output: RG

Se va a dar ahora una explicacién de este algoritmo para el caso ! > 0, es
decir, el calculo del grafo dirigido etiquetado RG; (el caso del grafo dirigido
etiquetado RGy, es parecido). Lo primero que hace el algoritmo es una
proyeccién de los vértices cabecera sobre el médulo preservado (si [ > 0).
El objeto de esta proyeccién es adaptar las estructuras de datos de salida
del algoritmo 6.33 al calculo que se pretende realizar. Como se quieren
agregar estados del SAM que coinciden en el marcado de P, U B (tomando
Py = (), el conjunto de transiciones de interfaz sensibilizadas a partir de
un vértice cabecera proyectado puede verse alterado. Puede ocurrir que
diferentes vértices cabecera del SAM se proyecten en el mismo estado. Por
lo tanto, el conjunto L(S) de transiciones de TI\ 7; disparables a partir de
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un vértice cabecera proyectado serd la unién de los conjuntos asociados a los
vértices cabecera que tienen la misma proyeccién s (por el teorema 6.32).
Esta tarea se realiza en el primer bucle que recorre el conjunto S de vértices
de cabecera. Después de la proyeccién de todos estos vértices se obtiene un
conjunto S con los vértices cabecera proyectados y para cada uno de ellos
una lista de transiciones de TI \ 7; que pueden dispararse en sus sucesores
por medio de transiciones internas.

Posteriormente, el algoritmo realiza basicamente un recorrido en anchura
del grafo RG; . Se mantiene una estructura de datos de tipo cola (Q en al
algoritmo) con estados por explorar de RG). El principal problema consiste
en calcular el conjunto de transiciones que se pueden disparar a partir de un
estado p = (b,m;) de RG]. Como p tiene informacién sobre el marcado de
P,UB no es problema calcular las transiciones del conjunto 7; sensibilizadas
en p. En particular, las transiciones internas de 7T; \ TI sensibilizadas en m;
ya se tienen calculadas en el algoritmo 6.33 (en RG(S)|p,) por lo que no es
necesario repetir el calculo. Pero falta conocer qué transiciones del conjunto
TI \ 7} se pueden disparar a partir de p. Para ello se utiliza la informacién
de los vértices cabecera (los conjuntos L(3) en el algoritmo). La gestién
de los vértices cabecera hay que hacerla con cuidado. Es evidente que p
puede ser sucesor por medio de transiciones de T; \ TI de varios vértices
cabecera proyectados del conjunto S. Por ello se calcula el conjunto A con
todos los elementos de S que tienen a p como sucesor por transiciones de
T;\'TI. Entonces, cualquier transicién de los conjuntos L(S) con s € A puede
dispararse a partir de p (teorema 6.32).

Una vez calculadas las transiciones sensibilizadas en el estado p se pro-
cede al disparo de las mismas. El disparo de una transicion ¢ € L produce
un nuevo estado p’ de RGj. Si este estado es nuevo, se inserta en la cola Q
y en RG] para su posterior estudio. Si no es nuevo, no es necesario su inser-
cién porque ya ha sido estudiado. Simplemente se afiade la nueva transiciéon
p—sp' en RG/.

Por construccién, todos los estados alcanzables de RG], con 0 < 7 < K son
proyecciones de estados del SAM original en los nodos preservados en cada
sistema agregado, por lo que las inclusiones del apartado 2 del teorema 6.11
se vuelven ahora igualdades.

La complejidad tanto en espacio como en tiempo del algoritmo necesario
para generar los RG; con 0 < i < K es menor que la de la primera técnica
general de descomposicién (seccién 6.3) ya que no se genera en ningin mo-
mento ningun estado espurio.
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6.6 Reduccion de secuencias de disparo espurias

En esta secciéon se va a utilizar la descripcién descompuesta del RG de
un SAM para generar directamente otros RG’s asociados a los sistemas
agregados del SAM (LS; con 1 < i < K y BS) diferentes a los de la seccién
anterior. El objetivo en esta seccién consiste en eliminar las agregaciones
inadecuadas de estados que se pueden producir con las técnicas anteriores al
tener en cuenta unicamente el marcado de ciertos subconjuntos de lugares
de la red original (problema descrito en detalle en la seccién 6.4).

En este caso se calculardn sistemas agregados cuyos RG’s asociados sean
las agregaciones del RG del SAM original por medio de las relaciones R;
con 0 < 4 < K de la definicién 6.23. De esta forma se consiguen sistemas
agregados sin estados espurios (como con la técnica de la seccién anterior) y
se eliminan las agregaciones de estados no conectados por caminos formados
por transiciones internas. De esta forma se resuelve el segundo problema
sobre agregacién inadecuada de estados mencionado en la seccién 6.4.

Por lo tanto, la mejora de esta tercera técnica de descomposicién con
respecto a la primera (seccion 6.3) es la eliminacién de todos los estados
espurios que podian aparecer y con respecto a la segunda (seccion 6.5) es
la eliminacién de las agregaciones inadecuadas de estados. En general, los
sistemas agregados desarrollados con esta tercera técnica tendran mas es-
tados que los que se generaban con la técnica de la seccién anterior, pero
al reducirse todas las agregaciones inadecuadas, estos sistemas agregados
tienen un comportamiento més parecido al sistema original lo que permite
mejorar las aproximaciones al aplicarles los algoritmos numéricos.

Para formalizar los calculos que se pretenden realizar es preciso definir
con precisién el objeto de cdlculo de esta seccién, es decir, los RG’s que se
quieren asociar a los sistemas agregados del SAM.

Definicién 6.40 Sea S un SAM con K mddulos, T = UE | T; su conjunto
de transiciones y G = (V,L,A) su RG interpretado como grafo dirigido
etiquetado. Sean R; con 0 < 17 < K las relaciones de equivalencia de la
definicion 6.23 sobre R(S). Para 0 < i < K se define el grafo dirigido
etiquetado agregado RG; = (Vi, L;, A;) con:

i) Vi = V/R; (conjunto cociente).
ii) Li = T; UTI (se toma Tp =0).
iii) A; = {(S1,Se2,t) € V; x V; x L; | 3(s1, 82,t) € A con s1 € S1,82 € Sa}.
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A partir de la esta definicién, el grafo dirigido etiquetado RGg serd el RG
que se quiere asociar a BS y el grafo dirigido etiquetado RG; con 1 <i < K
serd el RG que se quiere asociar a LS;. El grafo dirigido etiquetado RGg
es el resultado de agregar en un unico estado todos los estados del RG del
SAM que estan conectados por caminos no dirigidos de transiciones internas
del SAM vy el grafo dirigido etiquetado RG; con 1 < ¢ < K es el resultado
de agregar en un unico estado todos los estados del RG del SAM que estan
conectados por caminos no dirigidos de transiciones del conjunto 7'\ (7; UTT),
es decir, transiciones internas a los médulos que no se preservan en LS;.

Por definicién, los RG; con 0 < ¢ < K constituyen proyecciones exactas
en términos de marcados alcanzables del RG del SAM sobre el conjunto de
lugares que se preservan en cada sistema agregado. Por lo tanto, al asociar
estos grafos dirigidos etiquetados a los sistemas agregados se tiene que LS;
con 1 <4 < K y BS no contienen ningiin marcado espurio, es decir, todos
los estados de £S; con 1 < ¢ < K y BS son proyecciones de algin estado
alcanzable del SAM original sobre los lugares preservados en cada sistema
agregado.

Se va a demostrar una proposicién que permitira ilustrar algunas carac-
teristicas sobre los nuevos sistemas agregados que se van a calcular.

Proposicién 6.41 Sea S un SAM con K mddulos y G = (V,L, A) su RG
interpretado como grafo dirigido etiquetado. Sean R;, R, con 0 < i < K las
relaciones de equivalencia de las definiciones 6.23 y 6.35 sobre R(S). Para
0 <i<K se cumple que R; C R].

Demostracion:
Evidente por la proposicién 6.26 &

Esta proposicién indica que dos estados distintos del SAM original que
pertenezcan a la misma clase de equivalencia de R; con 0 < ¢ < K también
pertenecen a la misma clase de equivalencia de R}, es decir, su marcado
coincide en el conjunto P; U B (con Py = (}). Por lo tanto se pueden identi-
ficar todos los estados de una clase de equivalencia de R; por el marcado de
cualquiera de sus representantes en P; U B. El otro contenido no es cierto en
general, es decir, puede haber estados diferentes del SAM original con el mis-
mo marcado en P; U B que no pertenezcan a la misma clase de equivalencia
de R;. Este hecho se verad con un ejemplo.

En la figura 6.5 se tiene un SAM compuesto por dos médulos si se toman
los lugares By, By y B3 como canales. Las transiciones [;; con i = 1,2 y
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Figura 6.5: Un SAM.

7 =1,2,3 son las transiciones de interfaz. El mdédulo S; estd generado por
el lugar Pi; y el médulo S por los lugares Po1, Poo y Pe3. En la figura 6.6
se tiene su RG. En él se puede observar que los estados BoPas y B Pa3 son
vértices cabecera ya que solo se pueden alcanzar tras el disparo de transicio-
nes de interfaz (en este caso Iz2 en ambos). Atendiendo a su marcado, los dos
estados coinciden en los canales y en los lugares del médulo Sy, por lo que
pertenecen a la misma clase de equivalencia de R} de la definicién 6.35. Sin
embargo, estos dos estados no pertenecen a la misma clase de equivalencia
de R; porque no estan conectados por un camino no dirigido de transiciones
internas del médulo S2. Si se utiliza la técnica de agregacién de la seccién
anterior, los estados BaPay y Bo Pag resultan agregados en £LS1 y BS, lo que
supone una agregacion inadecuada de estados segun se ha comentado en la
seccién 6.4.

Al evitar este tipo de agregaciones, en los RG’s de los sistemas agrega-
dos pueden aparecer estados distintos con el mismo marcado en los lugares
del sistema agregado. Esta situacién no ocurre en redes de Petri, pero es
fundamental para obtener mejores aproximaciones. No constituye ningun
problema ya que este hecho simplemente indica que esos estados provie-
nen de evoluciones diferentes del SAM original y que estas diferencias se
quieren mantener en los sistemas agregados. Esta diferenciacién entre es-
tados agregados aparecerd cuando provengan de estados del SAM original
que provoquen diferentes secuencias de disparo de transiciones de interfaz.
Como estas transiciones si se preservan al generar los sistemas agregados,
es logico diferenciar también los estados agregados que provoquen distintas
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Figura 6.6: RG del SAM de la figura 6.5.

secuencias de disparo de transiciones de interfaz.

Por lo que respecta a las transiciones sensibilizadas en varios represen-
tantes de una clase de equivalencia de R;, ahora no existe un resultado
equivalente a la proposicién 6.38 de la seccién anterior, es decir, es posible
que existan estados diferentes s1 y s3 de un SAM pertenecientes a la misma
clase de equivalencia de R;, con una misma transicién sensibilizada t tales
que si s1—1ss) v so—Lysh entonces s y s, no pertenezcan a la misma clase de
equivalencia de R;. Un ejemplo de esta situacién se puede observar en el RG
de la figura 6.6. Los estados P»1 P23 y Po1Poo pertenecen a la misma clase
de equivalencia de R; porque P21P23E>P21P22. Los dos estados tienen la
transiciéon de interfaz Iss sensibilizada y su disparo produce BaPs3 v BoPas
respectivamente. Pero estos tltimos estados no pertenecen a la misma clase
de equivalencia de R; ya que no estan conectados por un camino no dirigido
de transiciones internas del moédulo S2. Este hecho se traduce en que al
generar los RG;, es posible que a partir de un estado agregado haya dos
transiciones a otros dos estados diferentes disparando la misma transicién,
cosa que tampoco ocurre en redes de Petri.

El siguiente paso consiste en desarrollar el algoritmo que calcula los RG;
con (0 <1< K.
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Algoritmo 6.42 Proyeccion RG; del RG de un SAM.
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input: S conjunto de vértices cabecera de un SAM (algoritmo 6.33)
RG(S) = {transiciones entre vértices cabecera} (algoritmo 6.33)

RG(S)|p, para 1 < i < K (algoritmo 6.33)
Rel(S) (algoritmo 6.33)
0<I<K RG; a calcular
for each s € S do
A(s) :=={(s,s',t) e RG(S) | t € TI\T;} (To = 0)
end for

p :=my|p, sil =0, p desaparece
H := (Hy,...,Hg) vértice cabecera cualquiera de mg
Q=0 cola de vértices por explorar

Inserta (H,p) en Q y RGy
while Q <> () do
Extrae Q — (H,p) primer par de la cola
L:=0
for each t € T; \ TI sensibilizada en p do L := LU (H,t)
for each t € TI N T; sensibilizada en (Hp,p) do
(Ho, p)—(Hy, p')
H* = (H), Hy,...,H_1,p',Hy1,. .., Hx)
H' = vértice cabecera cualquiera de H*
L:=LU(H1)
end for

C:={se S| (H,s)ec Rel(S) y p sucesor de s|p, en RG(S)|p,}

for each s € C do
L:=LU{(s,t)]|3s,s,t)€ A(s)}!

end for

for each (H',t) € L do

(H,p)-5(H',p')

if existe (H",p') € RG; con (H', H") € Rel(S) then H' := H"
if (H',p’) es nuevo en RG; then Inserta (H',p') en Q y en RG,

Inserta (H,p)—5(H',p') en RG;
end for
end while

proyectar RG; sobre B U P, sin agregar estados con el mismo marcado

output: RG;

1Unién especial. Ver explicacién del algoritmo.



6.6. Reduccion de secuencias de disparo espurias 241

Se va a dar ahora una explicacién de este algoritmo para el caso [ > 0,
es decir, el calculo de RG; (el caso del grafo dirigido etiquetado RGq es
parecido). La primera tarea del algoritmo consiste en generar, para cada
vértice cabecera s del SAM, una lista A(s) de aristas (s,s’,t) de RG(S)
donde s’ es otro vértice cabecera y t es una transicién de interfaz de un
moédulo reducido en el RG;. Esto quiere decir que hay un sucesor por medio
de transiciones internas del SAM del vertice cabecera s que tiene sensibili-
zada la transicién ¢ y que al dispararla produce un estado sucesor por medio
de transiciones internas del SAM del vértice cabecera s’. Esta informacién
puede extraerse directamente del grafo RG(S) y se utilizara posteriormente.
El objeto de esta proyeccién es adaptar las estructuras de datos de salida
del algoritmo 6.33 al cédlculo que se pretende realizar.

Posteriormente, el algoritmo realiza basicamente un recorrido en anchu-
ra del RG;. Se mantiene una estructura de datos de tipo cola (@ en al
algoritmo) con pares formados por un vértice cabecera y un estado local del
médulo preservado en el sistema agregado (si [ > 0). Como se ha dicho an-
tes, pueden aparecer estados diferentes en RG; que tienen el mismo marcado
en los lugares preservados del sistema agregado, por lo que el marcado de
un determinado estado no es suficiente para las operaciones de comparacion
o inserciéon. Por ello, en el desarrollo del algoritmo se mantienen ese tipo
de pares. El vértice cabecera H fija la clase de equivalencia de Ry a la que
pertenece el estado que se estd explorando y el marcado local p fija el estado
local del médulo preservado en el sistema agregado (si [ > 0). Entonces
hay que entender que durante la generacién de RG; se insertaran los pares
completos (H,p) pero que una vez finalizados los célculos sélo es necesario
almacenar las proyecciones de estos pares sobre los nodos preservados, es de-
cir, (Hp,p). Al realizar la proyeccién no se agregard ningun estado, aunque
coincida su marcado con el de otro.

El principal problema consiste en calcular el conjunto de transiciones
que se pueden disparar a partir del estado de RG; definido por el par (H, p).
Ademas, cada vez que se dispare una transicién serd necesario conocer la cla-
se de equivalencia de Ry del estado destino. Por el teorema 6.31, cada clase
de equivalencia de Ry queda determinada por una serie de vértices cabecera,
y todos estos vértices cabecera estan relacionados entre si en el sentido de
que todos tienen sucesores comunes por medio de transiciones internas del
SAM. Como en el algoritmo 6.33 se han calculado los vértices cabecera que
estén relacionados entre si (la estructura de datos Rel(S)), es suficiente co-
nocer un vértice cabecera cualquiera del estado destino para conocer la clase
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de equivalencia de Ry a la que pertenece el nuevo estado. En consecuencia,
dado un par (H,p) se calculard un conjunto (L en el algoritmo) de pares
(H',t) donde t es una transicién sensibilizada en (H,p) y H' es un vértice
cabecera de la clase de equivalencia de destino. De esta forma es posible
tratar también el caso observado de que a partir de un estado agregado haya
transiciones a diferentes estados agregados disparando la misma transicién.

El conjunto de transiciones sensibilizadas en el estado definido por un par
(H,p) puede dividirse en tres subconjuntos; transiciones internas al médulo
preservado (si [ > 0), transiciones de interfaz del médulo preservado (si
[ > 0) y transiciones de interfaz de los médulos reducidos. Cada subconjunto
debe tratarse de forma diferente.

Las transiciones internas al médulo preservado (si I > 0) pueden cal-
cularse a partir del estado local p y de la estructura de datos RG(S)|p, ya
calculada en el algoritmo 6.33. Ademds, el disparo de una transicién ¢ de
éstas no modifica la clase de equivalencia de Ry del estado destino, por lo que
hay que insertar en el conjunto L un par de la forma (H,t) con ¢t € T; \ TI.

Las transiciones de interfaz del médulo preservado (si I > 0) pueden
calcularse a partir del estado local p y del marcado en los canales del vértice
cabecera Hy. El disparo de una transicién ¢ de éstas producird un cambio
de clase de equivalencia de la cudl es necesario calcular un vértice cabecera.
Para ello se toma el estado del SAM (Ho,...,H; 1,p,Hi11,...,Hk) y se
dispara la transicién produciendo el estado H* del algoritmo (es un estado
alcanzable del SAM). En general, H* puede no ser un vértice cabecera, por
lo que habra que calcular un estado predecesor suyo por transiciones internas
del SAM que si lo sea (H' en al algoritmo). Entonces se inserta el par (H', t)
en el conjunto L.

Por lo que respecta a las transiciones de interfaz de los médulos redu-
cidos, se calcularan a partir de los vértices cabecera. De todos los vértices
cabecera de la clase de Ry a la que pertenece el estado que se estd explo-
rando puede haber varios que tengan un sucesor por medio de transiciones
internas con el marcado local p. Estos vértices cabecera forman el con-
junto C' del algoritmo. Para cada vértice s del conjunto C se dispone del
conjunto A(s) de aristas de RG(S) con las transiciones de interfaz de los
moédulos reducidos que se pueden disparar desde sucesores de s por transi-
ciones internas del SAM y a qué clase de equivalencia se llega. Por lo tanto,
hay que anadir al conjunto L las proyecciones de estas ternas sobre sus dos
dltimas componentes, es decir, eliminando el vértice cabecera inicial, que ya
es conocido. Notar que la linea del algoritmo en la que se realiza esta ope-
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racién estd marcada con un '. Esto quiere decir que la operacién de unién
es especial. Los pares que se van anadiendo al conjunto L hay que tomarlos
exceptuando vértices cabecera relacionados, es decir, en el conjunto L no
habrad dos pares (s1,t) y (s2,t) con (s1,s2) € Rel(S). Esto es evidente ya
que lo que se quiere denotar con los vértices cabecera destino de los disparos
de las transiciones es la clase de equivalencia de Ry destino. Como estas
clases pueden tener varios vértices cabecera, hacer una unién clasica en el
sentido conjuntista puede provocar la existencia de pares repetidos para el
propésito del algoritmo.

Una vez calculadas todas transiciones sensibilizadas en el estado de RG;
definido por el par (H,p) junto con las clases de equivalencia de destino se
procede al disparo de las mismas. El disparo de un par (H’,t) € L indica
que en el RGy, desde el estado local p de la clase de equivalencia H de Ry
se puede disparar la transicién ¢ y se obtiene el estado local p’ de la clase
de equivalencia H' de Ry. Lo siguiente que hay que hacer es mirar si existe
un par (H”,p') en RG; tal que (H', H") € Rel(S). Si es asi, los dos pares
definen el mismo estado de RGy, por lo que se cambia H' por H”. Si el par
(H',p') es nuevo en RGy, se inserta en @@ y en RG; para su futura inspeccién.
En cualquier caso se inserta la transicién (H,p)—(H’,p’) en RG;.

Al finalizar el recorrido en anchura se tiene un grafo que, interpretado
como grafo dirigido etiquetado, es isomorfo al RG; que se quiere calcular.
No son exactamente lo mismo debido a que cada vértice calculado es un par
formado por un vértice cabecera del SAM y un estado local del médulo ;.
Para obtener el grafo dirigido etiquetado RGy sdlo falta proyectar estos pares
sobre los lugares preservados en el sistema agregado, es decir, sobre P, U B
(tomando Py = (). Recordar que la proyeccién hay que realizarla sin agrega-
ciones de estados debido al marcado de los mismos, es decir, s6lo se cambia
la codificacién de los estados para obtener RG;.

Por construccién, todos los estados alcanzables de RG; con 0 < ¢ < K son
proyecciones de estados del SAM original en los lugares preservados en cada
sistema agregado, por lo que las inclusiones del apartado 2 del teorema 6.11
son también ahora igualdades. En cuanto a las proyeccion de las secuencias
de disparo, en los RG’s calculados con la técnica de esta seccién pueden
seguir apareciendo secuencias de disparo espurias (secuencias de disparo en
los sistemas agregados que no se corresponden con proyecciones de secuencias
de disparo del SAM original sobre el conjunto de transiciones preservadas en
el sistema agregado). En cualquier caso, esta técnica elimina las secuencias
de disparo espurias que aparecian por la agregacion inadecuadua de estados
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que se ha resuelto. Por lo tanto, los sistemas agregados que se consiguen
con la técnica de esta seccién tienen menos secuencias de disparo espurias
que los de la técnica de la seccién anterior.

La complejidad en espacio y tiempo del algoritmo 6.42 es menor que la de
la primera técnica general de descomposicién (seccién 6.3) ya que no se ge-
nera en ningin momento ningun estado espurio. Respecto al algoritmo 6.39,
es mas costoso en espacio y en tiempo debido a que no se agregan tantos
estados, pero tiene la ventaja de calcular sistemas agregados que permiten
obtener mejores aproximaciones.

En la siguiente seccién se emplearan los sistemas agregados generados con
las tres técnicas de descomposicién que se han desarrollado en este capitulo
para aproximar el throughput de las transiciones del SAM original.

6.7 Aplicacion a la aproximacion de throughput

El contenido de esta seccién es similar al de las secciones 3.4, 4.4 y 5.5.
Se incluye aqui con las adaptaciones necesarias para SAM’s con objeto de
aumentar la legibilidad de la técnica completa de aproximacion.

En las secciones anteriores se han desarrollado tres técnicas de descom-
posicion diferentes para generar, a partir de un SAM con K mdédulos, K + 1
RG’s que se asocian los sistemas agregados (£S; con 1 <i < K y BS). En
las tres técnicas, una vez que se adopta una visién estructurada a nivel de
red se calculan los RG’s asociados a los sistemas agregados resolviendo los
distintos problemas que se han identificado. Aunque la forma de calcular los
RG’s es diferente segun la técnica empleada, en las tres técnias se pretende
que cada LS; con 1 < i < K contenga de forma completa el funcionamiento
de uno de los médulos de SAM y agregaciones del resto. El BS supone una
agregacion del funcionamiento de todos los médulos del SAM. Ahora se van
a emplear estos K + 1 sistemas agregados para aproximar el throughput de
las transiciones del SAM original.

La técnica que se va a exponer en esta seccién es basicamente la misma
que la del capitulo 3 para MG’s. Esta técnica es un método de aproximacién
del tiempo de respuesta. Las transiciones de interfaz de cada mdédulo reduci-
do en cada sistema agregado aproximarén el tiempo de respuesta de todo el
moédulo. La técnica es iterativa y utiliza un sistema de alto nivel o esqueleto
bésico para no tener problemas de convergencia y de malas aproximaciones
(como en MG’s). El algoritmo utilizado es el siguiente:
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Algoritmo 6.43

input: (S,w) SAM estocdstico vivo, limitado y reversible
construir RG(LS;) y RG(BS) para 1 <i < K

seleccionar tasas iniciales M,EO) paracadat € T; NTIlcon 2 < j < K
n:=0 (contador de iteraciones)
repeat

n:=n++1

for ::=1 to K do

solve LS; con:
In: tasas ul(n) para las transiciones de T; N Tl con 1 <[ <4
tasas ul(nfl) para las transiciones de T; N Tl con i < [ < K

Out: proporciones p; entre tasas de las transiciones de T; N TI y

throughput xgn) de las transiciones de T; N TI

solve BS (encontrar factor de escala ) con:
In: tasas ul(n) para las transiciones de ;N TIcon 1 <[ < ¢
tasas ul(nfl) para las transiciones de T; N Tl con i < [ < K

proporciones entre tasas u; para las transiciones de 7; N'T1
(n)
in
Out: tasas reales [,Lz(n) = X - p; de las transiciones de T; N T1
(n) _  (n)
tales que x3s = X;

end for

throughput x, ’ de las transiciones de 7; N T1

until convergencia de {xgn) K,

output: throughput {xgn) K | de las transiciones de (S, w)

En este algoritmo iterativo se van resolviendo uno por uno todos los
sistemas de bajo nivel £LS; (con 1 < i < K). Cuando en la iteracién n del
esquema iterativo se resuelve el LS;, se obtienen para las transiciones de
T; N'TT los vectores xgn) de throughput y p; de proporciones entre tasas de
servicio. Con esta informacién se busca, por medio del BS, un factor de
escala A para las proporciones entre las tasas de disparo, de forma que los
throughput de las transiciones comunes a BS y LS; coincidan. El célculo
de este factor de escala puede realizarse por medio de una busqueda lineal
en BS. Se va resolviendo el BS cambiando todas las tasas de las transiciones
de T; N TI de forma que se mantengan las proporciones p; hasta que se
consigan los mismos throughput en las transiciones comunes a BS y LS;.
Notar que BS tiene muchos menos estados que el sistema original e incluso
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que los LS;, por lo que el coste de esta busqueda lineal es despreciable
comparado con la complejidad del estudio de los otros sistemas.

Después de este doble paso se obtiene una nueva aproximacién ugn) para
las tasas de disparo de las transiciones de 7; N 'TT que se mantienen en el
estudio posterior de otros LS; y en BS.

Quedan por aclarar algunos puntos de este algoritmo iterativo. Por un
lado, cuestiones respecto a las restricciones de seleccién de médulos. Por otro
lado, la seleccién de las tasas de disparo iniciales “5_0) de las transiciones de
T; NTI con 2 < j < K, que son necesarias para resolver por primera vez el
sistema LS e iniciar el algoritmo iterativo. Otra cuestién a tener en cuenta
es la forma de calcular, al resolver el LS;, las proporciones p; entre las tasas
de disparo de las transiciones de 7; N'TI. Por 1ltimo, consideraciones acerca
de la busqueda lineal del factor de escala A en BS para el célculo de las tasas
de disparo reales de las transiciones de interfaz en cada iteracién y el test
de convergencia para decidir el final del algoritmo iterativo.

Respecto a las restricciones sobre la seleccion de mdédulos, por la defini-
cién 6.1, es posible definir los médulos de cualquier forma que induzca una
particién en el conjunto de transiciones y de lugares (excluidos los canales)
del SAM original. Teniendo ahora en cuenta las cuestiones numéricas, hay
que anadir alguna restriccién maés. Si se emplean transiciones inmediatas
para resolver los conflictos, no es deseable que aparezca ninguna transiciéon
de interfaz que sea inmediata. Si éste es el caso, podria haber errores de
ejecucion al poder obtener como medida de utilizaciéon de alguna transiciéon
de interfaz 0 y por lo tanto divisiones por 0 al calcular su tasa proporcio-
nal de disparo. Ademads, a diferencia de las clases de redes tratadas en los
capitulos anteriores, en redes generales no se puede asegurar que la relacién
entre los throughput de las transiciones venga determinada por la estructura
de la red. En general, las ratios de visita de las transiciones de un SAM es
una funcién de la estructura, marcado inicial y tasas de todas las transi-
ciones. Este hecho puede crear problemas a la hora de aplicar algoritmos
como el 6.43, ya que es un algoritmo iterativo en el que se van cambiando
las tasas de las transiciones de interfaz de los sistemas agregados. Si dos
transiciones de interfaz del mismo mddulo estdn en conflicto, el cambio de
estas tasas en las distintas iteraciones puede provocar el cambio de sus ratios
de visita y por lo tanto tener problemas de convergencia en las bisquedas
del factor de escala en el BS. Hay varias formas sencillas de resolver este
problema. Una forma es imponer restricciones a la hora de seleccionar los
moédulos del SAM, de forma que no se dé esta situacién. Esta solucién anade
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restricciones al trabajo del analista, que no necesita conocer la técnica a este
nivel de detalle. Por ello se dan ahora otras soluciones més simples. Otra
forma consiste en resolver los conflictos en el modelo original por medio de
transiciones inmediatas. De esta forma se separa la resolucién de conflictos
de la duracién de las actividades y desaparece el problema. La ultima solu-
cién consiste en refinar las transiciones de interfaz en un trio formado por
una transicion interna, un lugar interno y la transicién de interfaz. Esta es
una solucién del mismo estilo de la anterior con transiciones inmediatas. El
objetivo consiste en asegurar que los ratios de visita de las transiciones de
interfaz no dependan de las tasas de las mismas. Asi se eliminan problemas
a la convergencia del método numérico.

Respecto a la seleccion de las tasas iniciales para las transiciones de
interfaz, el algoritmo iterativo no se ve afectado, en lo que respecta a las
aproximaciones de los throughput obtenidas, por la selecciéon de estos valo-
res. Por lo tanto, en principio se pueden seleccionar valores arbitrarios. Pero
es razonable poner unos valores iniciales que tengan relacién con el modelo.
Una selecciéon adecuada consiste en poner a cada transicion de interfaz la
tasa que tiene en el modelo original. De esta forma se reduce el nimero
de iteraciones necesarias para alcanzar la convergencia del algoritmo. Esta
eleccién daré en la mayor parte de los casos sistemas agregados mas rapidos
en la primera iteraciéon del método pero se corrige en las siguientes.

Por lo que respecta a la estimacién de las proporciones p; entre las tasas
de disparo de las transiciones de interfaz del médulo S;, la forma de hacerlo
depende de la técnica de descomposicién utilizada.

En el caso de la primera técnica (seccion 6.3) se utilizan los nodos cal-
culados en la fase de descomposicién estructural. Como se explicé en la sec-
cién 6.2, para cada médulo S; del SAM original se calculaba un conjunto H;
de lugares que resumen el comportamiento interno del médulo. Son estos
lugares los que se emplean para realizar la estimacion. El sistema de bajo ni-
vel LS; contiene completamente el médulo §; y los lugares del conjunto H;.
Por lo tanto, al resolver su CTMC isomorfa, se puede calcular la utiliza-
cién de cada transicién de interfaz si sélo se tienen en cuenta los lugares del
conjunto H; U B (es decir, se calcula la probabilidad de que la transicién
esté sensibilizada una vez se eliminan los nodos internos del médulo S;). De
esta manera, se estd relacionando el funcionamiento completo del médulo S;
con el de su resumen para poder exportar esta informacién al resto de siste-
mas de bajo nivel. Posteriormente, basta emplear la férmula del célculo del
throughput del teorema 2.87 para encontrar las proporciones entre las tasas
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de disparo de las transiciones de interfaz. En la iteracién n del algoritmo,
la tasa proporcional de disparo de la transicién t € T; N T1 es:

lt] = X"t
" P{mp] > W(p,t) Vpetn(H;UB)}

Esta expresién es valida si se emplea semantica de un solo servidor. Si
se emplea semdéntica de infinitos servidores, hay que sustituir la utilizacién
de las transiciones por su grado medio de sensibilizacion, es decir, la tasa
proporcional de disparo es en este caso:

xlt
max{k | m[p] > kW (p,t) Vp€*tn(H;UB)}]

Hilt] = E|

En el caso de las técnicas de descomposicién segunda (seccion 6.5) y
tercera (seccion 6.6), la estimacién de utilizaciones o grados medios de sen-
sibilizacién es un poco méas complicado, ya que no se tienen los conjuntos
de lugares H; con 1 <4 < K. En estos casos hay que modificar ligeramente
los algoritmos 6.39 y 6.42 anadiendo nuevas estructuras de datos que calcu-
len, para cada transicién de interfaz en cada RG; con 1 < i < K (los RG’s
asociados a los £S;) su utilizacién o grado medio de sensibilizacién si no se
tiene en cuenta el médulo S; preservado. Este calculo es posible realizarlo
a la vez que se construyen los RG’s ya que, a partir del estado local del
moédulo S; y el estado de sus canales de entrada y salida, es posible calcular
qué transiciones de T; N TI se pueden disparar a partir de los sucesores del
estado local por medio de transiciones de T; \ TI. No se han incluido estos
calculos en los algoritmos 6.39 y 6.42 por simplificar su exposicion. Una vez
estimada la utilizacion o grado medio de sensibilizacién de una transicién de
interfaz, empleando alguna de las férmulas anteriores se obtienen sus tasas
proporcionales de disparo.

En cuanto al algoritmo de bisqueda lineal del factor de escala en BS pa-
ra calcular las tasas reales de disparo de las transiciones de interfaz, hay que
tener en cuenta lo siguiente. Se quiere conseguir que coincidan los through-
put de las transiciones comunes a BS y LS;, es decir, que coincidan los
throughput de las transiciones de interfaz. El throughput de las transicio-
nes de estos sistemas es una funcién racional (cociente de polinomios) con
respecto a estas variables. Como se han calculado unas proporciones entre
las tasas de disparo que se quieren mantener en BS, lo que se quiere calcu-
lar es un factor de escala A de forma que coincidan los throughput de las



6.7. Aplicacién a la aproximacion de throughput 249

transiciones de interfaz en BS y LS;. En las clases de redes de los capitulos
anteriores (MG’s, WTS’s y DSSP’s) era posible calcular el throughput de
cualquier transicion si se conocia el de una de ellas y la estructura de la
red. Esta propiedad se traducia en este punto del algoritmo en que bastaba
fijarse en una tnica transicién de referencia para buscar el factor de escala,
es decir, se tenia una ecuacién racional. Este hecho no es cierto en general
para SAM’s, por lo que en este caso se tiene un sistema de ecuaciones ra-
cionales en )\, con una ecuacién por cada transicién de interfaz del médulo
que se esté estudiando:

X0 = X2,

Resolver un sistema de ecuaciones racionales tiene mayor complejidad
que resolver una unica ecuacion, por lo que es importante poder obtener
una unica ecuacién a partir de este sistema. Afortunadamente esto es
posible tomando normas, por ejemplo la norma ||.||cc (ver definicién 2.7).
Cualquier otra norma también es valida por ser todas equivalentes en IR™.
Esto no supone ningin problema, ya que dos vectores u = (u1,...,up) y
v = (v1,...,vy,) son iguales si y sélo si [|[u —v||cc = maxj<i<n{|u; —vi|} = 0.
Por lo tanto, la ecuacion racional que se va a resolver es:

X520 = XU [loo = 0

Esta es una ecuacion racional en A\ cuya expresion explicita no se conoce
por su complejidad. El término ngs)l es constante respecto a A\ y se obtiene
del estudio del LS; realizado justo antes de empezar el estudio de BS. Por
su parte, ngg)()\) es una funcién de A, que devuelve el vector de throughput
en BS. Calculando una solucién A de la ecuacién anterior, se puede asegurar
que el throughput de todas las transiciones de interfaz coincide en BS y LS;.
El problema numérico de resolucién de esta ecuacion puede resolverse con
algoritmos como el de la secante. En este punto, mientras no se tenga una
demostracién formal de existencia de solucién podria ocurrir que la ecuacién
no tenga solucién y que el método numérico no finalice. En ninguna prueba
realizada hasta el momento se han tenido problemas en este punto.

Por dltimo, queda por aclarar el test de convergencia. Este algoritmo
numérico calcula unas aproximaciones de throughput aceptables para una
técnica de aproximacién (por debajo del 5%). Teniendo en cuenta la aproxi-
macién que se va a obtener al final, no es necesario que el test de convergencia
sea muy exigente ya que esto provocaria el cdlculo de un mayor nimero de
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iteraciones sin que por ello se aumente la precision de los resultados obteni-
dos. Si se pone un test de convergencia poco exigente, entonces el algoritmo
finalizard antes de lo debido, aumentando en general el error de la aproxi-
macién. El test de convergencia que se utiliza consiste en iterar hasta que
la diferencia entre los throughput de las transiciones de interfaz de todos
los LS; en dos iteraciones consecutivas del método sea menor que el 0.1%.
En este momento, seria necesario estudiar las propiedades numéricas del
algoritmo iterativo para demostrar propiedades de convergencia, unicidad
de solucién e incluso estimar el error cometido en la aproximacion, pero se
ha dejado como trabajo futuro. A falta de un mejor soporte tedrico, la ex-
perimentacién numérica con diferentes ejemplos sugiere que, en el caso de la
tercera técnica de descomposicién (seccién 6.6), el esquema converge en muy
pocos pasos (entre 3 y 6 iteraciones), converge a la misma solucién indepen-
dientemente de las tasas iniciales elegidas para iniciar el algoritmo, y el error
cometido al final del mismo (inferior al 5%) es admisible para técnicas de
aproximacién en evaluacion de prestaciones de sistemas concurrentes basada
en modelos formales. Respecto a las técnicas de descomposicion de las sec-
ciones 6.3 y 6.5 se han encontrado casos en los que la aproximacién obtenida
es muy pobre, pero pueden funcionar en ejemplos que no tengan comporta-
mientos anémalos de los que se han identificado a lo largo del capitulo.

6.8 Conclusiones

En este capitulo se han desarrollado los trabajos de [PJC98, PJC99a] sobre
técnicas de descomposicion de redes de Petri para su analisis numérico. La
descomposicion viene inducida por la estructura de la red, a la que se le da
una visién estructurada.

Se puede observar que una, visién estructurada a nivel de red induce una
visién estructurada en el RG. Esta vision estructurada del RG permite ob-
servar ciertas estructuras regulares sobre los estados alcanzables de una red
de Petri y las transiciones entre ellos. El conocimiento de estas estructu-
ras regulares permite por ejemplo generar una descripcién descompuesta del
RG consumiendo menos recursos, tanto de espacio como de tiempo que el
algoritmo clasico. Como ejemplo se expone un algoritmo mas eficiente en
tiempo que el cldsico para la generaciéon del RG de una red a partir de su
descripcién descompuesta.

Se ha aprovechado la ocasién para introducir algunas mejoras técnicas
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en el desarrollo tedrico y en los algoritmos de descomposicién para mejorar
su eficiencia sin disminuir su legibilidad.

Todo lo expuesto en este capitulo son aportaciones de esta memoria,
excepto los contenidos de la seccién 6.2. En concreto estas aportaciones
son:

e Exposicion de la visién estructurada del RG de una red de Petri indu-
cida por una visién estructurada a nivel de red.

e Algoritmo de cdlculo del RG de una red de Petri mas eficiente en
tiempo que el clésico.

e Tres técnicas generales de descomposicién de redes de Petri para su
analisis numérico.

e Adaptacion del método numérico de aproximacién del throughput de
transiciones para cualquier red de Petri.

Como aplicacién de la descripcién descompuesta del RG de un SAM a
la aproximacién de throughput de sus transiciones, se exponen tres técnicas
de descomposicion de la red original. Las principales caracteristicas de las
tres técnicas de descomposicién son las siguientes.

La primera técnica, desarrollada en la seccién 6.3, simplemente genera
sistemas agregados ergédicos y por lo tanto con distribucién tnica en estado
estacionario. Estos sistemas agregados pueden incluir numerosos estados
espurios, es decir, estados alcanzables en los sistemas agregados que no se
corresponden con proyecciones de estados de la red original sobre los lugares
preservados en el sistema agregado. Esta técnica sirve por ejemplo para
MG'’s, pero en general darfa errores superiores al 5% para WTS’s o clases
mas generales.

La segunda técnica, desarrollada en la seccién 6.5, genera sistemas agre-
gados sin estados espurios, es decir, sistemas que son proyecciones exactas,
(desde el punto de vista de marcados alcanzables) del sistema original en
los lugares preservados en el sistema agregado. Pero los sistemas agregados
pueden tener secuencias de disparo espurias.

La tercera técnica, desarrollada en la seccién 6.6, genera sistemas agre-
gados que no contienen estados espurios (como la segunda) pero que ademds
elimina ciertas agregaciones de estados que llevan a comportamientos de los
sistemas agregados muy diferentes del de la red original. Desde el punto de
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vista de secuencias de disparo, esta técnica reduce algunas de las secuencias
de disparo espurias que podian tener los sistemas agregados generados con la
segunda técnica, pero no todas. Lo que se hace es definir un criterio de agre-
gacién por medio de relaciones de de equivalencia que no se fija inicamente
en el marcado de los estados. Es por lo tanto un criterio de agregacién mas
fuerte que permite diferenciar estados que en la segunda técnica resultarian
agregados. Con esta tercera técnica se esperan los mejores resultados.

Las tres técnicas preservan ciertas propiedades de la red original, como
son la vivacidad, limitacion y existencia de estados recurrentes. Todas las
técnicas tienen una complejidad, tanto en espacio como en tiempo inferior
a la solucién clésica, ya que nunca se calcula ni se resuelve la CTMC de
la red original, sino varias mas pequenas correspondientes a los sistemas
agregados.

El algoritmo iterativo de aproximacién es, salvo ligeras adaptaciones a la
nueva clase de redes, el mismo de [CCJS94] para MG’s que se ha explicado
en detalle en el capitulo 3.

Las tres técnicas de descomposicién desarrolladas en este capitulo, apli-
cadas a un MG dan exactamente los mismos sistemas agregados que los
del capitulo 3, por lo que los resultados numéricos serdn exactamente los
mismos. Esto ya no es cierto para WTS’s ni DSSP’s, ya que las técnicas
de descomposicion desarrolladas en los capitulos anteriores para estas clases
de redes no mantenian las proyecciones de estados del sistema original so-
bre los nodos preservados en cada subsistema, por lo que los resultados que
se obtengan con las técnicas de este capitulo (sobre todo la tercera) serdn
normalmente mejores.

Queda como trabajo futuro estudiar las propiedades numéricas (conver-
gencia, unicidad de solucién, etc.) del algoritmo iterativo de aproximacién
del tiempo de respuesta. Se ha intentado demostrar sin éxito completo hasta
el momento.



Capitulo 7

Comparacion numérica de
técnicas

En los capitulos 3, 4 y 5 anteriores se han desarrollado técnicas para el
calculo aproximado del throughput de las transiciones de grafos marcados
(MG’s), grafos marcados con pesos (WTS’S) y sistemas deterministas de
procesos secuenciales (DSSP’s) respectivamente. Finalmente, en el capitulo
anterior se han desarrollado tres técnicas de descomposicién para el andlisis
numérico de redes de Petri generales. Posteriormente se adapté el método
numérico de aproximacion del throughput de transiciones. En los desarrollos
tedricos no se han incluido ejemplos de aplicaciéon de estas técnicas, porque
se ha preferido ponerlas en este capitulo.

Aprovechando por una parte que se tienen varias técnicas para diversas
subclases de redes y por otra parte que las subclases que han sido objeto de
estudio en esta memoria son a su vez subclases unas de otras (todo MG es
un WTS, todo WTS es un DSSP y todo DSSP es una red de Petri) se ha
decidido dedicar este capitulo no sélo para exponer una serie de ejemplos de
aplicacién de las técnicas, sino también para comparar los resultados obteni-
das con todas las técnicas que sean de aplicacién para cada ejemplo. De esta
forma, el capitulo estd organizado en cuatro secciones, cada una dedicada
a una subclase de redes. Dentro de cada seccion se desarrollaran diversos
ejemplos y para cada ejemplo se aplicaran todas las técnicas desarrolladas
en la memoria que sean posibles. De esta forma se obtiene una extensa
bateria de ejemplos que permiten observar y comparar el funcionamiento de
las técnicas desarrolladas en la memoria.

253
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Los ejemplos se han tomado de los distintos articulos publicados en el
desarrollo de esta memoria y no tienen por objeto modelar sistemas reales
sino exponer las caracteristicas de las técnicas expuestas en los capitulos
anteriores. En general, las redes de ejemplo son suficientemente complejas
como para que el problema de descomposicién y reduccién del modelo no
sea en absoluto trivial y sea necesario emplear todas las técnicas anteriores.

En cuanto a la interpretacion temporal de las redes, por uniformidad
se ha decidido emplear en todos los ejemplos y para todas las transiciones
semantica de un solo servidor. Esta eleccion se debe a los programas que
ha sido necesario implementar para realizar las pruebas. En una primera
versién, con el propédsito de experimentacion, los programas debian ser lo
mas sencillos posible y es més facil implementar el célculo de los distintos
indices de prestaciones si se utiliza semdntica de un solo servidor que si
se utiliza semdntica de infinitos servidores (es mds ficil comprobar si una
transicién estd sensibilizada que calcular su grado de sensibilizacién). Para
efectuar pruebas con semantica de infinitos servidores es necesario realizar
cambios en los programas y esta tarea se ha dejado como trabajo futuro ya
que el numero aproximado de lineas de cddigo que ha habido que codificar
ha sido de 7000.

En las tablas que se presentan en todo este capitulo aparecen los niimeros
con una cantidad variable de digitos simplemente con el objetivo de que
las tablas quepan en la pagina con un tamano de letra razonable, pero
todos los célculos se han realizado con 7 cifras en base 10 de precisién.
Entonces es posible que los errores indicados en las distintas aproximaciones
difieran ligeramente de los que se pueden calcular a partir de los nimeros
que aparecen en las tablas. Los errores reales cometidos son los que aparecen
en las tablas y han sido calculados a partir de los nimeros con 7 cifras en
base 10 de precisién.

7.1 Grafos marcados

En esta seccién se van a desarrollar dos ejemplos de MG’s tomados de
[CCJS94]. En principio, dado que los MG’s son la clase de redes més
restringida de las que se han tratado en la memoria, se les puede aplicar
todas las técnicas anteriores. Sin embargo, el hecho de que la descompo-
sicién y reducciéon presentada en el capitulo 3 consiga sistemas agregados
que son proyecciones exactas funcionales del sistema original (en términos
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de marcados alcanzables y de secuencias de disparo) hace que las distintas
técnicas de esta memoria sean equivalentes en el caso de los MG’s. Por
ejemplo, la técnica de descomposicién y reduccién de WTS’s es completa-
mente equivalente a la técnica de MG’s como se ha visto en el capitulo 4.
Las técnicas desarrolladas para DSSP’s consisten en la reduccion de SM’s
por lo que salvo en casos excepcionales (un MG que tenga a su vez subre-
des que también sean SM’s) no tiene sentido su aplicacién. Por dltimo, las
técnicas desarrolladas en el capitulo anterior tenian por objeto eliminar a
nivel de grafo de alcanzabilidad comportamientos anémalos de los sistemas
agregados (bloqueos totales, marcados alcanzables o secuencias de disparo
espurias). Como se ha demostrado en el capitulo 3 los sistemas agregados
generados con la técnica de descomposicién no tienen ningtin comportamien-
to anémalo respecto al del sistema original, lo que convierte las tres técnicas
del capitulo anterior en equivalentes cuando se aplican a un MG. Es posible
que el conjunto de lugares implicitos que se calculan con la primera técnica
general sea un superconjunto del que se calcula con la técnica del capitulo 3,
pero en ese caso lo que ocurre es que el superconjunto contiene lugares que
son implicitos respecto a otros. La diferencia entre las dos técnicas consiste
en que en la técnica para MG’s se ha incluido un mecanismo de reducciéon
del nimero de lugares implicitos para evitar redundancias, pero los grafos
de alcanzabilidad de los sistemas agregados que se obtienen son isomorfos,
por lo que la aproximacion que se obtiene es la misma.

Por lo tanto, en esta seccidn se va a desarrollar completamente la técnica
de aproximacién de throughput desarrollada en el capitulo 3 con dos ejem-
plos. Con el resto de técnicas los resultados serdan exactamente los mismos,
al producir sistemas agregados con grafos de alcanzabilidad isomorfos.

El primer ejemplo es el de la figura 7.1. La red es un MG ya que es
ordinaria y todos sus lugares tienen una sola transicién de entrada y una sola
transicién de salida (definicién 2.89). Ademds, es fuertemente conexo y vivo,
por lo que tiene distribucién tnica en estado estacionario. El MG tiene una
estructura de red asimétrica y su grafo de alcanzabilidad tiene 89358 estados.
El objetivo de la técnica de aproximacién consiste en cortar la red en varios
trozos (2 en este caso) y a partir de ellos construir los sistemas agregados con
los que se realizaran los calculos. Estos sistemas agregados tendran menos
estados alcanzables y por ello su resolucién serd menos costosa. En este
caso se ha seleccionado un corte formado por los lugares By, B2 y Bs, que
divide la red original en dos subredes (N7 y N2). La subred N estd formada
por las transiciones internas {T1;}/_;, las transiciones de interfaz {Iy;}3_;
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Figura 7.1: Ejemplo 1 de MG’s.

y los lugares {P;;}}4,. La subred N, estd formada por las transiciones
internas {Tgi}?zl, las transiciones de interfaz {I; ?:1 y los lugares { Py; Zlil
Las transiciones de interfaz son las que tienen lugares de entrada o salida
pertenecientes al corte. La notacién de las etiquetas serd en la misma para
todos los ejemplos de este capitulo.

El siguiente paso consiste en calcular los sistemas agregados. En este
caso, como el corte de la red original se ha hecho en dos subredes, habra que
generar dos sistemas de bajo nivel (£S; y £S2) y un sistema de alto nivel
o esqueleto basico (BS). Cada LS; estd formado por la subred N; y una
agregacion de la otra. El BS estd formado por las agregaciones de las dos
subredes. Por lo tanto, es necesario calcular previamente las agregaciones
de cada subred. Como se ha explicado en el capitulo 3, las agregaciones
de las subredes se realiza por medio de lugares estructuralmente implicitos
marcados de transicién a transicién (TT-MSIP’s) junto con un marcado que
los hace implicitos. El cédlculo de estos lugares y de sus marcados iniciales
se realiza por medio del algoritmo 3.13. Este algoritmo aseguraba el calculo
un conjunto reducido de TT-MSIP’s (en el sentido de que ningin lugar del
conjunto calculado es implicito respecto a otros) necesarios para reducir
una subred. Aqui se va a desarrollar la ejecucion del algoritmo para ver la
interpretacion de las estructuras de datos que gestiona.

El algoritmo 3.13 toma como entrada el grafo dirigido asociado al MG
que se quiere descomponer junto con la informacién del nimero de marcas
de cada arista del grafo. El grafo dirigido asociado a un MG tiene un vértice
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por cada transicién del MG y una arista por cada lugar del MG. Toda esta
informacién puede almacenarse en una tnica matriz L (se sigue la notacién
del algoritmo 3.13) de tamano n x n donde n es el nimero de vértices del
grafo (n = 19 en este caso), es decir, el nimero de transiciones del MG. En
este caso, la matriz L es:

Iy
Izo
I3

it
~

I

=
~

Ths
T

8.3
SHS

Tie
Ty7
15,
15

&= &=

o T2
T4

I | 3 i

La interpretacién de los datos de esta matriz es la siguiente. Los ele-
mentos que aparecen en blanco son los pares de vértices que no son aristas
del grafo, es decir, transiciones que no estdn conectadas por un lugar en
el MG. Por ejemplo, el elemento (771,714) aparece en blanco porque en el
MG original no hay ningun lugar que conecte la transicion 771 con la Ti4.
En la implementacién real de esta matriz, estos elementos tendrian un valor
suficientemente alto (mayor que la méxima cota de marcado de los lugares
del MG por ejemplo) codificando el valor infinito. Estos elementos se han
dejado en blanco para hacer mas legible la matriz. La interpretacion de
este valor infinito es que inicialmente no hay ningin camino en el MG que
conecte la transiciéon 771 con la Tg4.
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Por lo que respecta a los elementos de L que no aparecen en blanco,
por ejemplo (T11,713) = 1, su interpretacién es que hay un lugar en el MG
que conecta T7; con T3 (el lugar Pi4) y que este lugar tiene 1 marca en
el marcado inicial. En consecuencia, la matriz L tiene inicialmente tantos
elementos distintos de infinito como lugares tiene el MG. De esta manera, la
matriz L contiene toda la informacién sobre la estructura y marcado inicial
del MG. A partir de ella es posible calcular los caminos de menor numero
de marcas entre cualesquiera dos transiciones del MG.

Al aplicar el algoritmo 3.13 a la matriz L, se producen como salida dos
matrices L y B (L puede ser la misma matriz en la implementacién real,
aunque la interpretacién de sus datos es diferente a la que se ha hecho
antes). Aunque estas matrices son de tamano 19 x 19, para efectuar la
reduccién de las subredes producto del corte del MG sélo interesan los datos
correspondientes a las transiciones de interfaz, es decir, son de tamano 6 x 6
en este caso.

Iy Ino I3 Iy Ioo I3 Iy Ino I3 Iy Io2 I3

I TO 4 4 1 4 17 I T 110 1 17

I1o 303 400 I1o 1 1 1101
L=1I5|000100|B=1I3/0011T11
Is 33 3 0 3 0 Is 1 1 1 1 10

Iy 333 400 Iy 1 1 1 1 1 0

Ly |3 33 43 0] Ly |1 1011 1]

La interpretacién de estas matrices es la siguiente. La matriz L contiene
el nimero de marcas de los caminos de menor nimero de marcas que conec-
tan dos transiciones de interfaz cualesquiera. Por ejemplo, L(I13, ;1) = 0
indica que el camino de menor nimero de marcas en el MG que conecta I3
con I1; tiene 0 marcas en total. En este caso, un camino minimo entre
I3 e I;; es el formado por los lugares Py14P112PigsPi5Pig vy que no tiene
marcas.

Por lo que respecta a la matriz B, sus elementos son variables légicas,
es decir, sélo toman valores 0 y 1. Un elemento de valor 0, por ejemplo
B(Ii3,111), indica que ningin camino de menor nimero de marcas en el MG
que conecta I13 con I pasa por otras transiciones de interfaz, es decir, por
la definicién 3.14, en la reduccién de las subredes hace falta poner un lugar
que conecte estas dos transiciones para resumir este conjunto de caminos
que sera eliminado en algunos sistemas agregados. Un elemento de valor 1,
por ejemplo el B(Iy, I12), indica que algin camino de menor ndmero de
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marcas en el MG que conecta I;; con I1s pasa por otras transiciones de
interfaz y por el teorema 3.5 no hace falta poner un lugar implicito que
resuma, este camino porque serd implicito respecto a otros. En este caso,
la matriz L indica que el menor nimero de marcas entre I11 e Ijo es 4.
Un camino de menor nimero de marcas entre I17 e I12 es el que forman los
lugares B1P21P28P210P211BgP114P112P18P17 que pasa por las transiciones de
interfaz Io1, Iog e I13. Entonces, su reduccion puede lograrse por medio de
la reducciéon de los caminos de menor nimero de marcas de I1; a Isq, de
Is1 a Iss, de Is3 a I3 y de I3 a I7o.

En consecuencia, hay que poner tantos lugares implicitos como elementos
nulos tenga la matriz B. En este punto hay que notar que algunos de los
elementos nulos de B se corresponden con los lugares del corte o lugares ya
presentes en la red inicial. Obviamente no serd necesario duplicar lugares.
En este caso, de los 7 elementos nulos de B, tres se corresponden con lugares
del corte, en concreto B(I1, I21), B(I12, I22) v B(Ia3, [13).

Por lo tanto, la interpretacién de las matrices L y B de este ejemplo
senala que para reducir las subredes producto del corte son necesarios 4 lu-
gares implicitos que conectan los pares de transiciones (I13,I11), (I13, [12),
(I21,I23) e (I22,I23). Ninguno de estos lugares necesita marcas inicialmen-
te para ser implicitos si se observan las entradas correspondientes de la
matriz L. Los lugares implicitos que resumen el comportamiento de la
subred N; se denotardn con etiquetas H;j con1<j<m.

Si se anaden a la red original los lugares implicitos calculados anterior-
mente se obtiene el sistema extendido £S de la figura 7.2. La razén de
construir el £S, es que a partir de él es inmediato generar los sistemas agre-
gados.

En efecto, para construir los sistemas de bajo nivel a partir del £S basta
con eliminar los nodos internos a las subredes que se quieren reducir. Por
ejemplo, para construir el £S; basta con eliminar los nodos internos de la
subred N3, es decir, los lugares Py; con 1 <4 < 11 y las transiciones inter-
nas T5; con 1 < ¢ < 6. La construccion del £S5 es similar a la anterior, pero
eliminando los nodos internos de la subred N;. Por tltimo, para construir
el BS a partir del £S hay que eliminar todos los nodos internos de todas las
subredes. En las figuras 7.3.a, 7.3.b y 7.3.c se pueden observar los sistemas
agregados correspondientes al corte realizado en la red original. El LS tiene
8288 estados alcanzables, el LS 3440 y el BS 231.

Para aproximar el throughput de las transiciones del MG original basta
aplicar el algoritmo iterativo 3.18 a los sistemas agregados. Se han realizado
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Figura 7.2: £S del MG de la figura 7.1

dos experimentos, el primero poniendo las tasas de todas las transiciones a 1
(semdntica de un solo servidor) y el segundo cambiando al azar el valor de
algunas tasas.

LS, LSy
X(I11) | p1 H12 ©13 A X(I21) | peo1 22 123 A
0.26842(0.98452|0.93938|0.26842|1.21037|0.20744|0.20744|0.207440.81557(1.12386
0.20628(0.86585(0.75096 (0.20628 | 1.292830.20737|0.20737|0.20737|0.80851|1.12733
0.20741(0.86870(0.75464(0.20741|1.29166|0.20739|0.20739|0.20739|0.80871|1.12726
0.20739(0.86865(0.75458(0.20739|1.29166|0.20739|0.20739|0.20739|0.80870|1.12726
X (I11) exacto: 0.202947 Error: +2.19%

Tabla 7.1: Aproximacién de X para Fig. 7.1. Tasas 1.0

En la tabla 7.1 aparecen los resultados de la ejecucién del algoritmo
iterativo en el caso de tasas 1. En este caso, el throughput exacto de las
transiciones de la red original es 0.202947. La tabla esta dividida en dos
partes encabezadas con £S1 y LS9 en las que se recogen los resultados del
estudio de cada sistema de bajo nivel y la correspondiente visita al BS. La
informacién que se calcula en cada LS; es el throughput de una transicién
del mismo (normalmente serd la transicién de interfaz I;;) y las utilizaciones
de las transiciones de interfaz de la subred N; presente en el LS; (columnas
encabezadas con f;;) teniendo en cuenta unicamente los lugares implicitos y
los del corte. Esta informacion se utiliza en el BS para encontrar, por medio
de un factor de escala A, nuevas aproximaciones de las tasas de disparo de
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Figura 7.3: (a) £S1, (b) £LS2 y (c) BS del MG de la figura 7.1.
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las transiciones de interfaz de LS;. En estas condiciones, la nueva tasa de la
transicién de interfaz I;; serd AX (I;;)/ ;. Estas nuevas tasas no se incluyen
en la tabla para no aumentar su tamano. En cada fila de la tabla aparecen los
resultados de cada iteracién del algoritmo, hasta alcanzar la convergencia.
En la dltima fila de la tabla aparece a la izquierda el throughput exacto de
una transicién cualquiera de la red original (por el corolario 2.94, en MG’s
todas las transiciones tienen el mismo throughput, pero en otras clases de
redes es necesario fijar la transicién de referencia) y a la derecha el error de
la aproximacion. En este caso se observa que se alcanza la convergencia en 4
iteraciones, obteniendo una aproximaciéon de throughput de 0.207389 por lo
que el error en la aproximacién final es del +2.19%.

LS, LS

X(I11) | pu 112 113 A X(I21) | po1 122 123 A

0.16498(0.98624|0.63513|0.16498|1.08627|0.13865|0.13865|0.46216|0.70623|1.09751
0.13632(0.91761{0.52990(0.13632|1.14830{0.13723|0.13723|0.45742|0.68602|1.09920
0.13729(0.92087|0.53352|0.13729|1.14612|0.13726|0.13726 |0.45754|0.68660|1.09915
0.13726(0.92077(0.53341(0.13726|1.14618|0.13726|0.13726|0.45754|0.68657|1.09915
0.13726(0.92077|0.53342|0.13726|1.14618|0.13726|0.13726|0.45754|0.68658 |1.09915
X (I11) exacto: 0.138341 Error: -0.78%

Tabla 7.2: Aproximacién de X para Fig. 7.1. Tasas variables.

En la tabla 7.2 aparecen los resultados de la ejecucién del algoritmo
iterativo en el caso de tasas variables. En concreto se han elegido al azar
las siguientes tasas; I;; = 0.2, Isx = 0.3, Thy = 0.5, To3 = 0.6, T12 = 0.7,
T11 = 0.8 y el resto tasa 1.0. En este caso, el throughput exacto de las
transiciones de la red original es 0.138341. La leyenda de la tabla es la
misma que la anterior y se puede observar que el algoritmo converge en 5
iteraciones, obteniendo una aproximacion de throughput de 0.137261 lo que
supone un error en la aproximacién del —0.78%.

La diferencia entre los resultados de la tabla 7.2 y los de [CCJS94] se
deben a ligeras modificaciones introducidas en el algoritmo de aproxima-
cién. En concreto, en el experimento de [CCJS94] se utilizaba semdntica de
infinitos servidores en las transiciones de interfaz mientras que aqui se ha
utilizado semantica de un solo servidor. Al modificar la semdantica de dis-
paro de las transiciones de interfaz, hay que modificar la estimacién de las
tasas proporcionales de disparo e las transiciones de interfaz en los LS;. En
[CCJS94] se calculaba el grado medio de sensibilizacién de las mismas, y aqui
se ha calculado la utilizacién (ver definicién 2.68). Estas diferencias hacen
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Figura 7.4: Ejemplo 2 de MG’s.

que las tasas de las distintas transiciones de interfaz que se van calculando
en el algoritmo iterativo sean ligeramente diferentes en ambos experimentos
v que la aproximacion final también lo sea. En cualquier caso, la diferencia
en la calidad de la aproximacién es despreciable. Otro factor que influye en
las diferencias numéricas es el cambio de plataforma de ejecucién y de las
versiones de la aplicacién utilizada, en este caso el GreatSPN [Chi87]. Estos
cambios motivan ligeras modificaciones en el tratamiento y redondeo interno
de los datos en coma flotante (por ejemplo todos los nimeros reales tanto en
precisién simple como en doble precisién). Estas diferencias pueden acumu-
larse y como consecuencia hay ligeras diferencias en los resultados obtenidos
incluso en el calculo del throughput de una transiciéon en una red sencilla.
La estructura de la red que se ha estudiado hasta ahora era asimétrica,
es decir, las subredes producto del corte eran diferentes entre si. El segundo
ejemplo que se va a estudiar es el de un MG con estructura muy simétrica,
de forma que cualquier corte produzca subredes con la misma estructura y
muy conectadas entre si. Este es el caso del MG de la figura 7.4. La red
es un MG ya que es ordinaria y todos sus lugares tienen una sola transi-
cién de entrada y una sola transicién de salida (definicién 2.89). Ademds,
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es fuertemente conexo y vivo, por lo que tiene distribucién tnica en estado
estacionario. Su grafo de alcanzabilidad tiene 49398 estados. Se ha seleccio-
nado un corte formado por los lugares {B;}$_; que divide la red original en
dos subredes (N y N2). La subred NV (la de la parte superior) estd generada
por las transiciones internas {T3;}%_; y las transiciones de interfaz {I1;}% ;.
La subred N> estd generada por las transiciones internas {Th;}} ; y las
transiciones de interfaz {I;}% ;. Se ha cambiado ligeramente la notacién
de algunos lugares internos (etiquetas Hj; en vez de Pj;) porque luego re-
sultaran ser lugares implicitos necesarios para resumir el comportamiento
de las subredes, es decir, se ha tomado una notacién tal que mantenga las
etiquetas de los lugares implicitos.

Como en el ejemplo anterior, ahora hay que calcular los sistemas agre-
gados, que serdn dos sistemas de bajo nivel (£LS1 y LS2) y el esqueleto
béasico (BS). Para ello hay que calcular los lugares implicitos que resumen
las subredes, por medio del algoritmo 3.13. En este caso, la matriz L que
contiene la informacién de la estructura y marcado inicial del MG es de
tamafnio n X n con n = 16 porque el MG tiene 16 transiciones.

I
I
I3
I>4

= N8 5
i
&S Y2 =

o Tio
T3
T4
T3
T4

= I
Io
I3

3

w
—
o
—_

Iz, 1 1 1

Aligual que en el ejemplo anterior, los elementos que aparecen en blanco
son los pares de vértices que no son aristas del grafo, es decir, transiciones
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que no estan conectadas por un lugar en el MG. Los elementos de L que
no aparecen en blanco se corresponden con los lugares del MG que tienen
como transicién de origen la indicada por su fila y como transicién de salida
la indicada por su columna. El valor numérico es el niimero de marcas del
lugar en cuestion. A partir de L, aplicando el algoritmo 3.13, se calculan
los caminos de menor numero de marcas entre cualesquiera dos transiciones
del MG. La salida de este algoritmo se compone de dos matrices L y B de
tamanio 8 x 8 en este caso, que es el nimero de transiciones de interfaz que
hay en el MG.

Iy Ihp Iy3 Thg To1 T3 To3 Tog Ty Dnp Iig Tug Tog T2 Tz Iog

I 101 2 2 1 2 3 3 I11 1 01 00111
Iis 1 01 2 2 1 2 3 I 01 011011
L3 |2 1 01 3 2 1 2 I3 1 01 01101
L=1I4 32103 3 2 1|B=1Iy 1 101 1 110
Ir 123 3 01 2 3 I {0 1 1 1 1 0 11
Iy 21 2 3 101 2 I 1 0110101
Ig 3 21 2 2 101 Irs 1 101 1 0 10
Ly|[33212210] Iy|l11100101]

En el ejemplo anterior ya se ha explicado la interpretaciéon de los datos
de estas dos matrices. La matriz L contiene el marcado inicial de los lugares
implicitos necesarios para la reduccién de las subredes producto del corte
y la matriz B indica cudntos lugares implicitos son necesarios (en principio
tantos como elementos nulos). En este caso aparecen 22 elementos nulos en
la matriz B, pero 20 de ellos se corresponden exactamente con lugares ya
presentes en el MG original, por lo que no es necesario duplicarlos (los 8
lugares del corte y los lugares internos Hy; y Ho; con 1 <14 < 6). Esta es la
razén del cambio de notacién en algunos lugares internos del MG original. A
estos lugares se les ha puesto etiquetas H;; en vez de P;; porque en el proceso
de reduccién resultan ser necesarios para la reduccién de las subredes y por
lo tanto implicitos. De esta forma se preserva la notacién de los nodos de
los sistemas agregados sin duplicar lugares del MG inicial.

En consecuencia, la interpretacién de las matrices L y B sefiala que sélo
es necesario anadir dos lugares implicitos para construir el sistema extendi-
do £S. Estos lugares son el Hi7 y el Ha7, ambos con marcado inicial 2 y
que conectan I7; con I14 e Is4 con I9; respectivamente. Estos lugares son los
que indican las matrices L y B en sus elementos subrayados. Si se anaden
a la red original estos lugares implicitos se obtiene el £S de la figura 7.5.
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Figura 7.5: £S del MG de la figura 7.4

A partir del £S es inmediato construir los sistemas agregados. En las
figuras 7.6.a, 7.6.b y 7.6.c se pueden observar el £LS1, LS y BS correspon-
dientes al corte realizado en la red original. Los £LS1 y LS9 tienen 6540
estados alcanzables y el BS 741.

La diferencia entre los tamanos de los grafos de alcanzabilidad de los
sistemas agregados en este experimento y los encontrados en el mismo ex-
perimento de [CCJS94] se deben a la omisién en este ultimo de los lugares
implicitos Hi7 y Ha7 (una pequena errata). Este hecho producird también
diferencias en el algoritmo numérico y por lo tanto en la aproximacién final
del throughput.

Para aproximar el throughput de las transiciones del MG original basta
aplicar el algoritmo iterativo 3.18 a los sistemas agregados. Se han realizado
tres experimentos; el primero poniendo las tasas de todas las transiciones a 1
(siempre semdantica de un solo servidor), el segundo poniendo las tasas de
las transiciones de la segunda subred a 2 (el resto a 1) y el tercero poniendo
las tasas de las 8 transiciones de la izquierda a 2 y el resto a 1.
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Figura 7.6: (a) £LS1, (b) LS2 y (c) BS del MG de la figura 7.4.
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LS1 LS2

X(I11)| p1n ©12 H13 Hi4 A | X(T21)| por 22 K23 H24 A

0.328410.4039|0.4708|0.5687|0.8184(1.1925|0.2954 |0.7779(0.5114|0.3955|0.3355|1.2278
0.2962 {0.3371|0.4004|0.5234|0.7973(1.2351|0.2943 |0.7953|0.5203|0.3966|0.3341|1.2368
0.2942(0.3339|0.3965|0.5206 |0.7959(1.2372| 0.2942 |0.7958|0.5205|0.3964 | 0.3338|1.2373
0.2941 |0.3338|0.3964|0.5205|0.7959(1.2373|0.2941 {0.7959(0.5205|0.3963|0.3338|1.2373
0.2941|0.3338|0.3963|0.5205|0.7959(1.2373 | 0.2941 |0.7959|0.5205(0.3963 | 0.3338|1.2374
X (I11) exacto: 0.295945 Error: -0.61%

Tabla 7.3: Aproximacién de X para Fig. 7.4. Tasas 1.0

En la tabla 7.3 aparecen los resultados de la ejecucién del algoritmo
iterativo en el caso de tasas 1. En este caso, el throughput exacto de las
transiciones de la red original es 0.295945. La leyenda de la tabla es la mis-
ma que la del ejemplo anterior e incluye en cada iteracién y para cada LS;
el throughput de la transicién I;; obtenida en el estudio del LS;, las utili-
zaciones de las transiciones de interfaz de la subred N y el factor de escala
calculado en el BS para que tenga el mismo throughput que £S;. En este
caso se observa que se alcanza la convergencia en 5 iteraciones, obteniendo
una aproximacién de throughput de 0.294141 lo que supone un error final
en la aproximacién del —0.61%.

LS1 LS2
X(I11)| pir | pi2 | w13 | pia X | X(T21)| por | mo2 | me3 | poa A
0.3340(0.4256|0.4987(0.6037|0.8746|1.1979| 0.3331 |0.4124|0.2290{0.1805{0.1701|1.1989
0.3330(0.4180{0.4960|0.6043|0.8773(1.2016|0.3329 {0.4158(0.2296|0.1804|0.1700|1.1992
0.3329(0.4178|0.4959|0.6043|0.8773(1.2017|0.3329 [0.4159(0.2296|0.1804|0.1700|1.1990
0.3329(0.4178|0.4959(0.6043|0.8773|1.2017|0.3329 |0.4159|0.2296 {0.1804{0.1700|1.1990
X (I11) exacto: 0.333356 Error: -0.13%

Tabla 7.4: Aproximacién de X para Fig. 7.4. Tasas 1 en N7 y 2 en N>.

En la tabla 7.4 aparecen los resultados de la ejecucién del algoritmo ite-
rativo en el caso de tasas variables entre las dos subredes producto del corte.
En concreto se han puesto tasas 1 a todas las transiciones de la subred N7 y 2
a todas las transiciones de la subred N>. En este caso, el throughput exacto
de las transiciones de la red original es 0.333356. El algoritmo converge en 4
iteraciones, obteniendo una aproximacién de throughput de 0.332936 lo que
supone un error final en la aproximacién del —0.13%.

En la tabla 7.5 aparecen los resultados de la ejecucién del algoritmo ite-
rativo en el caso de tasas diferentes simétricas en las dos subredes producto
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LS LS2
X(I11)| p1n H12 H13 Hi4 A | X(I21)| por H22 H23 24 A
0.3964 |0.2228|0.2308|0.5302|0.7545(1.0999| 0.3567 |0.8124(0.5316|0.5569|0.4223|1.2961
0.3580 [0.1883(0.19960.4790/0.7267(1.1528|0.3571 |0.8186 {0.5380|0.5617|0.4232|1.2998
0.357210.1878(0.1990|0.4777|0.7256 (1.1535| 0.3572 |0.81880.5382(0.5619(0.4233|1.2999
0.3572 10.1878(0.1990|0.4776|0.7256 | 1.1535| 0.3572 | 0.8188|0.5382|0.5619|0.4233|1.2999
X (I11) exacto: 0.362585 Error: -1.49%

Tabla 7.5: Aproximacién de X para Fig. 7.4. Tasas 2 en T11, T2, To1, To9,
IH, I12, I21 € 122. Resto tasas 1.

del corte, pero diferentes entre si. En concreto se han puesto tasas 2 a las
transiciones 111, T12, 11, To2, I11, 112, 121 e Iso, dejando el resto de las
transiciones con tasa 1. En este caso, el throughput exacto de las transicio-
nes de la red original es 0.362585. El algoritmo converge en 4 iteraciones,
obteniendo una aproximacién de throughput de 0.357174 lo que supone un
error final en la aproximacién del —1.49%.

Todas las pruebas que se han realizado con distintos MG’s han dado
resultados similares en cuanto a velocidad de convergencia (4 6 5 iteraciones)
y a error final en la aproximacién (inferior al 3%).

En la siguiente seccién se van a dar unos ejemplos con otra clase de redes,
los grafos marcados con pesos.

7.2 Grafos marcados con pesos

En esta seccién se va a desarrollar en detalle el ejemplo de aproximacion
de throughput de las transiciones del WTS de [PJCS96b]. A un WTS se
le pueden aplicar varias técnicas de descomposicién y reduccién de las de-
sarrolladas en esta memoria. Obviamente se le puede aplicar la técnica del
capitulo 4 que estaba desarrollada precisamente para WTS’s y se basaba
en los conceptos de resistencia y marcado ponderado (era una extensién
de la técnica de MG’s). Y también es posible aplicar las tres técnicas del
capitulo 6 que estaban desarrolladas para poderse aplicar a cualquier red de
Petri. Se aprovechard esta seccién para comparar los resultados que se ob-
tienen con las 4 técnicas de descomposicién y reduccién aplicadas a la misma
red original, en este caso un WTS. No tiene sentido, en general, aplicarle a
un WTS las técnicas de reduccién de SM’s desarrolladas para DSSP’s (salvo
que el WTS que se estudie tenga subredes con estructura de SM).

El ejemplo que se va a desarrollar en detalle es el de la figura 7.7. La red
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Figura 7.7: Ejemplo de WTS’s.

es un WTS ya que todos sus lugares tienen una sola transicién de entrada y
una sola transicién de salida (definicién 2.97). Ademds es vivo y limitado,
por lo que tiene distribucién unica en estado estacionario. Se ha elegido
esta red por tener una estructura parecida a la del ejemplo 2 de MG’s. La
diferencia es que ahora hay pesos multiples en los arcos y marcados diferentes
en los lugares. La red tiene una estructura muy simétrica de forma que
cualquier corte que se defina de lugar a subredes con la misma estructura
y muy conectadas entre si. De esta forma, el calculo de las resistencias
méaximas y marcados ponderados minimos entre transiciones de interfaz no
es en absoluto evidente y es un buen test para todos los algoritmos de calculo
desarrollados en el capitulo 4. El grafo de alcanzabilidad de esta red tiene
90171 estados. Se ha elegido como corte el mismo que en el caso de MG’s, es
decir, el corte en formado por los lugares {Bi}§:1. Este corte divide la red
original en dos subredes (N7 y N2). La subred N (la de la parte superior)
estd generada por las transiciones internas {T1;}%_, v las transiciones de
interfaz {I1;}}_,. La subred N> (la de la parte inferior) est4 generada por
las transiciones internas {T»;}} ; y las transiciones de interfaz {Is;};_;. Se
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ha cambiado de nuevo la notacién de algunos lugares internos (etiquetas H;;
en vez de P;;) porque luego resultaran ser lugares implicitos necesarios para
resumir el comportamiento de las subredes, es decir, se ha tomado una
notacién tal que mantenga las etiquetas de los lugares implicitos.

El siguiente paso consiste en calcular los sistemas agregados. En este
caso, como el corte de la red original se ha hecho en dos subredes, habrd que
generar dos sistemas de bajo nivel (£S1 y £S2) y un sistema de alto nivel
o esqueleto basico (BS). Cada LS; estd formado por la subred N; y una
agregacién de la otra. El BS estd formado por las agregaciones de las dos
subredes. Por lo tanto, es necesario calcular previamente las agregaciones de
cada subred. Como se ha explicado en el capitulo 4, las agregaciones de las
subredes se realiza por medio de transiciones inmediatas y lugares estructu-
ralmente implicitos marcados de transicién a transicién (TT-MSIP’s) junto
con un marcado que los hace implicitos. Los lugares implicitos se utilizan pa-
ra preservar los marcados ponderados minimos entre transiciones de interfaz
(extensién a WTS del concepto de marcado minimo en MG’s). Las tran-
siciones inmediatas se utilizan para preservar la maxima resistencia entre
transiciones de interfaz (concepto introducido para la reduccién de WTS’s
y necesario para preservar el grado de sincronizacién interna de los caminos
debido a los pesos de los arcos y asi obtener mejores aproximaciones).

El célculo de estos nodos se realiza por medio de los algoritmos 4.23, 4.28,
4.31 y 4.32. Estos algoritmos aseguraban el cdlculo un conjunto reducido de
nodos (en el sentido de que se eliminan en el cdlculo algunos nodos que se
sabe que van a ser implicitos respecto a otros) necesarios para reducir una
subred. En una implementacién real es posible realizar todos los célculos
en un unico algoritmo que, a partir de la estructura, marcado inicial y
corte elegido en el WTS, genere el conjunto de nodos necesarios para la
reduccién. Pero, para que sea mas comprensible el funcionamiento de los
distintos algoritmos se ha decidido desarrollar cada uno por separado dando
la interpretacién de las estructuras de datos que utiliza.

El primer algoritmo de célculo es el 4.23, que calcular, a partir de la es-
tructura del WTS un vector g de ganancias relativas entre dos transiciones
cualesquiera del WTS. Con este vector es inmediato calcular la ganancia
entre dos transiciones del WTS y es necesario para efectuar cdlculos poste-
riores. Al igual que en MG’s, todo WT'S puede interpretarse como un grafo
dirigido con un vértice por cada transicién y una arista por cada lugar, ya
que los lugares de todo W'TS tienen una tnica transicién de entrada y una
sola transicion de salida. Para el calculo de ganancias no interviene el mar-
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cado inicial de los lugares, sino inicamente lo pesos de los arcos del WTS.
Y para el calculo de las ganancias ni siquiera es necesario conocer los pesos,
sino Unicamente las ganancias de los caminos elementales (los formados por
dos transiciones conectadas por un tnico lugar). Por lo tanto, para el clculo
de ganancias s6lo hace falta una matriz L de ganancias elementales (se sigue
la notacién del algoritmo 4.23) de tamano n x n donde n es el nimero de
vértices del grafo (n = 16 en este caso), es decir, el nimero de transiciones
del WTS. En este caso, la matriz L es:

A BC R B S T = O I T R N IRy
NENENBENRENERNESSSSSNSNNN
-1 1 .
VAT 3 i
1 1
T]_2 3 5 5
T | 2 3 L
1 1
T4 3 !
T 3
T 3 2
T 2 1 3
22 5 4
L= I23 2 2 %
T 1 1
24 5 !
I |2 3 2
1
VED) 2 3 1 3
Lz 2 2 3 3
1 1
Iy 2 1 1
I 2 1 1
21 3, 2, i
Iy 3 3 4 3
I 4 2 2 2
23 3 3 , 3
Iy | 4 3 5

La interpretaciéon de los datos de esta matriz es la siguiente. Los ele-
mentos que aparecen en blanco son las combinaciones de vértices que no son
aristas del grafo, es decir, transiciones que no estan conectadas por un lugar
en el WTS. Por ejemplo, el elemento L(771,773) aparece en blanco porque
en el WTS original no hay ningin lugar que conecte la transiciéon 77; con
la T13. En la implementacién real de esta matriz, estos elementos tendrian
valor 0 codificando la no existencia del lugar correspondiente (ningin camino
puede tener ganancia 0 por la definicién 4.1 de ganancia). Estos elementos
se han dejado en blanco para hacer més legible la matriz.

Por lo que respecta a los elementos de L que no aparecen en blanco, por
ejemplo L(7T71,T12) = 1/3, su interpretacién es que hay un lugar en el WT'S
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que conecta T7; con T3 (el lugar Pi1) y que el camino elemental 771 P11713
tiene ganancia 1/3 (ya que W (Th1, Pi1) =1y W(P11,Th2) = 3).

En consecuencia, la matriz L tiene tantos elementos distintos de 0 como
lugares tiene el WTS. De esta manera, la matriz L contiene toda la infor-
macién sobre la ganancia de los caminos elementales del WTS. Notar que
como el WTS de partida es vivo y limitado se cumple que L(3, ) -L(j,7) = 1
(teorema 4.5) siempre que existan caminos elementales de i a j y de j a 4
En este ejemplo, por la simetria del WTS, siempre que existe un camino
elemental de ¢ a j también existe otro de j a ¢. A partir de L es posible
calcular las ganancias entre cualesquiera dos transiciones del WT'S visitando
todos los vértices del grafo asociado al WTS.

Al aplicar el algoritmo 4.23 a la matriz L, se produce como salida un
vector g de tamanio 16 (el nimero de transiciones del WTS) con las ganancias
relativas entre transiciones, tomando como referencia la primera, en este caso
g(Tll) =1.

T Th2 T13 Tha To1 Too Toz Tog In1 T2 In3 I14 121 122 123 Iog
;1 1 1 2 1 1 1 1 1 1 1 ¢ 1 1 1
3 6 2 3 3 6 3 2 § 12 4 1 8 1

g =

La interpretacién de este vector es la siguiente (ver algoritmo 4.23). Si

se quiere calcular la ganancia entre dos transiciones ¢;,t; del WTS, entonces
G(ti,tj) = g(t;)/g(t:). Por ejemplo, la ganancia entre la transicién I1; y la

transicién 14 serd G(I11,114) = g(l14)/g(I11) = %—; = % Efectivamente,
cualquier camino que conecta la transicion I;; con la Ii4, por ejemplo el

camino T = 111P15112H11113H12114, tiene ganancia G(ﬂ') = :1,)%—‘;’ = %

Este vector g de ganancias relativas entre transiciones es fundamental
para calculos posteriores ya que la ganancia entre transiciones interviene en
el cédlculo de resistencias y de marcados ponderados. Ademads, este vector
es la forma mds eficiente en espacio de almacenar todas las ganancias entre
dos transiciones cualesquiera del WT'S vivo y limitado.

El siguiente paso consiste en calcular los marcados ponderados minimos
entre transiciones de interfaz del WTS. Estos marcados ponderados minimos
permiten el cdlculo de los lugares implicitos necesarios para la reduccién.
Este calculo se realiza en por medio del algoritmo 4.28 que no es mas que
la extensién natural del que se ha utilizado para MG’s pero introduciendo
pesos en los arcos. En este algoritmo se ha empleado una técnica similar a
la de MG’s para reducir el conjunto de lugares calculado en el sentido de
que ningun lugar calculado sea implicito respecto a otros del conjunto.
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El algoritmo 4.28 toma como entrada el grafo dirigido asociado al WT'S
que se quiere descomponer junto con la informacién del marcado ponderado
de los caminos elementales y el vector de ganancias relativas de las transicio-
nes. Toda esta informacién puede recogerse entre el vector g anterior y una
matriz L (distinta a la del algoritmo anterior, pero se mantiene la notacién
del algoritmo 4.28) de tamaifio n x n donde n es el nimero de transiciones
del WTS (n = 16 en este caso). En el ejemplo que se estd desarrollando la
matriz L es:

SO ANR I S N8 T 5 AR S
NENRNBNRNRNNRESSSRSSRSSNS
Tn [ 3 2 7
T | 2 2 2
T13 1 1 2
T14 0 2
Txn 2 0
Ta2 0 2 0
T3 1 1 0
L=, 0 0
It |0 3 9
I 0 % 9 6
g 5 11 6
Ig 0 0 3
I 3 0 4
I 3 0 0 2
I3 3 0 1 3
Iy | 1 0 0 |

La interpretacién de los datos de esta matriz es la siguiente. Los elemen-
tos que aparecen en blanco son los pares de vértices que no son aristas del
grafo como en el algoritmo anterior, por ello los elementos que no aparecen
en blanco estan en la misma disposicién. En la implementacién real de esta
matriz, estos elementos tendrian un valor suficientemente alto codificando el
valor infinito. Estos elementos se han dejado en blanco para hacer mas legi-
ble la matriz. La interpretacién de este valor infinito es que inicialmente no
hay ningtin camino en el WT'S que conecte las transiciones correspondientes.

Por lo que respecta a los elementos de la matriz L que no aparecen
en blanco, por ejemplo L(Ti2,711) = 2/3, su interpretacién es que hay un
lugar en el WTS que conecta Ti2 con 171 (en este caso el lugar Piy) y
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que el camino elemental m = Tj2Py4T7; tiene marcado ponderado 2/3 (ya
que M (7, mg) = mo[Pi14]/W (T12, P1a) = 2/3). En consecuencia, la matriz L
tiene inicialmente tantos elementos finitos como lugares tiene el WTS. De
esta manera, la matriz L contiene toda la informacién sobre la estructura y
el marcado ponderado de los caminos elementales del WTS en el marcado
inicial. A partir de ella y del vector g es posible calcular, por medio del
algoritmo 4.28, el marcado ponderado de los caminos de menor marcado
ponderado entre cualesquiera dos transiciones del WT'S.

Al aplicar el algoritmo 4.28 a la matriz L y el vector g, se producen como
salida dos matrices L y B (L puede ser la misma matriz en la implementacién
real, aunque la interpretacién de sus datos es diferente a la que se ha hecho
antes). Aunque estas matrices son de tamano 16 x 16, para efectuar la
reduccién de las subredes producto del corte del WTS sélo interesan los
datos correspondientes a las transiciones de interfaz, es decir, son de tamano
8 X 8 en este caso.

Iy Ito 113 114 121 193 123 124 Iy Ivo I3 Iy4 1oy 129 123 Iog
i[o3 713 7100 IHi[1110001 1 1]
11250231334 I, |01 001111
113§101g%22 Is |1 0101111

L=I4 |33 0 034 3 3|B=I4|01011110
Iy |0 412 18 0 4 12 18 Iy |01 111010
I |00 2 400 2 % I» |1 0110101
Ly {110 2110 3 Iy |1 1011011
Iy 220022 00)] Iy|[11101101]

La interpretacién de estas matrices es la siguiente. La matriz L contiene
el marcado ponderado de los caminos de marcado ponderado minimo que
conectan dos transiciones de interfaz cualesquiera. Por ejemplo, el elemento
L(I11,I14) = 19/2 indica que el camino de marcado ponderado minimo en
el WTS que conecta la transicién I;; con la transicién I14 tiene un marcado
ponderado de 19/2. En este caso, un camino de marcado ponderado minimo
que conecta la transicién I;; con la transicién I14 es el formado por los
lugares P17P11P12P13P114.

Por lo que respecta a la matriz B, sus elementos son variables ldgicas,
es decir, sélo toman valores 0 y 1. Un elemento de valor 0, por ejemplo
B(I11, I14), indica que ningin camino de marcado ponderado minimo en el
WTS que conecta I;1 con I14 pasa por otras transiciones de interfaz, es decir,
en la reduccion de las subredes hace falta poner un lugar que conecte estas
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dos transiciones para resumir este conjunto de caminos que serd eliminado en
algunos sistemas agregados (ver definicién 4.33). Un elemento de valor 1, por
ejemplo B(I11, I13), indica que algin camino de menor marcado ponderado
en el WTS que conecta I1; con I13 pasa por otras transiciones de interfaz y
por el teorema 4.21 no hace falta poner un lugar implicito que resuma este ca-
mino porque serd implicito respecto a otros. En este caso, la matriz L indica
que el marcado ponderado minimo entre I11 e I13 es 7. Un camino de marca-
do ponderado minimo entre Ill [§] 113 esel m = IllB2I21H21I22H22123B5I13
que pasa por otras transiciones de interfaz, por lo que la reduccién de w
puede lograrse por medio de la reduccién de los caminos de menor marcado
ponderado de I11 a Is1, de Io; a Igg, de Iog a Iog y de Iog a Ih3.

En consecuencia, hay que poner tantos lugares implicitos como elementos
nulos tenga la matriz B. En este punto hay que notar que algunos de los
elementos nulos de B se corresponden con los lugares del corte o lugares
ya presentes en la red inicial. Obviamente no serd necesario duplicar estos
lugares. En este caso, de los 20 elementos nulos de B, 16 se corresponden con
lugares de la red inicial. Unicamente los elementos nulos de B subrayados
se corresponden con lugares que habria que anadir.

También es interesante en este caso notar que los elementos B(I12, I22)
y B(I13, I23) aparecen marcados con 1, es decir, se pueden eliminar. Por
otro lado estos elementos se corresponden con los canales By y Bg de la red
inicial. Esto quiere decir que estos canales ya son lugares implicitos en la red
inicial y que se podian haber eliminado desde el principio sin alterar el grafo
de alcanzabilidad ni las prestaciones del sistema. Pese a ello se mantendran
en los sistemas agregados para no confundir al lector y generar los sistemas
agregados preservando los lugares del corte.

Por lo tanto, la interpretacién de las matrices L y B de este ejemplo
senala que para reducir las subredes producto del corte son necesarios 4
lugares implicitos que conectan los pares de transiciones (I11, I14), (112, I14),
(I14,111) v (121, I24). Posteriormente se verd que al reducir los caminos de
maxima resistencia entre transiciones de interfaz sobra el lugar implicito que
conecta el par de transiciones (112, I14) ya que resulta ser implicito respecto a
los nodos que resumen los caminos de maxima resistencia. Por lo tanto, sélo
serd necesario anadir 3 lugares implicitos. El teorema 4.19 permite calcular,
a partir de la matriz L y el vector g, los pesos de los arcos de entrada y
salida de estos lugares y el marcado inicial necesario para hacerlos implicitos
(ver figura 7.8).

El siguiente paso consiste en calcular los caminos de maxima resistencia
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entre transiciones de interfaz del WTS. Estos caminos de resistencia maxima
permiten preservar en la reduccién de las subredes el grado de sincroniza-
cién interna de los caminos que se van a reducir debido a los pesos de los
arcos y eventualmente las marcas que puedan estar atrapadas debido a las
sincronizaciones en las transiciones. Los caminos de maxima resistencia se
reducen por medio de un camino que une las transiciones de interfaz forma-
do por una transicién inmediata y dos lugares implicitos. En el capitulo 4
esta parte se ha desarrollado por medio de dos algoritmos, uno que calcula
las resistencias maximas (el algoritmo 4.31) entre transiciones de interfaz y
otro que calcula los nodos necesarios para la reduccién de estos caminos (el
algoritmo 4.32).

El algoritmo 4.31 toma como entrada el grafo dirigido asociado al W'TS
que se quiere descomponer junto con la informacién del marcado ponderado
de los caminos elementales y el vector de ganancias relativas de las transi-
ciones. Toda esta informacién puede recogerse entre el vector g anterior y
la informacién de la estructura del W'TS en sus matrices de preincidencia y
postincidencia.

Al aplicar el algoritmo 4.31 al WTS en estudio, se producen como sa-
lida tres matrices R, K y L. La matriz R contiene el valor de la méxima
resistencia entre transiciones cualesquiera del WTS, la matriz K contiene la
informacién necesaria para conocer exactamente cudles son los nodos por los
que pasan los caminos de maxima resistencia y la matriz L es exactamente la
misma que la del algoritmo anterior aunque cambia su funcién a lo largo del
algoritmo. En este caso los elementos de L indican el marcado ponderado
que puede circular libremente por los caminos de maxima resistencia entre
transiciones cualesquiera del WT'S. Como se ha explicado en el capitulo 4,
el marcado ponderado no atrapado en un camino entre dos transiciones cua-
lesquiera de un W'TS coincide con el minimo marcado ponderado de todos
los caminos que unen las dos transiciones. Por ello la matriz L contiene
exactamente la misma informacién que la del algoritmo anterior. Este he-
cho hace posible la implementacion conjunta en la practica de los algoritmos
4.28 y 4.31. En esta memoria se ha preferido tratarlos por separado para
que sean mas faciles de exponer y a la vez mas legibles y comprensibles para
el lector.

Se procederd ahora a explicar en detalle el contenido de las matrices
R y K. En el WTS del ejemplo, la matriz R es de tamano 16 x 16 en
principio, pero para efectuar la reduccién de las subredes producto del corte
sélo interesan los datos correspondientes a las transiciones de interfaz, es
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decir, es de tamano 8 x 8 en este caso:

_111 Iio I13 114 121 1o 193 Ioy4

111036171%246
112%0215%32
Ilgé%()%é?ll
R=1I4|333 035233
Iy |2 61212 0 4 8 12
blga s g g02s
LR REEEE:
Dalyg s 1l 53 53535 0]

Los elementos de R permiten ilustrar la diferencia entre los conceptos de
resistencia y de resistencia estructural (ver la definicién 4.11 de resistencia
estructural). El elemento R(I21, ;1) = 2 indica que la méxima resistencia
entre la transicién Is; e I11 es 2. Si se observa la matriz K posterior se
puede ver que un camino de resistencia maxima entre Io; e I11 es el camino
elemental Io; B111; que tiene resistencia estructural 2 y marcado pondera-
do 0, es decir, su resistencia y resistencia estructural coinciden (no puede
tener marcas atrapadas que disminuyan la resistencia estructural).

Un ejemplo en el que la resistencia de un camino no es igual a su resis-
tencia estructural es el caso del elemento R (111, [14) = 11/2. Si se observa la
matriz K posterior se puede ver que un camino de resistencia maxima entre
I11 e I14 es el que pasa por las transiciones w = I11191T51T52T53T04124114.
La resistencia estructural de 7 es 6 y su marcado ponderado 10. Ahora, el
marcado ponderado minimo entre I; e I14 es L(I11,I14) = 19/2 (un camino
de marcado ponderado minimo entre 11 e I14 es I11T11T12T13T14114). Co-
mo 7 tiene mayor marcado ponderado que algin otro camino entre I17 e I14,
por el teorema 4.6, tiene parte de su marcado ponderado atrapado que
disminuye la resistencia del camino respecto a su resistencia estructural.
En este caso, 7 tiene 10 — 19/2 = 1/2 de su marcado ponderado atrapa-
do, que disminuye su resistencia respecto a su resistencia estructural hasta
6 —1/2=11/2 = R(I11, I14).

Por lo que respecta a la matriz K, contiene la informacién necesaria para
saber exactamente cudles son los caminos de maxima resistencia entre dos
transiciones cualesquiera del WTS. Esta informacién es necesaria para que el
algoritmo 4.32 pueda calcular los nodos necesarios para reducir los caminos
de méxima resistencia entre transiciones de interfaz del WTS. Aunque sélo
se necesita reducir los caminos de méxima resistencia entre transiciones de
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interfaz, estos caminos pueden pasar por cualquier transicién del WT'S, por
lo que es necesario tener en cuenta toda la matriz. En el ejemplo, la matriz K
es de tamano 16 x 16.

28 2 2T 8 88 3 8 2 3 83 F
N N N ENENRBNEENREESNSSNSNNNSNSS
T [0 0 2 3131313 13|/0 9 1516 9 13 13 13]
T1o 0 0 0 3131313 13|1 0 12 4 9 13 13 13
T3 2 0 0 0131313162 2 12 4 9 13 16 12
Th4 3 3 0 0131316 16(3 1212 0 9 13 16 12
T (13 1413 16/0 0 6 7|13 14 1516 14 6 7 8
T | 14 14 14 16|0 0 O 7 (14 14 1516 14 0 7 8
K:T23 15 14 15 16415 0 O 0|15 14 15 16 15 15 0 8
To4 |16 16 16 16|16 7 0 0|16 16 15 16 16 16 16 0O
I 0 10 2 1613 13 13 13|/ 0 14 15 16 0 13 13 13
I1s 2 0 2 3131313132 0 0 4 9 13 13 13
ILis 11010 0 3|13 13 13 16/10 0 0O O 9 13 16 12
Ly |11 11 11 0|13 13 16 16|11 11 0 0 9 16 16 O
Ir 9 14 9 16/0 5 6 7|0 141516 0 0 14 8
Iy (10 10 10 10/13 13 13 13|10 0 1516 0 O O 13
I>s [ 11 11 11 11|14 14 14 14|11 11 0 11 14 0 0 12
Ipgy [ 1512 12 12|15 15 8 0 (15 1212 0 1515 0 O |

La interpretacién de los elementos de la matriz K es la misma que se
puede observar en el algoritmo clasico de Floyd (ver [AHU83]) para el célculo
del camino de coste minimo entre cualesquiera dos vértices de un grafo
dirigido con pesos. Para conocer exactamente cudles son los caminos de coste
minimo que ha calculado el algoritmo es suficiente una matriz cuadrada de
tamafio el nimero de vértices del grafo en estudio (16 en este caso) cuyos
elementos son 0 o el indice de un determinado vértice. La numeracién de
los vértices en el WTS es el numero de fila o columna que tiene la etiqueta
del vértice en cuestién. Un elemento 0, por ejemplo K(I21,I11) indica que
el camino de maxima resistencia de Io; a 177 es elemental, es decir, que hay
un lugar que conecta Io; con I11 (B1) y que el camino Iz B11; es el camino
de mdxima resistencia de Iz; a I1; que ha calculado el algoritmo (puede
haber varios caminos de méxima resistencia). Un elemento distinto de 0,
por ejemplo K(I11, I13) = 15, indica que el camino de méxima resistencia de
111 a I3 no es elemental y que pasa por el vértice niimero 15, es decir, por Is.
En este caso, el camino de maxima resistencia de I;; a I;3 se descompone



280 7. Comparacién numérica de técnicas

en dos subcaminos; el camino de maxima resistencia de I;; a I»3 y el de
I>3 a I13. Recursivamente se van recorriendo todos los nodos de un camino
de méaxima resistencia de I1; a I13 y se obtiene el camino I71121199193113.

El dltimo célculo que hay que realizar es el de los nodos necesarios para
reducir los caminos de maxima resistencia. Esta tarea la realiza el algorit-
mo 4.32 que toma como entrada la matriz K de caminos de méxima resis-
tencia y el vector g de ganancias relativas entre transiciones. El algoritmo
recorre todos los nodos de todos los caminos de méxima resistencia entre
transiciones de interfaz y calcula los nodos necesarios para su reduccién. Se
ha intentado reducir al maximo el conjunto de nodos resultante, y por ello,
si el algoritmo detecta que un camino de maxima resistencia pasa por otra
transicién de interfaz, o si la reducciéon de un determinado camino puede
efectuarse con un unico lugar implicito, el algoritmo elimina estos nodos ya
que otros nodos previamente calculados o por calcular resumen el camino
en cuestién.

La salida del algoritmo 4.32 produce tres matrices E, D; y Dg de tamano
16 x 16 en principio, pero para efectuar la reduccién de las subredes pro-
ducto del corte sélo interesan los datos correspondientes a las transiciones
de interfaz, es decir, son de tamafno 8 x 8 en este caso.

Iyy Inp In3 Iyg Joy T2 23 I2g

IL[0OO0ODO0DO0DO0OO0O
I, [2 0030000
Ii; |0 0000000

E=1I4]000000 00
Iy |0 0000000
Iy |0 0000000
Ly |0 0000000
I,4 /0000000 0]

Los elementos de la matriz E pueden ser 0 o el indice de una transiciéon
del WTS. Un elemento no nulo de E, por ejemplo E(I12,111) = 2, es el
indice de la transicién del WTS (siguiendo la numeracién de la matriz K)
en la que el camino de maxima resistencia alcanza su resistencia estructural.
En este caso, la transicién de indice 2 es Ti9, indicando que el camino de
maéaxima resistencia de I1s a Iy1, que es el camino I19T79771111, alcanza su
resistencia estructural en la transicién Tjy. Para reducir este camino es
necesario preservar la transicién 773 como inmediata. Los elementos no
nulos de E se corresponderan siempre con transiciones internas de la misma
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subred a la que pertenezcan las transiciones de interfaz en estudio.

Los elementos nulos de E indican que no es necesario poner nodos para
la reduccién de los correspondientes caminos de méxima resistencia. Esta
situacién se puede deber a dos causas. La primera es que el camino en
cuestion pase por otra transicién de interfaz, de forma que su reduccién
se puede obtener por medio de la reduccién de subcaminos suyos (de es-
ta forma se reduce el nimero de nodos necesarios para la reduccién de las
subredes). Este es el caso de E(I11,I12) = 0, ya que un camino de maxima
resistencia de 117 a I1g es el 111151122112, que pasa por otras transiciones de
interfaz. Este camino se reduce por medio de las reducciones de sus sub-
caminos I11121, I21129 € I30119. La segunda situacién en la que se obtienen
elemento nulos de E ocurre cuando un camino alcanza su maxima, resisten-
cia estructural en la dltima transicién. En ese caso debe ser también un
camino de marcado ponderado minimo y por lo tanto ya se ha calculado
su resumen anteriormente. Es el caso de E(Ia1, I24) = 0, ya que un camino
de maxima resistencia de Is1 a Iy es el I1To1To9T53T94124, que alcanza su
maxima resistencia estructural en Io4. El lugar que resume este camino se
ha calculado en el algoritmo 4.28 entre la transicién Iz e 24 (el lugar Hog
de la figura 7.8).

Resumiendo, la matriz E del ejemplo indica que sélo es necesario poner
nodos para la reduccién de dos caminos de maxima resistencia. El resto de
caminos se puede reducir con estos o con los lugares implicitos calculados
con el algoritmo 4.28. Serdn necesarias dos transiciones inmediatas, que se
corresponden con las transiciones 119 y T13 de la red original.

Iyy Inz Iig Tug Doy T2 T2 Ipg Iny o Ing Tig Ioy oz I3 14
In|-—-—-—--=-- In|-—-——----=- -
I, |0 — =1 — — — — Ly |3 —— 53 — — — —
Ly |- — == — — — — Ly |- - - - —— — —

Di=Iy|--—-——-——-————=|Deg=I1y | — = = — = = — —
|- - --- - |- ——--=- - -
Ip | - = — = — = — — Ip | — = = = — — — —
Iy | - — = = — — — — Iy | — - - = — — — —
Iy | — == — — — — — | Iy | — = - —— — — —|

Las matrices Dy y D2 dan la informacién necesaria para conocer el mar-
cado inicial de los lugares que resumen los caminos de maxima resistencia.
Por lo tanto, sélo tienen sentido los elementos de D; y Dy para los que el
correspondiente elemento de E es no nulo. En el ejemplo, sélo tienen sentido
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los elementos de coordenadas (12, I11) y (I12, [14). El resto se han marcado
con guiones indicando que no es util su informacién. Como el resumen de
un camino de maxima resistencia se compone de dos lugares y una transi-
cién inmediata, este camino reducido se puede dividir en dos subcaminos
elementales. Los elementos de D; indican el marcado ponderado del primer
subcamino y los de Dy el marcado ponderado del segundo subcamino. Con
ayuda del vector g de ganancias relativas entre transiciones, aplicando el
teorema 4.19 es inmediato calcular los pesos de los arcos que conectan los
distintos nodos de un camino reducido. Una vez conocidos estos pesos, por
medio de los marcados ponderados de D; y Dy se obtienen los marcados
iniciales de los lugares del camino reducido.

Una vez desarrollados con el ejemplo en cuestién los cuatro algoritmos
de calculo de los nodos necesarios para reducir las subredes, es el momento
de reunir toda la informacién y saber cudntos nodos son necesarios para
reducir las subredes:

Segun la matriz B son necesarios 20 lugares para reducir los caminos de
minimo marcado ponderado. Estos se pueden dividir en:

e 6 canales By, By, Bs, Bs, By y Bs. Los canales By y Bg son implicitos
en la red original segin la matriz B, pero se pondran por coherencia
con los desarrollos tedricos.

e 10 lugares que ya estéan presentes en la red original y que no es necesario
duplicar; H;; coni=1,2y 1< j <5.

e 4 lugares nuevos que tendrédn las siguientes etiquetas (ver figura 7.8).

— Hig de I11 a I14. Como G(111,114) = % = %, por el teore-

ma 4.19, W(IH, H16) =1 y W(Hlﬁ, 114) = 2. Ademés, el marca-
do inicial es mo[Hlﬁ] = LW(IH, Hlﬁ)‘L(I]_l, I14)J = L1-19/2J =09.

— HyrdeIygalyy. W(lw, Hir) =2, W(Hy7,111) = 1, mg[Hy7] = 5.
Hi de 112 a _[14. (Ilg,Hi) = 3, W(Hia114) = 2, mo[Hﬂ = 8
- H26 de _[21 a I24. W(Igl, H26):1, W(H26,124):12, mo[HQG] :18

w
w

Por lo que respecta a los nodos que resumen los caminos de maxima
resistencia, segiin la matriz E hay 2 caminos que es necesario reducir, lo que
suponen 2 transiciones inmediatas y 4 lugares nuevos:
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e Camino de I3 a I1;. Transicién inmediata nueva t1a (réplica inme-
diata de Th2), lugares nuevos Hig, Hig. Por el teorema 4.19, como

G(Ilg,Tlg) = g((j;llj)) = 2 entonces W(Ilg,ng) =2 y W(ng,tlg) =
y por ser Dy (I12,111) = 0 entonces mg[Hig] = |W (12, Hig) - 0] =
Como G(Ti2,111) = g((ﬁlz)) =3, W(tio, Hig) = 3y W(Hg, I11) =

por ser Do(I12, I11) = §, mo[Hyg] = W (t12, Hig) - 3] = [3 - 3]

1,
2,y
4,

e Camino de I3 a [14. Transicién inmediata nueva ¢;3 (réplica inmediata
de T13), lugares nuevos H110, H111. W(Ilg, H110) = 1, W(Hllo, t13) =1
y mo[Hy1o] = 1; W(t13, Hi11) = 3, W(Hi11, I14) = 2 y mo[Hy11] = 5.

En este punto hay que notar que también es posible que un camino
reducido de méaxima resistencia entre dos transiciones de interfaz sea a la
vez de minimo marcado ponderado. Esto ocurre en el caso del camino de
Ii5 a I4. El minimo marcado ponderado entre estas dos transiciones es

L(L2, I4) = % y el camino reducido de méaxima, resistencia tiene marcado
ponderado % +mg[H110] = 2+1 = 2. En los desarrollos tedricos
no se ha tenido en cuenta esta posibilidad por no extender demasiado el
capitulo 4, pero es evidente que en estos casos se puede eliminar el lugar
implicito que resume el camino de menor marcado ponderado, ya que esta
informacién estd recogida también en el camino de maxima resistencia. Por
ello en el ejemplo actual, se puede eliminar el lugar H{ anterior (de ah{ la
notacién temporal elegida).

Si se anaden a la red original los nodos de la lista anterior se obtiene el
sistema extendido £S de la figura 7.8.

A partir del £S es inmediato construir los sistemas agregados. En las
figuras 7.9.a, 7.9.b y 7.9.c se pueden observar el £LS1, LS y BS correspon-
dientes al corte realizado en la red original. El LS tiene 10751 estados
alcanzables, el LS2 9256 y el BS 989.

La diferencia entre los tamafos de los grafos de alcanzabilidad de los
sistemas agregados en este experimento y los encontrados en el mismo ex-
perimento de [PJCS96b] se deben a una errata en este ultimo cometida
al calcular los marcados iniciales de algunos lugares implicitos. Ahora se
mejoraran las aproximaciones finales de throughput.

Para aproximar el throughput de las transiciones del W'T'S original basta
aplicar el algoritmo iterativo 4.38 a los sistemas agregados. Este algoritmo
es basicamente el mismo que el de MG’s. Se han realizado tres experimentos;
el primero poniendo las tasas de todas las transiciones a 1 (seméntica de un
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Figura 7.8: £S del WTS de la figura 7.7 (técnica de WTS’s).

solo servidor), el segundo poniendo tasa 10 a las transiciones de la primera
subred (la de la parte superior) y tasa 0.1 a las de la segunda subred (la de la
parte inferior) y el tercero poniendo tasas arbitrarias a todas las transiciones
(las mismas que en [PJCS96D)).

En el caso de MG’s todas las transiciones tienen el mismo throughput
pero en WTS’s no es asi. Sin embargo, por el teorema 4.9, el cociente
entre el throughput de dos transiciones cualesquiera de un WTS es igual al
cociente entre las ganancias relativas de las dos transiciones y en la técnica
de reduccién se preservan estas ganancias entre transiciones, por lo que es
suficiente con fijarse en el throughput de una transicién cualquiera. El error
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en tanto por ciento cometido en la aproximacién del throughput de cualquier
otra transicién serd el mismo.

LS, LS2

X(I1)| pan | p12 | pas | paa A | X(T21)| por | poo | mes | woa A

0.2448 |0.4630|0.0826 (0.0408 |0.5676|1.0145| 0.4274 |0.4575|0.2525{0.2140{0.1958|1.0523
0.2187(0.4078|0.0735|0.0365|0.4187(1.0323|0.4324 {0.4636|0.2559|0.2216|0.2150|1.0423
0.2168 |0.4028|0.0728(0.0361 |0.4086|1.0354 | 0.4333 |0.4647|0.2565(0.2220{0.2165|1.0418
0.2167(0.4025|0.0728|0.0361|0.4081|1.0355|0.4334 {0.4647|0.2565|0.2220|0.2166|1.0417
0.2167(0.4024|0.0728(0.0361 |0.4081|1.0355| 0.4334 |0.4647|0.2565(0.2220{0.2166|1.0417
X(I11) exacto: 0.217662 Error: -0.45%

Tabla 7.6: Aproximacién de X para Fig. 7.7. Tasas 1.0 (técnica WTS’s).

En la tabla 7.6 aparecen los resultados de la ejecucién del algoritmo
iterativo en el caso de tasas 1. En este caso, el throughput exacto de la
transicion I; de la red original es 0.217662. La tabla estd dividida en dos
partes encabezadas con £LS1 y LS9 en las que se recogen los resultados del
estudio de cada sistema de bajo nivel y la correspondiente visita al BS. En
cada LS; se calcula el throughput de una transicién de referencia del mismo
(normalmente I;;) y las utilizaciones de las transiciones de interfaz de la
subred N; presente en el LS; teniendo en cuenta sélo nodos de BS(columnas
encabezadas con p;;). Esta informacién se utiliza en el BS para encontrar,
por medio de un factor de escala A, nuevas aproximaciones de las tasas
de disparo de las transiciones de interfaz de £S;. En estas condiciones, la
nueva tasa de la transicién de interfaz I;; serd AX(I;;)/pi;. Estas nuevas
tasas no se incluyen en la tabla para no aumentar su tamano. En cada fila
de la tabla aparecen los resultados de cada iteracién del algoritmo, hasta
alcanzar la convergencia. En la ultima fila de la tabla aparece a la izquierda
el throughput exacto de la transicion de referencia en la red original y a la
derecha el error de la aproximacién. En este caso se observa que se alcanza la
convergencia en 5 iteraciones, obteniendo una aproximacién de throughput
de 0.216682 por lo que el error en la aproximacién final es del —0.45%.

El siguiente experimento se ha realizado poniendo tasas de diferentes
o6rdenes de magnitud entre las transiciones de una subred y las de la otra.
En este caso se ha puesto tasa 10 a las 8 transiciones de la parte superior
y 0.1 a las 8 transiciones de la parte inferior. Como se vio en MG’s, en
estas condiciones el algoritmo converge en menos iteraciones y el error de
la aproximacién es despreciable. En la tabla 7.7 aparecen los resultados de
la ejecucion del algoritmo iterativo en este experimento. En este caso, el
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LS LS2
X(I11)| p1n H12 H13 Hi4 A | X(I21)| por H22 H23 24 A
0.0399 [0.0040{0.0013|0.0007|0.2429(1.0118|0.0554 |0.6568 0.3415|0.2232|0.2990|1.0409
0.0277 10.0028|0.0009|0.0005|0.1095(1.5438| 0.0554 |0.6571{0.3416|0.2233|0.3002|1.0396
0.027710.0028|0.0009|0.0005|0.1093 |1.5438| 0.0554 |0.6571|0.3416 {0.2233(0.3002|1.0396
0.0277 10.0028|0.0009|0.0005|0.1093|1.5746| 0.0554 |0.6572(0.3416|0.2233|0.3002|1.0396
X (I11) exacto: 0.027686 Error: +0.02%

Tabla 7.7: Aproximacién de X para Fig. 7.7. Tasas 10 en N7 y 0.1 en Ny
(técnica de WTS’s).

throughput exacto de la transiciéon I;; de la red original es 0.027686. La
leyenda de la tabla es la misma que la de la anterior. El algoritmo converge
en 4 iteraciones, obteniendo una aproximacion de throughput de 0.027692
por lo que el error en la aproximacién final es del +0.02%.

El ultimo experimento se ha realizado poniendo a todas las transiciones
tasas elegidas al azar. En concreto las tasas de las transiciones siguiendo el
orden de izquierda a derecha primero y de arriba a abajo después son: 2, 3,
2,3,6,3,2,4,10,8,2,4,4, 6,8y 5. En la tabla 7.8 aparecen los resultados
de la ejecucion del algoritmo iterativo en este experimento. En este caso,
el throughput exacto de la transicién I;; de la red original es 0.778787.
La leyenda de la tabla es la misma que la de las anteriores. El algoritmo
converge en 5 iteraciones, obteniendo una aproximacién de throughput de
0.777055 por lo que el error en la aproximacién final es del —0.22%.

LS, LSo

X(I11)| pi1 ©12 n13 H14 A | X(I21)| por U222 n23 24 A

0.8091 |0.8276|0.0949|0.0674|0.6525(1.0388| 1.5125 |0.1741{0.1690|0.2379|0.1205|1.1279
0.7803 |0.7939|0.0897|0.0650|0.5583|1.0523| 1.5461 |0.1785(0.1735|0.2516|0.1355|1.1067
0.777510.7881|0.0893|0.0648 |0.5459(1.0541| 1.5531 |0.1795(0.1744|0.2534|0.1377|1.1042
0.777110.7873|0.0893|0.0648 |0.5445|1.0544 | 1.5540|0.1796|0.1745|0.2536(0.1379|1.1040
0.7771 10.7872|0.0893|0.0648 |0.5443|1.0544| 1.5541 |0.1796 {0.1745|0.2536|0.1379|1.1039
X (I11) exacto: 0.778787 Error: -0.22%

Tabla 7.8: Aproximacién de X para Fig. 7.7. Tasas variables (técnica de
WTS’s).

Hasta ahora, en esta seccién se han desarrollado tres experimentos de
aproximacion de throughput de las transiciones de un WTS empleando la
técnica de descomposiciéon y reducciéon desarrollada en el capitulo 4 y que
opera a nivel de red. Como en el capitulo 6 se han desarrollado tres técnicas
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de descomposicién y reduccién aplicables a cualquier red de Petri, se van a
realizar ahora los mismos experimentos con estas tres técnicas para poder
comparar los resultados.

La red de partida es la misma de la figura 7.7 asi como el corte elegido.
La diferencia de la técnica anterior con las que se van a aplicar ahora resi-
de en los sistemas agregados generados en la descomposiciéon y reduccion.
Para aplicar la primera técnica general es necesario calcular un conjunto de
lugares implicitos de acuerdo con la técnica desarrollada en [CDS99] (ver
seccién 6.2.2). Estos lugares implicitos resumen el comportamiento interno
de las subredes producto del corte. Sin entrar en detalles sobre su calculo, el
algoritmo 6.6 da como resultado que son necesarios 24 lugares estructural-
mente implicitos, que conectan cada transicién de interfaz con el resto de las
transiciones de interfaz de la misma subred. Por medio del algoritmo 2.60 se
calculan los marcados iniciales de cada lugar para hacerlo implicito. Poste-
riormente se ha reducido la cantidad de lugares implicitos eliminando los que
resultan ser implicitos respecto a otros (célculo realizado para este ejemplo
en concreto y no con una técnica general). El resultado es que para reducir
la primera subred (la de la parte superior) son necesarios 7 lugares implicitos
y 6 para la segunda subred (la de la parte inferior). Si se afiaden a la red
original los nodos de la lista anterior se obtiene el sistema extendido £S de
la figura 7.10.

A partir del £S es inmediato construir los sistemas agregados. En las
figuras 7.9.a, 7.9.b y 7.9.c se pueden observar el LS1, LS y BS correspon-
dientes al corte realizado en la red original. Los tamanos del espacio de
estados de cada sistema agregado dependen de la técnica general empleada.
Si se aplica la primera técnica general (seccién 6.3), que calcula en cada
sistema agregado la componente fuertemente conexa del grafo de alcanzabi-
lidad que contiene al marcado inicial, el £LS; tiene 10751 estados alcanzables,
el £LS2 9256 y el BS 989. En este ejemplo estos grafos de alcanzabilidad son
los mismos que los que se obtenian con la técnica de WT'S’s (en general pue-
de no ser asi). Pese a esta coincidencia, los resultados numéricos pueden no
coincidir, ya que al utilizar distintos conjuntos de nodos en la reduccién de
las subredes, en los LS; hay diferencias en la estimacion de las utilizaciones
de las transiciones de interfaz, lo que motiva cambios al aplicar el algoritmo
numérico de aproximacion de throughput.

Si se aplica la segunda técnica general (seccién 6.5), que consigue pro-
yecciones exactas del sistema original sobre los nodos preservados en cada
sistema agregado (algoritmos 6.33 y 6.39), entonces se obtienen sistemas
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Figura 7.10: £S del WTS de la figura 7.7 (técnicas generales).

agregados cuyos grafos de alcanzabilidad tienen 10093 estados el de LS,
8966 el de LS5 v 911 el de BS. Estos sistemas agregados no tienen ningun
marcado alcanzable espurio, lo que demuestra que los sistemas agregados
obtenidos con las técnicas anteriores si los tienen, incluso preservando las
resistencias maximas entre transiciones de interfaz (cosa que ya se habia
adelantado en el capitulo 4).

Por 1ltimo, si se aplica la tercera técnica general (seccién 6.6), que elimi-
na agregaciones inadecuadas de estados no conectados por transiciones in-
ternas de subredes (algoritmos 6.33 y 6.42), entonces se obtienen los mismos
sistemas agregados que con la segunda (en este ejemplo). Esto quiere decir
que en este ejemplo no hay agregaciones inadecuadas de estados. Ademas
se puede anticipar que los resultados numéricos con las técnicas generales
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Figura 7.11: (a) L£S1, (b) LS2 y (c) BS del WTS de la figura 7.7 (técnicas

generales).
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2 y 3 seran exactamente los mismos, al no haber ninguna variacién en el
algoritmo numérico. Por ello, sélo se aplicard una de las dos técnicas, por
ejemplo la segunda.

Para aproximar el throughput de las transiciones del WTS original basta
aplicar el algoritmo iterativo 6.43 a los sistemas agregados. Se han realizado
los mismos tres experimentos que con la técnica de WTS’s, para compa-
rar resultados. El primero poniendo las tasas de todas las transiciones a 1
(seméntica de un solo servidor), el segundo poniendo tasa 10 a las transi-
ciones de la primera subred (la de la parte superior) y tasa 0.1 a las de la
segunda subred (la de la parte inferior) y el tercero poniendo tasas arbi-
trarias a todas las transiciones (las mismas que en [PJCS96b]). Estos tres
experimentos se realizardn con las técnicas generales 1 y 2 (la técnica 3 da
lo mismos resultados que la 2).

LS1 LS2

X(I11)| p11 | mpiz | p13 | pig XA | X(T21)| po1 | mpoz | m23 | poa A

0.2448 10.4630|0.0826 (0.0408 0.5204{1.0089 | 0.4271 |0.4571|0.2524{0.2179(0.2037|1.0470
0.2178 10.4055|0.0732|0.0363|0.3821(1.0256|0.4319 |0.4629(0.2556|0.2233|0.2195|1.0397
0.2163 |0.4016|0.0726|0.0361|0.3759(1.0278| 0.4325 |0.4636 |0.2560|0.2235|0.2203|1.0395
0.2163 10.4014|0.0726 (0.0360|0.3757|1.0278| 0.4325 |0.4637|0.2560(0.2235(0.2204|1.0395
0.2163 [0.4014|0.07260.0360|0.3757(1.0278| 0.4325 |0.4637|0.2560|0.2235|0.2204|1.0395
X (I11) exacto: 0.217662 Error: -0.64%

Tabla 7.9: Aproximacién de X para Fig. 7.7. Tasas 1.0 (técnica general 1).

En la tabla 7.9 aparecen los resultados de la ejecucién del algoritmo itera-
tivo en el caso de tasas 1 con la primera técnica general (la de la seccién 6.3).
El throughput exacto de la transiciéon I;; de la red original es 0.217662 y
la leyenda de la tabla es la misma que en anteriores experimentos. En este
caso se observa que se alcanza la convergencia en 5 iteraciones, obtenien-
do una aproximacién de throughput de 0.216261 por lo que el error en la
aproximacién final es del —0.64%.

En la tabla 7.10 aparecen los resultados en el caso de tasas 1 con la
segunda o tercera técnica general (las de las secciones 6.5 y 6.6). En este
caso se observa que se alcanza la convergencia en 4 iteraciones, obtenien-
do una aproximacién de throughput de 0.215806 por lo que el error en la
aproximacion final es del —0.85%.

En la tabla 7.11 aparecen los resultados de la ejecucién del algoritmo
iterativo en el caso de tasas de diferentes érdenes de magnitud (10 para
las transiciones de la primera subred y 0.1 para las de la segunda) con la
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LS1 LS2
X(I11)| p1n ©12 H13 Hi4 A | X(T21)| por 22 K23 H24 A
0.2448 10.4630|0.0826 (0.0408 0.4146|1.0045| 0.4269 |0.4568|0.2524{0.1248{0.2182|1.0271
0.2162(0.3994|0.0726|0.0360/0.3351(1.0151|0.4315 {0.4624|0.2554|0.1264|0.2241|1.0262
0.2158 {0.3985|0.0725]|0.0360|0.3342(1.0155|0.4316 |0.4626|0.2554|0.1265|0.2243|1.0262
0.2158 |{0.3984|0.0724|0.0360|0.3342(1.0154|0.4316 {0.4626 |0.2554|0.1265|0.2243|1.0262
X (I11) exacto: 0.217662 Error: -0.85%

Tabla 7.10: Aproximacién de X para Fig. 7.7. Tasas 1.0 (técnicas generales
2y3).

LS, LS2
X(I11)| par | pie | pis | pia A [ X(T21)| por | moz | mes | poa A
0.0399(0.0040|0.0013{0.0007|0.1258|1.0000| 0.0554 |0.6567|0.3415{0.2233{0.3001|1.0397
0.027710.0028|0.0009|0.0005|0.0550{1.1999| 0.0554 {0.6569(0.3416|0.2233|0.3003|1.0394
0.0277(0.0028|0.0009(0.0005|0.0550{1.2256| 0.0554 |0.6570|0.3416 {0.2233|0.3003|1.0394
0.027710.0028|0.0009|0.0005|0.0550(1.2256| 0.0554 {0.6570(0.3416|0.2233|0.3003|1.0394
X(I11) exacto: 0.027686 Error: +0.01%

Tabla 7.11: Aproximacién de X para Fig. 7.7. Tasas 10 en N7 y 0.1 en N>
(técnica general 1).

primera técnica general (la de la seccién 6.3). El throughput exacto de la
transicién I1; de la red original es 0.027686. En este caso se observa que
se alcanza la convergencia en 4 iteraciones, obteniendo una aproximacién

de throughput de 0.027689 por lo que el error en la aproximacién final es
del +0.01%.

LS1 LS2
X(I11)| pun ©12 H13 H14 A | X(T21)| por 22 K23 H24 A
0.0399 {0.0040{0.0013|0.0007|0.0061|1.0000| 0.0554 {0.6567|0.3415|0.1605|0.3003|1.0312
0.027710.0028|0.0009|0.0005|0.0041{1.0000| 0.0554 {0.6567|0.3415|0.1605|0.3003|1.0312
0.0277(0.0028|0.0009|0.0005|0.0041{1.0000| 0.0554 |0.6567|0.3415{0.1605|0.3003|1.0312
X (I11) exacto: 0.027686 Error: 0.00%

Tabla 7.12: Aproximacién de X para Fig. 7.7. Tasas 10 en N7 y 0.1 en N>
(técnicas generales 2 y 3).

En la tabla 7.12 aparecen los resultados del experimento analogo con la
segunda o tercera técnica general (las de las secciones 6.5 y 6.6). En este caso
se alcanza la convergencia en 3 iteraciones, obteniendo una aproximacién de
throughput de 0.027686, alcanzando el throughput exacto (error 0.00%).
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LS LS2

X(I11)| p1n H12 H13 Hi4 A | X(I21)| por H22 H23 24 A

0.8091 |0.8276|0.0949|0.0674|0.6370(1.0348|1.5116 |0.1740(0.1691|0.2404|0.1229|1.1235
0.7798 10.7928|0.0896|0.0650|0.5377(1.0478| 1.5445 |0.1783(0.1735|0.2544|0.1386|1.1014
0.776710.7867|0.0892|0.0647|0.5256 |1.0498 | 1.5517 |0.1793|0.1744|0.2560(0.1408|1.0991
0.7763 |0.7860|0.0892|0.0647|0.5243|1.0500| 1.5525 |0.1794(0.1745|0.2562|0.1410|1.0989
0.7763 |0.7859|0.0892|0.0647|0.5242|1.0500| 1.5525 |0.1794|0.1745|0.2562(0.1410|1.0989
X (I11) exacto: 0.778787 Error: -0.32%

Tabla 7.13: Aproximacién de X para Fig. 7.7. Tasas variables (técnica
general 1).

El ultimo experimento se ha realizado poniendo a todas las transiciones
tasas elegidas al azar (las mismas que en el experimento andlogo con la
técnica de WTS’s). Las tasas de las transiciones siguiendo el orden de
izquierda a derecha primero y de arriba a abajo después son: 2, 3, 2, 3,
6, 3, 2, 4, 10, 8, 2, 4, 4, 6, 8 y 5. En la tabla 7.13 aparecen los resultados
de la ejecuciéon del algoritmo iterativo en este experimento por medio de la
primera técnica general (la de la seccién 6.3). El throughput exacto de la
transiciéon I;; de la red original es 0.778787. En este caso se observa que
se alcanza la convergencia en 5 iteraciones, obteniendo una aproximacion
de throughput de 0.776283 por lo que el error en la aproximacién final es
del —0.32%.

LS, LSo
X(I11)| p1r | pi2 | pis | pia X [ X(I21)| por | mpoz | mo3 | poa A
0.8091 |0.8275|0.0949(0.06740.5066|1.0164 | 1.5068 |0.1733|0.1694{0.1412(0.1422|1.0457
0.7749 10.7770|0.0889|0.0646 | 0.4493|1.0308 | 1.5464 |0.1786(0.1741|0.1456|0.1506|1.0424
0.774210.7753|0.0888(0.0645|0.4474|1.0312| 1.5483 |0.1788|0.1743{0.1458(0.1509|1.0423
0.7742 10.7753|0.08880.0645|0.4473(1.0313| 1.5484 |0.1788(0.1743|0.1458|0.1509|1.0423
X (I11) exacto: 0.778787 Error: -0.59%

Tabla 7.14: Aproximacién de X para Fig. 7.7. Tasas variables (técnicas
generales 2 y 3).

En la tabla 7.14 aparecen los resultados del experimento analogo con la
segunda o tercera técnica general (las de las secciones 6.3 y 6.3). En este
caso se observa que se alcanza la convergencia en 4 iteraciones, obtenien-
do una aproximacién de throughput de 0.774189 por lo que el error en la
aproximacion final es del —0.59%.

A modo de resumen, la tabla 7.15 presenta los resultados finales obteni-
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Tasas 1 Tasas 10,0.1 Tasas variables
Técnica Aprox |It| Error| Aprox |It Error| Aprox |It| Error
WTS’s 0.216682 | 5 |-0.45% | 0.027692 | 4 | +0.02% | 0.777055 | 5 |-0.22%
General 1 0.216261 | 5 |-0.64% | 0.027689 | 4 | +0.01% | 0.776283 | 5 | -0.32%
General 2,3 |0.215806 | 4 |-0.85% | 0.027686 | 3 | 0.00% | 0.774189| 4 |-0.59%
X(I11) exacto|0.217662 0.027686 0.778787

Tabla 7.15: Comparacién de técnicas para el WTS de la Fig. 7.7.

dos en los 9 experimentos realizados con el WTS de la figura 7.7. En cada
fila aparecen los resultados de cada técnica empleada con sus tres experimen-
tos variando las tasas. Para cada experimento se muestra el valor final de
la aproximacion del throughput de la transicion I11, el nimero de iteracio-
nes que ha necesitado el algoritmo numérico para converger y el error de la
aproximacién. En la iltima fila se indican los valores exactos del throughput
dependiendo de las tasas que se han utilizado en cada caso.

Se puede observar que en este ejemplo no hay grandes diferencias en las
aproximaciones obtenidas con cualquiera de las técnicas empleadas. Esto
no quiere decir que de igual emplear una u otra en WTS’s. Se ha decidido
seguir con este ejemplo, porque fue desarrollado para aplicar los conceptos de
ganancia, resistencia y marcado ponderado. En ese momento no se habian
desarrollado las técnicas generales del capitulo 6.

En este ejemplo no se obtienen diferencias importantes entre las distintas
técnicas debido a una serie de factores. Por un lado, dentro de las subredes
producto del corte no hay caminos con elevada resistencia interna respecto a
su ganancia. Esto motiva que la técnica general 1 de resultados aceptables.
En general, esta técnica no preserva la resistencia de los caminos, lo que
puede provocar errores muy grandes en WTS’s incluso muy sencillos (ver
caso de la figura 4.3). Por otro lado, en este caso no hay agregaciones
inadecuadas de estados no conectados por transiciones internas del WT'S,
lo que provoca que los resultados obtenidos con las técnicas generales 2 y 3
sean los mismos, cuando hay ejemplos incluso sencillos de que esto no es asi
en general (ver caso de la figura 6.2).

Las diferentes aproximaciones obtenidas entre la técnica de WTS’s y la
primera técnica general, pese a que se parte de los mismos sistemas agrega-
dos, se deben a que en la técnica de WTS’s la estimacion de las utilizaciones
de las transiciones de interfaz es mas realista que la utilizada en la primera
técnica general.

Cuando se ponen tasas de diferentes 6rdenes de magnitud entre las dis-
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tintas subredes la convergencia del algoritmo numérico es muy rapida y el
error muy pequenio. Este hecho tiene su sentido ya que la subred de tasas
més bajas es la que ralentiza todo el sistema y el LS; que la contenga tiene
unas prestaciones muy parecidas a la red original. No importa si la reduc-
cién de la otra subred es buena o no, porque la que domina la velocidad
total de la red es la subred lenta.

En cuanto al nimero de iteraciones, las técnicas generales 2 y 3 con-
vergen aproximadamente en una iteracién menos debido a que los sistemas
agregados con los que se opera tienen el funcionamiento mas parecido al
sistema original que puede conseguirse a nivel de espacio de estados.

7.3 DSSP’s

Esta seccion se va a dedicar al estudio de dos ejemplos de aproximaciéon de
throughput de las transiciones de DSSP’s tomados de [PJCS96¢, PJCS96a).
A un DSSP se le pueden aplicar varias técnicas de descomposicién y re-
duccién de las desarrolladas en esta memoria. Obviamente se le pueden
aplicar las técnicas del capitulo 5 que estaban desarrolladas precisamente
para DSSP’s, basadas en las reducciones total o parcial de algunas de las
SM’s que componen el DSSP. Y también es posible aplicar las tres técnicas
del capitulo 6 que estaban desarrolladas para poderse aplicar a cualquier
red de Petri. Se aprovechard esta seccién para comparar los resultados que
se obtienen con las 5 técnicas de descomposicién y reduccién aplicadas a la
misma red original.

El primer ejemplo, tomado de [PJCS96¢| es un modelo de un sistema
de fabricacién cuyo esquema aparece en la figura 7.12. Este sistema puede
fabricar dos tipos de productos (A y B). Dependiendo del tipo de producto
a fabricar, la materia prima tiene que seguir distintos caminos en el siste-
ma, pasando por distintas maquinas hasta su elaboracién final y salida del
sistema. La salida del sistema se produce también por distintos puntos de-
pendiendo del tipo de producto. De esta manera, el producto de tipo A es
manufacturado por las maquinas 1 y 2 y el de tipo B por las méaquinas 1,
3 y 4. Cada midquina necesita una cantidad minima de los subproduc-
tos de entrada para poder operar. Estas cantidades minimas se modelan
con el nimero de soportes necesarios para transportarlas. Por ejemplo, la
maquina 1 necesita dos soportes de materia prima para poder trabajar, la
miquina 2 necesita 3 soportes, etc. La materia prima entra en el sistema
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Materia prima

Figura 7.12: Sistema de fabricacién.

por la maquina 1 y los productos finales dejan el sistema por las maquinas 2
(producto de tipo A) y 4 (producto de tipo B).

Se va a aproximar el funcionamiento temporal del sistema en términos
de la velocidad de produccién de cada tipo de producto, en funcién del
numero de soportes disponibles para el transporte interno de los distintos
subproductos.

El funcionamiento del sistema de la figura 7.12 puede modelarse por
medio de la red de la figura 7.13. En esta red, el comportamiento interno de
cada maquina del sistema se modela con una SM. Por ejemplo, las maquinas
1 y 2 estdn modeladas por las SM’s cuyos nodos tienen etiquetas F;;, I;;,
T;j y t;j con ¢ = 1,2. Las maquinas 3 y 4 estdn modeladas por las dos SM’s
cuyos nodos tienen etiquetas del tipo P3j, Isj, T3; y t3; (la maquina 3 del
sistema se corresponde con la SM de la parte inferior derecha de la red de
la figura7.13 y la méquina 4 con la de la parte superior derecha).

Los lugares con etiquetas {Bi}fz1 modelan las cintas de transporte entre
maquinas del sistema. Estos lugares seran los canales del sistema. En par-
ticular, el canal By contiene n marcas, que es el nimero total de soportes
disponibles en el sistema. Este serd el parametro del estudio. Para que el
sistema sea vivo son necesarios por lo menos 10 soportes, es decir, n > 10.
Los pesos de los arcos que conectan transiciones de las SM’s con los canales
modelan el nimero de soportes que necesita una maquina del sistema para
trabajar.
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Figura 7.13: DSSP que modela el sistema de la figura 7.12.

El resultado de modelar el sistema de fabricacién produce en este caso
un DSSP formado por 4 SM’s que estan conectadas entre si por medio de 4
canales. Ademds, el objetivo del estudio es calcular la velocidad a la que el
sistema es capaz de fabricar los productos de tipo A y B. Estas velocidades
se pueden medir en términos de los throughput de las transiciones I»; para el
producto de tipo A e I33 para el producto de tipo B. Por lo tanto, es posible
emplear las técnicas desarrolladas en los capitulos 5 y 6 para aproximar el
throughput de las transiciones de un DSSP.

Por lo que respecta a la evolucién temporal de la red, las tasas de dis-
paro de las transiciones aparecen en la tabla 7.16. En ella aparecen tanto
las transiciones temporizadas como las inmediatas. En el caso de las tran-
siciones inmediatas, el valor hay que interpretarlo como el peso asociado al
disparo de la misma.

Como el estudio se va a realizar en funcién del nimero n de soportes
disponibles en el sistema, el tamano de los grafos de alcanzabilidad de la
red original y de los distintos sistemas agregados es una funcién de n. Por
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Tasa | Transiciones
1.0 | I13, Is2, T4, T31, t12, to1, ta1, t33
3.0 | Lo, I21, Toa, T32, t11

4.0 | T2, T33

5.0 | I1, I32, I33, T21, T35, t22, t32, t3a
7.0 | Ta

10.0 | I3

Tabla 7.16: Tasas de las transiciones del DSSP de la Fig. 7.13.

ello, se desarrollara en detalle el proceso de descomposicién y reduccién para
n = 17 y después se pondrén los resultados obtenidos para otros valores del
parametro.

El grafo de alcanzabilidad de esta red tiene (para n = 17) 242448 esta-
dos. Se ha elegido como corte el formado por los 4 canales, efectuando una
descomposicién de la red original en 3 subredes (N1, N2 y A3). La subred N
(la de la parte central) estd formada por las transiciones internas temporiza-
das {Tli}?:p las transiciones internas inmediatas ¢11 y 12, las transiciones
de interfaz {I1;}3_; y los lugares internos { P;}?_; v {Hy;}?_,. La subred N
(la de la parte superior izquierda) estd formada por las transiciones inter-
nas temporizadas {Tgi}le, las transiciones internas inmediatas t91 y to2, las
transiciones de interfaz I»; e oo y los lugares internos {Pgi}?zl y Hop. La
subred N3 (la de la parte derecha) estd formada por las transiciones inter-
nas temporizadas {T3;}7_;, las transiciones internas inmediatas {t3;};_;, las
transiciones de interfaz {I3;}3_; y los lugares internos {P3;}?_; y H3;. Se ha
cambiado de nuevo la notacién de algunos lugares internos (etiquetas H;
en vez de Pj;) porque luego resultaran ser lugares implicitos necesarios pa-
ra resumir el comportamiento de las subredes, es decir, se ha tomado una
notacién tal que mantenga las etiquetas de los lugares implicitos.

La primera técnica que se va a aplicar es la de reduccién parcial de
SM’s (técnica desarrollada en detalle en la seccién 5.2). En esta técnica
los sistemas agregados se componen de las reducciones parciales de ciertas
SM’s y se mantienen los canales y las transiciones de entrada y salida de
los mismos. Por lo tanto, es necesario calcular las reducciones parciales de
cada SM. Esta reducciones pueden realizarse localmente, asi que se detallara
la reduccién de una SM cualquiera, por ejemplo la correspondiente a la
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méquina 1 del sistema de fabricaciéon. Para el resto se dara el resultado final
de la reduccién. Para efectuar las reducciones es necesario conocer los pesos
asignados a cada transicién inmediata de la red original, ya que estos pesos
son los que resuelven los conflictos internos de las SM’s y permiten conocer
las probabilidades de encaminamiento entre sus transiciones (definicién 5.2).
Estos pesos también aparecen en la tabla 7.16.

La reduccién de SM’s se realiza por medio de los algoritmos 5.5 y 5.6.
El primero calcula las probabilidades de ramificacidon entre transiciones ob-
servables (las transiciones de interfaz) y el segundo calcula la estructura de
la SM reducida.

El algoritmo 5.5 toma como entrada la matriz de probabilidades de en-
caminamiento entre transiciones temporizadas de la SM en cuestién. La SM
correspondiente a la maquina 1 del sistema de fabricacién tiene 6 transicio-
nes temporizadas, de las cuales 3 son observables. Por lo tanto, teniendo
en cuenta los pesos de las transiciones inmediatas t17 y t12, la matriz P de
probabilidades de encaminamiento de la SM es:

Iy Iyo 13111 T12 T3

i [0 2 0[0 & 07

I, |0 0 0|0 O 1
P= I3 0 0 0|1 0 O
Ti1 1 0 0j]0 0 O

Tio {0 0 1({0 0 O

Tis LO O 01 0 O]

La interpretacién de esta matriz es la siguiente. El elemento P(i,j) es
la probabilidad de que en la SM después del disparo de la transicién de
indice i sea la transicién de indice j la que se sensibiliza (con la resolucién
de conflictos por medio de transiciones inmediatas este hecho equivale a
que la siguiente transicién en dispararse serd la de indice j). Por ejemplo,
P(I11,I12) = 3/4 indica que después del disparo de I;; hay una probabi-
lidad 3/4 de que se sensibilice I13. Se han ordenado las transiciones tem-
porizadas de la SM de forma que aparezcan primero las observables, para
facilitar la implementacién del algoritmo 5.5.

Al aplicar el algoritmo 5.5 a la matriz P, se produce como salida una
matriz Q con las probabilidades de ramificacién entre transiciones observa-
bles (Q puede ser la misma matriz que P en la implementacién real, aunque
la interpretacién de sus datos es diferente a la que se ha hecho antes). Esta
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Figura 7.14: (a) Una SM y (b) su reduccién parcial.

matriz Q es de tamano 3 x 3 en este caso ya que la SM tiene 3 transiciones
observables.

I1 Iio I13

Q= Lu [0 2 1
Iis 1 0 0

L3 [ 1 0 O

La interpretacién de los elementos de esta matriz es la siguiente. El
elemento Q(7,j) es la probabilidad de que en la SM, después del dispa-
ro de la transiciéon observable de indice ¢, sea la transicién observable de
indice j la siguiente transicién observable que se sensibiliza. Por ejemplo,
Q(I11,I13) = 1/4 indica que después del disparo de la transicién observa-
ble I;; hay una probabilidad 1/4 de que la siguiente transicién observable
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que se sensibilice sea I12 (aunque para ello es necesario que se dispare pre-
viamente la transicién interna Tp2). La matriz Q contiene lo que se ha
denominado en la memoria como probabilidades de ramificacién entre tran-
siciones observables, para distinguirlas de las anteriores probabilidades de
encaminamiento.

El siguiente paso consiste en aplicar el algoritmo 5.6 a la matriz Q, dando
como resultado la SM reducida parcialmente. En la figura 7.14 puede verse la
SM original y la reducida por medio de los algoritmos anteriores. Notar que
los pesos asociados a las transiciones inmediatas de la SM reducida vienen
dados por la matriz Q (en este caso coinciden con las de igual etiqueta en
la SM original).

Una vez expuesta la reduccién parcial de una SM, se procede de la misma
manera, con las otras SM’s del DSSP, obteniéndose las reducciones parciales
de todas las SM’s. Con las SM’s reducidas es posible generar directamente
los sistemas agregados. Sin embargo, por similitud con el resto de la memo-
ria, se va a construir un sistema extendido £S y a partir de él los sistemas
agregados. El sistema extendido es el formado a partir de la red original,
anadiendo el conjunto de nodos necesario para la reduccién de cada SM. Co-
mo algunos de los lugares que resultan del calculo de las SM’s reducidas ya
estan en la red original, no se duplican. En la figura 7.15 puede observarse
el sistema extendido correspondiente a la red de la figura 7.13.

A partir del £S es inmediato construir los sistemas agregados. En las
figuras 7.16.a, 7.16.b, 7.17.a y 7.17.b se pueden observar el LS1, LS2,
LS3 y BS correspondientes al corte realizado en la red original. El £LS;
tiene (para n = 17) 12348 estados alcanzables, el LS 14049, el LS5 46594
y el BS 5849.

Para aproximar el throughput de las transiciones del DSSP original basta
aplicar el algoritmo iterativo 5.23 a los sistemas agregados. Se han realizado
multiples experimentos variando el valor del pardmetro n. Se va a dar el
resultado detallado de las iteraciones del algoritmo iterativo en el cason = 17
y para el resto de casos simplemente el valor final de la aproximacién y el
error cometido.

En el caso de DSSP’s, a diferencia del caso de MG’s, no todas las tran-
siciones tienen el mismo throughput. Pero por el teorema 5.9, las ratios
de visita de las transiciones de un DSSP (throughput relativos) quedan de-
terminadas por las conexiones entre SM’s y la resolucién de los conflictos
internos de las SM’s. En la técnica de reduccién se preservan estas ratios de
visita por lo que, al igual que en WTS’s, es suficiente conocer el throughput
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Figura 7.15: £S del DSSP de la figura 7.13 (reduccién parcial).

de una transicion cualquiera para conocer los de las demds. El error en
tanto por ciento cometido en la aproximaciéon del throughput de cualquier
otra transicidn sera el mismo.

LS1 LSs LS3
X)) | N | XTa) | X [ X | X
0.610332|1.002251|0.286059|1.053280|0.057211|1.158418
0.5877081.017473]0.293559|1.049884|0.058712|1.158418
0.587289|1.017553|0.293643|1.049856|0.058728|1.154018
0.587284|1.017553|0.293642|1.049856|0.058729|1.154018
X (I21) exacto: 0.294443 Error: -0.27%

Tabla 7.17: Aproximacién de X para Fig. 7.13 (n = 17, reduccién parcial).

En la tabla 7.17 aparecen los resultados de la ejecucién del algoritmo
iterativo en el caso de n = 17. En este caso, el throughput exacto de
la transicién Is; de la red original (que modela la tasa de produccién del
producto de tipo A en el sistema de fabricacién) es 0.294443. La tabla
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Figura 7.16: (a) £LS1 y (b) LS2 de la figura 7.13 (reduccién parcial).
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Figura 7.17: (a) £LS3 y (b) BS de la figura 7.13. (reduccién parcial).
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estd dividida en tres partes encabezadas con LS, LS vy LS3 en las que
se recogen los resultados del estudio de cada sistema de bajo nivel y la
correspondiente visita al BS. En cada LS; se calcula el throughput de
la transicion de interfaz I;1. En este caso se han eliminado de la tabla las
utilizaciones de las transiciones de interfaz de la subred N; presente en el LS;
para reducir el tamafo de la tabla, pero el algoritmo sigue haciendo calculos
con ellas. Por lo que respecta al estudio del BS, se indica el factor de escala A
que permite la actualizaciéon de las tasas de disparo de las transiciones de
interfaz de L£S;. Estas nuevas tasas no se incluyen en la tabla para no
aumentar su tamano. En cada fila de la tabla aparecen los resultados de
cada iteracién del algoritmo, hasta alcanzar la convergencia. En la ultima
fila de la tabla aparece a la izquierda el throughput exacto de la transicién
de referencia en la red original y a la derecha el error de la aproximacion.
En este caso se observa que se alcanza la convergencia en 4 iteraciones,
obteniendo una aproximacion de throughput de 0.293642 por lo que el error
en la aproximacidn final es del —0.27%.

Se han realizado otros experimentos con diferentes valores del pardme-
tro n (nimero de soportes disponibles en el sistema). En vez de poner una
tabla similar a la anterior para cada uno, se van a reunir las principales
caracteristicas de cada experimento en la siguiente tabla.

Marcados alcanzables X(T21) X(T21) % Error

n | Original LS LSo LS3 BS Exacto Aprox.
10 40092 2058 1932 8696 956 | 0.247962 | 0.245527 -0.982
11 55608 2832 2763 11734 1319 | 0.262604 | 0.260446 -0.822
12 74868 3798 3834 15444 1774 | 0.272949 | 0.271174 -0.650
13 98304 4980 5181 19898 2333 | 0.280018 | 0.278563 -0.520
14 126348 6402 6840 25168 3008 | 0.285181 | 0.283951 -0.431
15 159432 8088 8847 31326 3811 | 0.289048 | 0.287991 -0.366
16 197988 | 10062 | 11238 38444 4754 | 0.292068 | 0.291153 -0.313
17 242448 12348 14049 46594 5849 | 0.294443 | 0.293642 -0.272
18 293244 | 14970 | 17316 55848 7108 | 0.296345 | 0.295641 -0.238
19 350808 | 17952 | 21075 66278 8543 | 0.297880 | 0.297258 -0.209
20 415572 | 21318 | 25362 77956 | 10166 | 0.299131 | 0.298580 -0.184
21 487968 | 25092 | 30213 90954 | 11989 | 0.300156 | 0.299665 -0.164
22 568428 | 29298 | 35664 | 105344 | 14024 | 0.301001 | 0.300564 -0.145
23 657384 | 33960 | 41751 | 121198 | 16283 | 0.301700 | 0.301314 -0.128
24 755268 | 39102 | 48510 | 138588 | 18778 | 0.302282 | 0.301942 -0.112
25 862512 | 44748 | 55977 | 157586 | 21521 | 0.302767 | 0.302463 -0.100

Tabla 7.18: Aproximaciones para diversos valores de n (reduccién parcial).

Esta tabla contiene, para cada experimento, el valor del pardmetro n, el
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nimero de marcados alcanzables de la red original y de los sistemas agrega-
dos, los valores exacto y aproximado del throughput de la transicién I2; y el
error en tanto por ciento cometido en la aproximacién. De esta forma puede
compararse el tamano del espacio de estados de la red original con los de
los sistemas agregados. Por otro lado puede compararse el valor exacto del
throughput de la transicién de referencia con el valor de su aproximacién
y el error cometido. Puede verse que en este DSSP, al aumentar el valor
del pardametro, la calidad de la aproximacién mejora. Ademas, en todos los
casos se obtienen errores inferiores al 1% sobre el valor exacto, lo que es
bastante aceptable para una técnica de aproximacién.

Ahora se va a realizar el estudio de la misma red aplicando otra técnica
de descomposicién y agregacién. De esta forma se podrdn comparar los
resultados obtenidos con las distintas técnicas. La segunda técnica que se
va a aplicar es la de reduccién total de SM’s (desarrollada en detalle en la
seccién 5.3). Como esta técnica no puede aplicarse a cualquier SM de cual-
quier DSSP, se utilizard en los casos en los que las SM’s sean totalmente
reducibles. Para el resto de SM’s, se seguird utilizando la técnica de re-
duccién parcial. Por lo tanto, es necesario estudiar qué SM’s del DSSP son
reducibles totalmente a una unica transicién y cudles no.

Para que una SM en un DSSP sea totalmente reducible a una tdnica
transicién (ver definicién 5.16) debe cumplir las propiedades P1 y P2 que
estan enunciadas en las propiedades 5.13 y 5.15 respectivamente.

La primera propiedad da una caracterizacién algebraica en términos del
rango de una matriz para que la SM tenga un Unico comportamiento exterior
observable en los canales de entrada y salida de la SM, independientemente
de su evolucién interna. Esta propiedad es necesaria para poder calcular los
pesos de los arcos que conectardn la transicién resumen con los canales, si
la SM resulta ser totalmente reducible.

La segunda propiedad asegura que en cualquier evolucién interna de la
SM, ésta toma todas las marcas de los canales de entrada antes de depositar
marcas en los canales de salida. De esta forma, el funcionamiento exterior
de la SM se asemeja al disparo de una transicion en una red de Petri y se
podra realizar la reduccién.

Un ejemplo de SM totalmente reducible es el de la SM que modela a la
maquina 2 del sistema de fabricacién (la que tiene nodos de etiquetas Ps;,
Hy;, Iy, To; y to;). La matriz C* que se define en la propiedad 5.13 es la
restriccién de la matriz de incidencia del DSSP a los lugares y transiciones
de la SM, a la que se le anaden las filas correspondientes a los canales de
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entrada y salida de la misma (separadas por lineas horizontales). En este

caso se tiene:

C*

191 Ioo T51 Tho Tog Toy tor too
1-1 1

1-1

1-1

1

1

-1-1

Los elementos que aparecen en blanco son 0. Se dejan en blanco para
aumentar la legibilidad de la matriz. Como rank(C*) =7 = |Pspq|, la SM
cumple la propiedad P1. Ademds, es evidente que la SM toma las marcas del
canal de entrada B; antes de depositar las marcas en el canal de salida B,
por lo que cumple la propiedad P2. En consecuencia, la SM correspondiente
a la maquina 2 del sistema de fabricacion es totalmente reducible a una inica
transicién.

Puede observarse, que para cualquier t-semiflujo x de la SM, se cumple
que C*[Bg] - x = —C*[Bj] - x lo que indica que en la transicién tsaq que
reduce a la SM los pesos de los arcos que conectan By y By con tsag son
iguales. Ademads, de acuerdo con la propiedad P2, el lugar inicialmente
marcado es Ha; y también es el unico lugar bloqueado (por ser lugar de
salida de una transicién con canales de salida). Cualquier camino en la
SM de Hs; que recorra todas las transiciones con canales de entrada sin
atravesar de nuevo Hs; toma 3 marcas de B; por lo que el peso del arco
W (B1,tsm) = 3, es decir, W (tsaq, B2) = 3. Por lo tanto, se tiene calculado
el vector de incidencia de la transiciéon resumen tspq.

En la figura 7.18 puede verse la SM original y la reducida totalmente.
Como la reduccién es posible o no dependiendo de las conexiones de la SM
con los canales, se incluyen también en las figuras estos canales de entrada
y salida.

Un ejemplo de SM que no es totalmente reducible a una transicion, es el
de la SM que modela a la maquina 1 del sistema de fabricacién (la que tiene
nodos de etiquetas Py;, Hy;, I1;, Th; y t1;). La matriz C* es en este caso:
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Figura 7.18: (a) Una SM en un DSSP y (b) su reduccién total.

Iy Iyo I13 Ty Ti2 T3 By 12
Py T 1-1 1 :
Py | -1 1
Pi3 —1 1
Py 1 —1

C* = Pi5 —1 1

Hy | 1 —1-1
Hqo —1 1
By | -2
B 2
B3 2

Los elementos que aparecen en blanco son 0. Se dejan en blanco para
aumentar la legibilidad de la matriz. Como rank(C*) = 8 y |Psm| = 7,
la SM no cumple la propiedad P1. Puede observarse que la SM tiene dos
t-semiflujos distintos con diferente efecto en los canales. Los posibles efectos
son (—2By,+2Bj1) o (—2B3,+2By) dependiendo de que se dispare ¢11 0 t12.
En consecuencia, la SM no es totalmente reducible a una tnica transicidn.
Para esta SM se seguird empleando la técnica de reduccién parcial de SM’s.
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Completando el estudio de las 4 SM’s del DSSP, se tiene que las SM’s
que modelan el comportamiento interno de las maquinas 2, 3 y 4 del sistema
de fabricacién son totalmente reducibles a una transicién, mientras que la
SM que modela el de la maquina 1 no lo es.

Una vez expuesta la técnica de reduccién total de SM’s en un DSSP,
se van a construir los sistemas agregados. En este caso no tiene sentido
hablar de sistema extendido como en el resto de técnicas de esta memoria,
ya que hay ciertas transiciones de interfaz que desaparecen en el proceso (ver
figura 7.18). Por lo tanto se construirdn directamente los sistemas agregados.
Esto no afecta al algoritmo numérico de aproximacion ya que éste opera con
los sistemas agregados y no con el sistema extendido.

En las figuras 7.19.a, 7.19.b, 7.20.a y 7.20.b se pueden observar el LS,
LS2, LS3 y BS correspondientes al corte realizado en la red original em-
pleando la técnica de reduccién total de SM’s. El LS tiene (para n = 17)
5769 estados alcanzables, el £LSo 10722, el LS3 29774 y el BS 2772. Se
puede observar (ver tabla 7.18) que para el mismo valor de n = 17 se obtie-
nen sistemas agregados con menos estados alcanzables, debido a la mayor
agregaciéon de algunas de las SM’s.

Para aproximar el throughput de las transiciones del DSSP original basta
aplicar el algoritmo iterativo 5.23 a los nuevos sistemas agregados. Se han
realizado los mismos experimentos que con la técnica anterior.

LS1 LS LS3
X)) | A | X)) ] N | XTz) | X
0.610510(1.001182{0.285909(0.937957|0.057159|1.033333
0.585532|1.013457|0.292107{0.944990|0.058421|1.033333
0.584544(1.013601 {0.292257(0.945191|0.058452|1.029733
0.584521|1.013601{0.292259(0.945191|0.058452|1.029733
X (I21) exacto: 0.294443 Error: -0.74%

Tabla 7.19: Aproximacién de X para Fig. 7.13 (n = 17, reduccién total).

En la tabla 7.19 aparecen los resultados de la ejecucién del algoritmo
iterativo paran = 17. En este caso, el throughput exacto de la transicién Io;
de la red original (tasa de produccién del producto de tipo A) es 0.294443.
La leyenda de la tabla es la misma que con la técnica anterior. Para cada LS;
se da el throughput de la transicién de interfaz de referencia (;;) y el factor
de escala encontrado en el estudio del BS para actualizar las tasas de disparo
de las transiciones de interfaz de LS;. En cada fila de la tabla aparecen los
resultados de cada iteracién del algoritmo, hasta alcanzar la convergencia.
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Figura 7.19: (a) £LS1 y (b) LS2 de la figura 7.13. (reduccién total).
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Figura 7.20: (a) £LS3 y (b) BS de la figura 7.13. (reduccién total).
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En la dltima fila de la tabla aparece a la izquierda el throughput exacto
de la transicién de referencia en la red original y a la derecha el error de
la aproximacién. En este caso se observa que se alcanza la convergencia
en 4 iteraciones, obteniendo una aproximacién de throughput de 0.292259
por lo que el error en la aproximacién final es del —0.74%. Por lo tanto ha
aumentado el error de la aproximacién respecto al mismo caso de la técnica
anterior. Este hecho se debe a la mayor reducciéon de las subredes en los
sistemas agregados. La ventaja es que al operar con espacios de estados
mas pequenos, el algoritmo iterativo acaba antes. El precio a pagar es la
ligera pérdida de precisién.

El resto de experimentos con otros valores de n se recogen en la siguiente
tabla:

Marcados alcanzables X(T21) X(T21) | % Error
n | Original LS LSo LS3 BS Exacto Aprox.
10 40092 1296 1776 6352 616 | 0.247962 | 0.241717 -2.519
11 55608 1689 2469 8348 804 | 0.262604 | 0.257078 -2.104
12 74868 2154 3327 | 10734 | 1027 | 0.272949 | 0.268345 -1.687
13 98304 2697 4368 | 13546 | 1288 | 0.280018 | 0.276172 -1.373
14 126348 3324 5610 | 16820 | 1590 | 0.285181 | 0.281889 -1.154
15 159432 4041 7071 | 20592 | 1936 | 0.289048 | 0.286198 -0.986
16 197988 4854 8769 | 24898 | 2329 | 0.292068 | 0.289585 -0.850
17 242448 5769 | 10722 | 29774 | 2772 | 0.294443 | 0.292259 -0.742
18 293244 6792 | 12948 | 35256 | 3268 | 0.296345 | 0.294418 -0.650
19 350808 7929 | 15465 | 41380 | 3820 | 0.297880 | 0.296173 -0.573
20 415572 9186 | 18291 | 48182 | 4431 | 0.299131 | 0.297615 -0.507
21 487968 | 10569 | 21444 | 55698 | 5104 | 0.300156 | 0.298807 -0.449
22 568428 | 12084 | 24942 | 63964 | 5842 | 0.301001 | 0.299799 -0.399
23 657384 | 13737 | 28803 | 73016 | 6648 | 0.301700 | 0.300630 -0.355
24 755268 | 15534 | 33045 | 82890 | 7525 | 0.302282 | 0.301328 -0.316
25 862512 | 17481 | 37686 | 93622 | 8476 | 0.302767 | 0.301917 -0.281

Tabla 7.20: Aproximaciones para diversos valores de n (reduccién total).

De la misma forma que con la técnica de reduccién parcial, al aumentar
el valor del pardametro n, la calidad de la aproximacién mejora. En general,
puede observarse que los sistemas agregados obtenidos con la técnica de
reduccién total de SM’s tienen espacios de estados mas pequenos que los
obtenidos con la técnica de reduccién parcial de SM’s. En cuanto a las
aproximaciones obtenidas son ligeramente peores con esta ultima técnica.
En cualquier caso, los errores obtenidos con las dos técnicas son inferiores
al 3% en esta red, lo que es aceptable para una técnica de aproximacion.

El tnico paso que falta para acabar el estudio de este ejemplo consiste
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en aplicar las técnicas de descomposicién del capitulo 6 y comparar los re-
sultados que se obtengan con los de las técnicas anteriores. Por lo tanto, se
van a realizar ahora los mismos experimentos anteriores con las tres técnicas
generales para poder comparar los resultados. En este punto conviene ade-
lantar que los sistemas agregados que se obtienen con cualquiera de las tres
técnicas generales en este ejemplo son los mismos, por lo que es suficiente
aplicar una de ellas, por ejemplo la primera (seccién 6.3). Las aproximacio-
nes que se obtienen con las otras dos técnicas generales son exactamente las
mismas ya que operan con los mismos sistemas agregados y con el mismo
algoritmo numérico.

La red de partida es la misma de la figura 7.13, asi como el corte elegido.
Para aplicar la primera técnica general es necesario calcular un conjunto de
lugares implicitos de acuerdo con la técnica desarrollada en [CDS99] (desa-
rrollada en la seccién 6.2.2). Estos lugares implicitos resumen el compor-
tamiento interno de las subredes producto del corte. Sin entrar en detalles
sobre su célculo, el algoritmo 6.6 da como resultado que son necesarios 6
lugares estructuralmente implicitos marcados (MSIP’s), dos de ellos ya pre-
sentes en la red original. Por lo tanto sélo son necesarios 4 lugares MSIP para
resumir el comportamiento de las subredes. Por medio del algoritmo 2.60
se calculan los marcados iniciales de cada lugar para hacerlo implicito. Si
se anaden a la red original los lugares implicitos calculados se obtiene el
sistema extendido £S de la figura 7.21. Notar que es muy parecido al sis-
tema extendido obtenido con la técnica de reduccién parcial (figura 7.15).
El dnico cambio consiste en la reduccién de la SM que modela la primera
méquina del sistema de fabricacién. El resto de SM’s resultan reducidas de
la misma forma.

A partir del £S es inmediato construir los sistemas agregados. En
las figuras 7.22.a, 7.22.b, 7.23.a y 7.23.b se pueden observar el LS, LS3,
LS3 y BS correspondientes al corte realizado en la red original empleando
la primera técnica general de reduccién. Para n = 17, el LS, tiene 12348
estados alcanzables, el LSo 10072, el LS3 33072 y el BS 4172. Se puede
observar que para el mismo valor de n = 17 se obtienen sistemas agregados
con tamanos de espacios de estados menores o iguales que los obtenidos con
la técnica de reduccién parcial y mayores o iguales (excepto LS2) que los de
la técnica de reduccién total.

El hecho de que las tres técnicas generales produzcan los mismos sistemas
agregados quiere decir que estos sistemas agregados no contienen ningin
marcado alcanzable espurio (ver seccién 6.5 con el desarrollo de la segunda
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Toa

Figura 7.21: £S del DSSP de la figura 7.13 (técnicas generales).

técnica general) y que tampoco hay agregaciones inadecuadas de estados no
conectados por transiciones internas (ver seccién 6.6 con el desarrollo de la
tercera técnica general).

Para aproximar el throughput de las transiciones del DSSP original basta
aplicar el algoritmo iterativo 6.43 a los nuevos sistemas agregados. Se han
realizado los mismos experimentos que con la técnica anterior.

LS, LSy LS3
X)) | AN | X)) | N | X)) | X
0.610332|1.000769|0.290211|1.060939|0.058042|1.157040
0.588627|0.996831(0.294181|1.059102|0.058836 {1.157040
0.588410|0.996754|0.294204|1.059102|0.058841|1.157040
0.588410{0.996754(0.294204|1.059102|0.058841 {1.157040
X (I21) exacto: 0.294443 Error: -0.08%

Tabla 7.21: Aproximacién de X para Fig. 7.13 (n = 17, técnicas generales).

En la tabla 7.21 aparecen los resultados de la ejecucién del algoritmo
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Figura 7.22: (a) £LS1 y (b) LS de la figura 7.13. (técnicas generales).
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Figura 7.23: (a) £LS3 y (b) BS de la figura 7.13. (técnicas generales).
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iterativo en el caso de n = 17. En este caso, el throughput exacto de la
transicién I2; de la red original (tasa de produccién del producto de tipo A)
es 0.294443. La leyenda de la tabla es la misma que con las técnicas ante-
riores. Para cada L£S; se da el throughput de la transicién de interfaz de
referencia (I;1) y el factor de escala encontrado en el estudio del BS para ac-
tualizar las tasas de disparo de las transiciones de interfaz de £S;. En cada
fila de la tabla aparecen los resultados de cada iteracién del algoritmo, hasta
alcanzar la convergencia. En la tltima fila de la tabla aparece a la izquierda
el throughput exacto de la transicién de referencia en la red original y a la
derecha el error de la aproximacion. En este caso se observa que se alcanza
la convergencia en 4 iteraciones, obteniendo una aproximacién de through-
put de 0.294204 por lo que el error en la aproximacién final es del —0.08%.
Por lo tanto, las técnicas generales ofrecen en este ejemplo menor error en
la aproximacién que las técnicas anteriores de reduccién parcial o total de
SM’s. Las diferencias numéricas se deben a las diferencias en la reduccién
de las subredes, que se traducen en diferencias en las estimaciones de las
utilizaciones de las transiciones de interfaz de cada subred. Por otro lado, la
mejora en la aproximacién no se ha hecho a costa de aumentar significativa-
mente el tamano de los espacios de estados de los sistemas agregados, por lo
que se puede concluir que, en este caso, los mejores resultados se obtienen
con las técnicas generales.

El resto de experimentos con otros valores de n se recogen en la tabla 7.22

Marcados alcanzables X(T21) X(T21) % Error

n | Original LS1 LS2 LS3 BS Exacto Aprox.
10 40092 2058 1462 6444 714 | 0.247962 | 0.245970 -0.803
11 55608 2832 2068 8616 976 | 0.262604 | 0.261075 -0.582
12 74868 3798 2842 11252 1302 | 0.272949 | 0.271908 -0.381
13 98304 4980 3808 14400 1700 | 0.280018 | 0.279323 -0.248
14 126348 6402 4990 18108 2178 | 0.285181 | 0.284692 -0.171
15 159432 8088 6412 22424 2744 | 0.289048 | 0.288678 -0.128
16 197988 | 10062 8098 27396 3406 | 0.292068 | 0.291777 -0.100
17 242448 12348 10072 33072 4172 | 0.294443 | 0.294204 -0.081
18 293244 | 14970 | 12358 39500 5050 | 0.296345 | 0.296143 -0.068
19 350808 | 17952 | 14980 46728 6048 | 0.297880 | 0.297707 -0.058
20 415572 | 21318 | 17962 54804 7174 | 0.299131 | 0.298978 -0.051
21 487968 | 25092 | 21328 63776 8436 | 0.300156 | 0.300024 -0.044
22 568428 | 29298 | 25102 73692 9842 | 0.301001 | 0.300882 -0.040
23 657384 | 33960 | 29308 84600 | 11400 | 0.301700 | 0.301595 -0.035
24 755268 | 39102 | 33970 96548 | 13118 | 0.302282 | 0.302190 -0.030
25 862512 | 44748 | 39112 | 109584 | 15004 | 0.302767 | 0.302683 -0.028

Tabla 7.22: Aproximaciones para diversos valores de n (técnicas generales).
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Figura 7.24: DSSP con SM’s totalmente reducibles.

De la misma forma que con la técnicas anteriores, al aumentar el valor
del pardmetro n, la calidad de la aproximacién mejora. En general puede
observarse que los sistemas agregados obtenidos con las técnica generales de
reduccién tienen espacios de estados de tamano intermedio entre los obte-
nidos con las técnicas anteriores. En cuanto a las aproximaciones obtenidas
son ligeramente mejores que las obtenidas con las técnicas anteriores.

El ejemplo que se ha desarrollado hasta ahora en esta seccién corres-
pondia a un DSSP en el que las SM’s eran lo suficientemente grandes como
para obtener una reduccién significativa del espacio de estados por medio
de la técnica de reduccién parcial de SM’s. El siguiente ejemplo que se va a
desarrollar en lo que queda de seccién es el de un DSSP compuesto por pe-
quenias SM’s muy conectadas entre si. El ejemplo estd tomado de [PJCS96a]
y es el de la figura 7.24.

Es un DSSP compuesto por 8 SM’s (cada una incluida en una elipse
gris) y muchos canales conectando entre si las SM’s. La mayor parte de las
transiciones temporizadas tienen algin canal de entrada o salida, de forma
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Tasa | Transiciones

1.0 | #11, t12, to1, t22, to3, t24
2.0 | L, In2, Th4, To1, Ts
3.0 | T1s, T17, T23, To4, Tog
4.0 | Iy, T13, Tis, T210

5.0 | Thg, T2, To¢, To7

8.0 | Tig, Tos

10.0 | I11, T11, T12

Tabla 7.23: Tasas de las transiciones del DSSP de la Fig. 7.24.

que la técnica de reduccién parcial de SM’s (seccién 5.2), al mantener este
tipo de transiciones, no conseguiria una reduccién significativa del espacio
de estados. Por lo tanto, en un ejemplo como éste no tiene sentido aplicar
la técnica de reduccién parcial de SM’s. Si que se pueden aplicar el resto
de técnicas disponibles para DSSP’s, esto es, la técnica de reduccién total
(seccidn 5.3) y las técnicas generales de reduccién (capitulo 6). Por lo tanto
se aplicaran estas técnicas y se obtendra una nueva comparacion entre ellas.

Con cada técnica se realizardn tres experimentos; uno con todas las tasas
de disparo de todas las transiciones a 1, otro con tasas de diferentes érdenes
de magnitud entre las transiciones de las distintas subredes y otro con tasas
elegidas al azar. Esta tasas estan en la tabla 7.23.

El grafo de alcanzabilidad de esta red tiene 57288 estados. Se ha elegido
como corte el formado por los canales By y Bs, efectuando una descomposi-
cién de la red original en 2 subredes (N7 y N2). La subred N; (la de la parte
izquierda) estd formada por las transiciones internas temporizadas {Tu}?:l,
las transiciones internas inmediatas t17 y t12, las transiciones de interfaz
I11 e I12 y los lugares internos {Ph-}?:l. La subred N (la de la parte dere-
cha) estd formada por el resto de los nodos (descontando también los canales
de corte).

La primera técnica que se va a aplicar es la de reduccién total de SM’s.
Como en el ejemplo anterior ya se ha explicado en detalle cémo funciona
la técnica, aqui se va a dar directamente el resultado de la agregacién. En
este caso todas las SM’s son totalmente reducibles a una sola transicién. Si
se testean las propiedades P1 y P2 de las propiedades 5.13 y 5.15 se puede
observar que la SM generada por las transiciones Tha, Tos, Toy, Tos, to1 y too
en principio no cumple la propiedad P2 debido al marcado inicial que tiene.
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Figura 7.25: (a) Reduccién total de SM’s de la figura 7.24 y (b) £S del WT'S
de (a) (técnica de WTS’s).

Sin embargo, si el marcado inicial estuviera en Psg si que la cumpliria.
Como este marcado también es alcanzable en el DSSP (sin modificar el
marcado inicial del resto de lugares) se puede concluir que esta SM también
es totalmente reducible.

El resultado de agregar las 8 SM’s a una unica transicién produce la red
de la figura 7.25.a. Este esqueleto tiene estructura de WTS por lo que se
puede aplicar ahora la técnica de reduccién de WTS’s del capitulo 4 para
reducir todavia en mayor grado las subredes del DSSP. Se ha mantenido el
corte inducido por el DSSP en el WTS para saber qué subredes del WT'S es
necesario reducir. Tampoco se detallard el computo de los nodos necesarios
para reducir estas subredes del WT'S porque ya se ha explicado en el ejemplo
de la seccién 7.2. Estos nodos se pueden ver en la figura 7.25.b. (son los que
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Figura 7.26: (a) £LS1 y (b) £S2 de la figura 7.24. (reduccién total).
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Figura 7.27: BS de la figura 7.24 (reduccién total).

tienen arcos de entrada y salida discontinuos).

Por lo tanto se esta en condiciones ya de generar los sistemas agregados
correspondientes a la descomposicion efectuada en el DSSP de partida. En
este caso no tiene sentido hablar de sistema extendido ya que hay ciertas
transiciones de interfaz que desaparecen en el proceso (ver figura 7.25). Por
lo tanto se construiran directamente los sistemas agregados. Esto no afecta
al algoritmo numérico de aproximacién ya que éste opera con los sistemas
agregados y no con el sistema extendido.

En las figuras 7.26.a, 7.26.b y 7.27. se pueden observar el LS1, LS2 y BS
correspondientes al corte realizado en la red original empleando la técnica
de reduccién total de SM’s junto con la de reduccion de WTS’s. El LS,
tiene 6854 estados alcanzables, el LSo 1885, y el BS 133.

Para aproximar el throughput de las transiciones del DSSP original basta
aplicar el algoritmo iterativo 5.23 a los nuevos sistemas agregados. Ahora
se van a dar los resultados que se han obtenido para los tres experimentos
que se querian realizar.

LS LSs
X)) | A | X)) | A
0.090540(1.139683|0.039450|1.401732
0.079954|1.142390|0.040013|1.396328
0.080022|1.142410|0.040011|1.396328
0.080022|1.142410|0.040011|1.396328
X(I11) exac: 0.079497 Err: +0.66%

Tabla 7.24: Aproximacién de X para Fig. 7.24. Tasas 1.0.
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En la tabla 7.24 aparecen los resultados de la ejecuciéon del algoritmo
iterativo en el caso de tasas 1.0 para todas las transiciones de la red origi-
nal. En este caso, el throughput exacto de la transicién I1; de la red original
es 0.079497. La leyenda de la tabla es la misma que en el ejemplo anterior.
Se observa que en este caso el algoritmo converge en 4 iteraciones, obtenien-
do una aproximacién de throughput de 0.080022 por lo que el error en la
aproximacion final es del +0.66%.

,651 »CS2
X)) | A [ Xz | A
0.077193(1.004778(0.011771|1.001127
0.023542(0.984712(0.011771|1.001170
0.023542(0.984712(0.011771|1.001170
X(I11) exac: 0.023542 Err: 0.0%

Tabla 7.25: Aproximacién de X para Fig. 7.24. Tasas 100.0 en N7 y 0.1
en Ns.

En la tabla 7.25 aparecen los resultados de la ejecuciéon del algoritmo
iterativo en el caso de tasas de diferentes 6rdenes de magnitud entre las
distintas subredes producto del corte. En concreto se ha puesto tasa 100 a
las transiciones de la subred N; (la de la parte izquierda) y 0.1 a las de la
subred N (la de la parte derecha). En este caso, el throughput exacto de
la transicién I7; de la red original es 0.023542. Se observa que el algorit-
mo converge en 3 iteraciones, obteniendo una aproximacién de throughput
de 0.023542 por lo que se ha alcanzado la solucién exacta. Como en ante-
riores ejemplos con otras clases de redes, cuando el corte separa subredes
de diferentes velocidades, el algoritmo converge en menos iteraciones y la
aproximacion es practicamente exacta.

LS LS2
X)) | X | XT21) | A
0.274443(1.079778(0.124975|1.399735
0.253229(1.083789(0.126695|1.393013
0.253374(1.083789(0.126687|1.393013
0.253373(1.083789(0.126687|1.393013
X(I11) exac: 0.253419 Err: -0.02%

Tabla 7.26: Aproximacién de X para Fig. 7.24. Tasas de la tabla 7.23.

En la tabla 7.26 aparecen los resultados de la ejecuciéon del algoritmo
iterativo en el caso de tasas elegidas al azar (las de la tabla 7.23). En este
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Figura 7.28: £S del DSSP de la figura 7.24 (técnicas generales).

caso, el throughput exacto de la transicién I de la red original es 0.253419.
Se observa que el algoritmo converge en 4 iteraciones, obteniendo una apro-
ximacién de throughput de 0.253373 por lo que el error en la aproximacién
final es del —0.02%.

Ahora se van a comparar los resultados de estos tres experimentos con
los que se obtienen empleando las técnicas generales de reducciéon. La red
de partida es la misma de la figura 7.24, asi como el corte elegido. Para
aplicar la primera técnica general es necesario calcular un conjunto de lu-
gares implicitos de acuerdo con la técnica desarrollada en [CDS99] (ver sec-
cién 6.2.2). Sin entrar en detalles sobre su célculo, el algoritmo 6.6 da como
resultado que son necesarios 4 lugares estructuralmente implicitos marcados
(MSIP’s), dos de ellos ya presentes en la red original. Por lo tanto, sélo son
necesarios 2 lugares MSIP para resumir el comportamiento de las subredes.
Por medio del algoritmo 2.60 se calculan los marcados iniciales de cada lugar
para hacerlo implicito. Si se afiaden a la red original los lugares implicitos
calculados se obtiene el sistema extendido £S de la figura 7.28.
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A partir del sistema extendido es inmediato construir los sistemas agrega-
dos. En las figuras 7.29.a, 7.29.b y 7.30 se pueden observar el £LS1, LS2 y BS
correspondientes al corte realizado en la red original empleando las técnicas
generales de reduccién del capitulo 6. Ahora, dependiendo de qué técnica
de general de reduccién se emplee, se obtienen grafos de alcanzabilidad de
distintos tamanos para los sistemas agregados. Si se emplean la primera
(seccién 6.3) o segunda técnica general (seccién 6.5), se obtienen los mis-
mos sistemas agregados. FEl LS tiene 6413 estados alcanzables, el LS9
1885, y el BS 135. Este hecho indica que los sistemas agregados que se
obtienen con estas dos técnicas son proyecciones exactas en términos de
marcados alcanzables de la red original en los nodos preservados en cada
sistema agregado (por las caracteristicas de la segunda técnica general de
descomposicién). Por lo tanto, basta con aplicar una de las dos primeras
técnicas generales, porque con ambas se obtendran los mismos resultados.
En cambio, si se emplea la tercera técnica general (seccién 6.6), el LS tiene
9061 estados alcanzables, el LS2 1885, y el BS 197. Este hecho indica que
los sistemas agregados calculados con las otras dos técnicas generales tienen
agregaciones inadecuadas de estados del sistema original no conectados por
transiciones internas (por las caracteristicas de la tercera técnica general
de descomposicién). Esto ocurre en el LS y BS. Este hecho puede hacer
que los resultados numéricos que se obtengan con las dos primeras técnicas
generales sean peores que con la tercera.

Para aproximar el throughput de las transiciones del DSSP original basta
aplicar el algoritmo iterativo 6.43 a los nuevos sistemas agregados. Ahora
se van a dar los resultados que se han obtenido para los tres experimentos
que se querian realizar con las técnicas generales 1 y 3.

LSy LS
X)) | A | Xda1) | A
0.108222(1.156320(0.039256 | 1.122805
0.081220(1.209201{0.041719|1.121706
0.083315(1.207406 {0.041609|1.121706
0.083223(1.207486(0.041614|1.121706
0.083227(1.207458(0.041613|1.121706
X(I11) exac: 0.079497 Err: +4.69%

Tabla 7.27: Aproximacién de X para Fig. 7.24. Tasas 1.0 (técnicas generales
ly?2).

En la tabla 7.27 aparecen los resultados de la ejecucién del algoritmo
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Figura 7.29: (a) £LS1 y (b) LS de la figura 7.24. (técnicas generales).
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Figura 7.30: BS de la figura 7.24 (técnicas generales).

iterativo en el caso de tasas 1.0 con las técnicas generales 1 6 2. En este
caso, el throughput exacto de la transicién I;; de la red original es 0.079497.
La leyenda de la tabla es la misma que en ejemplos anteriores. Se observa
que en este caso el algoritmo alcanza la convergencia en 5 iteraciones, ob-
teniendo una aproximacién de throughput de 0.083227 por lo que el error
en la aproximacién final es del +4.69%. Este error es mucho mayor que el
obtenido para el mismo ejemplo con la técnica de reduccién total de SM’s
y es debido al gran nimero de agregaciones inadecuadas de estados que se
producen en LS1 y BS.

LS LS>
X(Ill) A X(I21) A
0.090529|1.141588{0.039503 | 0.890452
0.080003(1.144247{0.040028 |0.892926
0.080052|1.144247|0.040026 | 0.892926
0.080053(1.144247(0.040026 | 0.892884
X(I11) exac: 0.079497 Err: +0.70%

Tabla 7.28: Aproximacién de X para Fig. 7.24. Tasas 1.0 (técnica general 3).

En la tabla 7.28 aparecen los resultados de la ejecucion del algoritmo ite-
rativo en el caso de tasas 1.0 con la técnica general 3. En este caso se observa
que se alcanza la convergencia en 4 iteraciones, obteniendo una aproxima-
cién de throughput de 0.080053 por lo que el error en la aproximacion final
es del +0.70%. Este error es ligeramente superior al obtenido con la técnica
de reduccién total de SM’s y sensiblemente inferior al de las técnicas gene-
rales 1 y 2. Se debe a que se han eliminado esas agregaciones inadecuadas
de estados, lo que provoca una mejora en las aproximaciones.
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LS LS2
X(Ill) A X(IZI) A
0.076630|1.000000|0.011771|1.006368
0.023542|1.000000|0.011771|1.006368
0.023542|1.000000(0.011771|1.006368
X(I11) exac: 0.023542 Err: 0.0%

Tabla 7.29: Aproximacién de X para Fig. 7.24. Tasas 100 en A7 y 0.1 en N>
(técnicas generales 1y 2).

En la tabla 7.29 aparecen los resultados de la ejecucién del algoritmo
iterativo en el caso de tasas de diferentes 6rdenes de magnitud entre las
distintas subredes producto del corte con las técnicas generales 1 6 2. En este
caso se observa que se alcanza la convergencia en 3 iteraciones, obteniendo
una aproximacién de throughput de 0.023542 por lo que se ha alcanzado la
solucién exacta. Se obtiene la misma aproximacién que con la técnica de
reduccion total de SM’s.

£81 ACSQ
X)) | * [ X)) | X
0.066049|1.004539|0.011771|1.009952
0.023543|1.004539|0.011771|1.009974
0.023543|1.004539|0.011771|1.009974
X(I11) exac: 0.023542 Err: 0.0%

Tabla 7.30: Aproximacién de X para Fig. 7.24. Tasas 100 en N7 y 0.1 en Ny
(técnica general 3).

En la tabla 7.30 aparecen los resultados de la ejecucién del algoritmo
iterativo en el caso de tasas de diferentes érdenes de magnitud entre las
distintas subredes producto del corte con la técnica general 3. En este caso
se observa que se alcanza la convergencia en 3 iteraciones, obteniendo una
aproximacion de throughput de 0.023543 por lo que préacticamente se ha
alcanzado la solucion exacta.

En la tabla 7.31 aparecen los resultados de la ejecucién del algoritmo
iterativo en el caso de tasas elegidas al azar (las de la tabla 7.23) con las
técnicas generales 1 6 2. En este caso se observa que se alcanza la con-
vergencia en 5 iteraciones, obteniendo una aproximaciéon de throughput de
0.257688 por lo que el error en la aproximacién final es del +1.68%.

En la tabla 7.32 aparecen los resultados de la ejecucién del algoritmo
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LS1 LS2
X)) | A [ X)) | A
0.314276|1.062045|0.120225|1.125632
0.251056(1.120448(0.129329|1.121567
0.258031(1.118324(0.128818|1.121844
0.257670(1.118440(0.128845|1.121813
0.257688(1.118441(0.128844|1.121813
X(I11) exac: 0.253419 Err: +1.68%

Tabla 7.31: Aproximacién de X para Fig. 7.24. Tasas de la tabla 7.23
(técnicas generales 1y 2).

LS1 LS
X0 | N [ XD A
0.278646 1.082155(0.125044|0.887630
0.253964(1.088814(0.127060|0.890057
0.254101(1.088789(0.127051|0.890057
0.254100|1.088789(0.127051 |0.890057
X(I11) exac: 0.253419 Err: +0.27%

Tabla 7.32: Aproximacién de X para Fig. 7.24. Tasas de la tabla 7.23
(técnica general 3).

iterativo en el caso de tasas elegidas al azar (las de la tabla 7.23) con la
técnica general 3. En este caso se observa que se alcanza la convergencia
en 4 iteraciones, obteniendo una aproximacion de throughput de 0.254100
por lo que el error en la aproximacién final es del +0.27%.

Resumiendo los resultados obtenidos para este ejemplo con las distintas
técnicas se puede observar lo siguiente. El tamano del espacio de estados de
los sistemas agregados es menor en las técnicas generales 1 y 2, y mayor en
la técnica general 3. En cuanto a las aproximaciones obtenidas, las mejores
se consiguen con la técnica de reduccién total de SM’s, y después por la
técnica general 3 (las dos muy parecidas). Las técnicas generales 1 y 2
fallan ligeramente en este ejemplo con tasas 1 aunque se mantiene un error
inferior al 5%. Las tres técnicas funcionan perfectamente en el caso de tasas
de diferentes 6rdenes de magnitud, debido a que hay una subred (la lenta)
que es la que ralentiza el funcionamiento de toda la red. Por lo tanto, el
sistema de bajo nivel que contiene a la subred lenta tiene una velocidad muy
parecida a la de la red original sin importar demasiado cémo se realice la
reduccién de la otra subred.

En la siguiente seccién se van a desarrollar unos ejemplos con redes
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Figura 7.31: Ejemplo 1 de SAM’s.

generales, no pertenecientes a las clases particulares tratadas en esta secciéon
y en las anteriores.

7.4 Redes generales

Esta seccién se dedica al desarrollo de dos ejemplos de aproximacion de
throughput de las transiciones de un SAM, esto es, una red de Petri general
a la que se le anade una vision estructurada en médulos y canales que los
conectan (ver definicién 6.1). Estos ejemplos estdn tomados de [PJC99a]
y a cada uno se le aplicardn las tres técnicas generales de descomposicién
y reducciéon del capitulo 6. Estos dos ejemplos estdn desarrollados para
ilustrar las diferencias entre las tres técnicas generales. En el primer ejemplo
se observard que las tres técnicas calculan los mismos sistemas agregados,
por lo que las tres conseguiran los mismos resultados numéricos. En cambio,
el segundo ejemplo produce sistemas agregados diferentes para cada una de
las técnicas, por lo que se podran ilustrar sus diferencias.

El primer ejemplo es el de la figura 7.31. Es un SAM compuesto por
tres mdédulos conectados entre si por medio de 5 canales. Cada mddulo S;
con i = 1,2,3 estd compuesto por los lugares de etiquetas P;; y H;; y las
transiciones de etiquetas I;; y T;;. Se sigue utilizando la misma notacién de
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Tasa | Transiciones
1.0 | I3, I3a, T11, T12, T21, To2
2.0 | I1, D4, Io1, I2a, I31, I33, T13, To3

3.0 | Ii2, I
4.0 | T3, T3z
5.0 | I3, I23

Tabla 7.33: Tasas de las transiciones del SAM de la Fig. 7.31.

todos los ejemplos anteriores; etiquetas B; para los canales, etiquetas P
para lugares internos de los médulos, etiquetas H;; para lugares internos
de los mdédulos que luego resultan ser necesarios para la reduccién de las
mismas, etiquetas [;; para las transiciones de interfaz y etiquetas T;; para
las transiciones internas de los mdédulos.

Por lo que respecta a la evolucién temporal de la red, las tasas de disparo
de las transiciones aparecen en la tabla 7.33.

El grafo de alcanzabilidad de esta red tiene 94080 estados. En un SAM
la descomposicién viene inducida por su visién estructurada, por lo que en
este caso se ha efectuando una descomposicién del sistema original en sus 3
médulos (S1, S2 v S3).

El siguiente paso consiste en calcular el conjunto de lugares implicitos
que resumen el comportamiento de cada mdédulo. Para ello primero hay que
aplicar la relaciéon de equivalencia de la definicién 6.2. Esta relacién estd
definida sobre el conjunto de lugares internos de un mddulo. Dos lugares
internos de un médulo estan relacionados si y sélo si existe un camino no
dirigido de arcos que los une sin pasar por ninguna transicién de interfaz.
De esta forma, para el mdédulo S; quedan tres clases de equivalencia. Una
estd formada por el lugar Hi1, otra por el lugar Hio y la ultima formada por
los lugares {Py;}?_;. Por simetrfa, en el médulo Sy se obtienen otras tres
clases de equivalencia, una formada por el lugar Ho1, otra por el lugar Hao
y otra por los lugares {Py;}?_;. Por tltimo, para el médulo S3 se obtienen
otras tres clases de equivalencia, una formada por el lugar Hs;, otra por el
lugar H3s y otra por los lugares {Ps;}2_;.

Una vez obtenidas las clases de equivalencia de lugares internos de los
modulos, se calcula un conjunto de lugares que resumen el comportamiento
de la subred generada por los lugares de cada clase de equivalencia. Este
calculo se realiza por medio del algoritmo 6.6. Como es un algoritmo ya
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utilizado por otros autores (ver [CDS99]) no se va a detallar el célculo,
sino que simplemente se dardn los resultados. En las clases de equivalencia
formadas por un tnico lugar, el lugar debe conectar dos transiciones de
interfaz, por lo que es un canal y el mismo constituye el resumen. Para clases
de equivalencia con més de un lugar pueden necesitarse varios lugares. Por
ejemplo, para resumir la subred generada por {Pu}?:l son necesarios dos
lugares, uno de I;3 a I;; y otro de I14 a I1;. Por simetria, para resumir la
subred generada por {Pg,-}?zl son necesarios dos lugares, uno de Isx a Io; y
otro de Iy4 a Is1. Por dltimo, para resumir la subred generada por {Pgi}?zl
son necesarios cuatro lugares que conectan Isy con I3y, Is4 con I33, I32 con I33
e I34 con I31. En total son necesarios 14 lugares, seis de ellos ya presentes
en la red inicial, por lo que es necesario anadir 8 lugares.

Todos estos lugares son estructuralmente implicitos marcados (MSIP’s)
por el algoritmo utilizado para su calculo. Lo que falta es calcular el marcado
inicial que deben tener para que sean implicitos al anadirlos a la red original.
Este célculo se realiza con el algoritmo 2.60.

Si se anaden a la red original los lugares implicitos calculados se obtie-
ne el sistema extendido £S de la figura 7.32. Los lugares cuyos arcos de
entrada y salida son discontinuos son los lugares implicitos que resumen el
comportamiento de los distintos médulos, junto con el marcado inicial que
los hace implicitos.

A partir del £S es inmediato construir los sistemas agregados. En las
figuras 7.33.a, 7.33.b, 7.33.c y 7.34 se pueden observar el LS1, LS3, LS5y BS
correspondientes al SAM original.

Como se ha observado en el capitulo 6, los sistemas agregados asi cons-
truidos pueden tener grafos de alcanzabilidad cuyo funcionamiento no se
corresponde con el del sistema inicial. Pueden aparecer marcados alcan-
zables y secuencias de disparo espurias que eventualmente pueden hacer no
ergodicos a los sistemas agregados, o si no ocurre esto, hacer que el funciona-
miento de los sistemas agregados difiera considerablemente del del sistema
inicial. Por ello se han desarrollado tres técnicas diferentes de reduccién,
para minimizar estos efectos. La primera técnica general (desarrollada en la
seccién 6.3) asegura la ergodicidad de los sistemas agregados, eliminando las
secuencias de disparo espurias que lleven componentes fuertemente conexas
de su grafo de alcanzabilidad distintas de la del marcado inicial. La segunda
técnica general (desarrollada en la seccién 6.5) elimina de los grafos de alcan-
zabilidad de los sistemas agregados todos los marcados alcanzables que no
se corresponden con proyecciones de estados alcanzables del sistema original
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Figura 7.32: £S del SAM de la figura 7.31.

sobre los nodos preservados en el sistema agregado. Por lo tanto, se puede
asegurar que los sistemas agregados calculados por esta segunda técnica son
proyecciones exactas en términos de marcados alcanzables del sistema ori-
ginal sobre los nodos preservados en cada sistema agregado. Por ltimo, la
tercera técnica general (desarrollada en la seccién 6.6) elimina agregaciones
inadecuadas de estados de la red original que no estan conectados por tran-
siciones internas, ya que estas agregaciones pueden eventualmente llevar a
aproximaciones muy pobres.

En el ejemplo que se esta desarrollando afortunadamente no aparece nin-
guno de estos efectos no deseados. Los sistemas agregados son vivos, limita-
dos, reversibles y no tienen ningin estado alcanzable espurio. Esto se puede
demostrar aplicando las tres técnicas de reduccién y observando que las tres
producen los mismos grafos de alcanzabilidad asociados a los sistemas agre-
gados. En concreto, los £LS1 y LS5 tienen 14640 estados alcanzables, el £LS3
14400, y el BS 5600. Si las tres técnicas de reducciéon producen los mismos
sistemas agregados, se puede concluir que estos no tienen ningin marcado
alcanzable espurio (por la segunda técnica) ni agregaciones inadecuadas de
estados del sistema inicial no conectados por transiciones internas (por la
tercera técnica).

Para aproximar el throughput de las transiciones del SAM original basta
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Figura 7.33: (a) £LS1, (b) LS2 y (c) L£LS3 del SAM de la figura 7.31.
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Figura 7.34: BS del SAM de la figura 7.31.

aplicar el algoritmo iterativo 6.43 a los sistemas agregados.

LSy LS LS3
X)) | A | X)) | N | X)) | X
0.230496 (1.025007(0.223043 [1.089388 |0.222493 | 1.005590
0.223777]|1.090060|0.223460(1.091597|0.223461 | 1.005590
0.223471(1.091623(0.223472(1.091597/0.223472|1.005590
0.223470(1.091623(0.223471(1.091597/0.223472|1.005590
X (I11) exacto: 0.224607 Error: -0.51%

Tabla 7.34: Aproximacién de X para Fig. 7.31 (técnicas generales).

En la tabla 7.34 aparecen los resultados de la ejecuciéon del algoritmo
iterativo en el ejemplo que se estd desarrollando. En este caso, el through-
put exacto de la transicién I1; de la red original es 0.224607. La leyenda
de la tabla es la misma que en ejemplos anteriores. Para cada sistema de
bajo nivel se muestra el throughput de la transicién de referencia (I;1) y
el valor del factor de escala A\ calculado en el BS para actualizar las tasas
de las transiciones de interfaz en los siguientes sistemas agregados. En este
caso se observa que se alcanza la convergencia en 4 iteraciones, obtenien-
do una aproximacion de throughput de 0.223470 por lo que el error en la
aproximacién final es del —0.51%, bastante aceptable para una técnica de
aproximacion.
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Figura 7.35: Ejemplo 2 de SAM’s.

El ejemplo que se ha desarrollado hasta ahora no ilustra de forma ade-
cuada la diferencia entre las tres técnicas desarrolladas en el capitulo 6 ya
que los sistemas agregados que se obtienen por medio del conjunto de luga-
res implicitos calculado no introducen comportamientos no deseados en los
grafos de alcanzabilidad asociados a los sistemas agregados. Por ello se va
a estudiar a continuacién un ejemplo en el que si ocurren estos efectos no
deseados y por lo tanto las tres técnicas dan resultados distintos.

Este segundo ejemplo es el de la figura 7.35. Es un SAM compuesto por
dos mddulos conectados entre si por medio de 2 canales. Cada moédulo S;
con ¢ = 1,2 estd compuesto por los lugares de etiquetas F;; y las transiciones
de etiquetas I;; y T;j. Se sigue utilizando la misma notacién de todos los
ejemplos anteriores.

Por lo que respecta a la evolucién temporal de la red, todas las tasas de
disparo de las transiciones se han puesto a 1.0.

El grafo de alcanzabilidad de esta red tiene 2698 estados. En un SAM
la descomposicion viene inducida por su visién estructurada, por lo que en
este caso se ha efectuando una descomposicién del sistema original en sus 2
modulos (S1 y S2).
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Figura 7.36: £S del SAM de la figura 7.35.

El siguiente paso consiste en calcular el conjunto de lugares implicitos
que resumen el comportamiento de cada moédulo. Para ello hay que tomar
cada moédulo y aplicar la relacién de equivalencia de la definicién 6.2. En
este caso la relacién de equivalencia induce una unica clase de equivalencia
por médulo a la que pertenecen todos sus lugares internos.

El siguiente paso consiste en calcular, por medio del algoritmo 6.6, el
conjunto de lugares que resumen el comportamiento de cada médulo. En
este caso hace falta un unico lugar por médulo. Por ejemplo, para resumir el
modulo S; hace falta un Unico lugar que conecta I12 con I1; y para resumir
el médulo S, hace falta un tnico lugar que conecta Is; con Is2. En total son
necesarios 2 lugares y ninguno estd presente en la red inicial, por lo que es
necesario anadir los 2.

Estos lugares son estructuralmente implicitos marcados (MSIP’s), por lo
que es necesario calcular el marcado inicial necesario para hacerlos implicitos
al anadirlos a la red inicial. Aplicando el algoritmo 2.60 se calculan estos
marcados iniciales, que resultan ser nulos en los dos casos.

Si se anaden a la red original los lugares implicitos calculados se obtiene el
sistema extendido £S de la figura 7.36. Los lugares cuyos arcos de entrada y



338 7. Comparacién numérica de técnicas

salida son discontinuos son los lugares MSIP que resumen el comportamiento
de los dos mdédulos.

A partir del £S es inmediato construir los sistemas agregados. En las
figuras 7.37.a, 7.37.b y 7.37.c se pueden observar el LS1, LS2 y BS corres-
pondientes al SAM original.

En este caso, a diferencia del ejemplo anterior si aparecen efectos no
deseados en los sistemas agregados dependiendo de la técnica general de
reduccién que se aplique.

LS LS>
X(Ill) A X(IZI) A
0.174202|1.030663|0.124153|1.209259
0.114948]1.229055|0.113760|1.255223
0.113605|1.236202|0.113590|1.256088
0.113587|1.236291|0.113587|1.256088
0.113586(1.236291|0.113587|1.256088
X(I11) exac: 0.104304 Err: +8.90%

Tabla 7.35: Aproximacién de X para Fig. 7.35 (técnica general 1).

Si se aplica la primera técnica general de reduccién (desarrollada en la
seccién 6.3) el LS; tiene 310 estados alcanzables, el LSy 828 y el BS 20.
Aplicando el algoritmo numérico 6.43 a estos sistemas agregados se obtiene
los resultados de la tabla 7.35. El throughput exacto de la transicién I1; de la
red original es 0.104304 y la aproximacién obtenida después de 5 iteraciones
de 0.113586, lo que supone un error del +8.90%, excesivo ya para una técnica
de aproximacion.

le »682
X)) | A [ XL | N
0.158793|0.998916|0.105566|1.139154
0.082152|0.949469|0.079293|1.253284
0.077368|0.950757|0.077125|1.265766
0.076956|0.950939(0.076935|1.266893
0.076920|0.950960|0.076918|1.266987
0.076916|0.950960(0.076917|1.267034
X(I11) exac: 0.104304 Err: -26.26%

Tabla 7.36: Aproximacién de X para Fig. 7.35 (técnica general 2).

Si se aplica la segunda técnica general de reduccién (desarrollada en la
seccién 6.5) el LS tiene 211 estados alcanzables, el LSy 487 y el BS 18.



7.4. Redes generales

339

1
1
1
I’ !
1
1

1
1

®) w0 O Ha
! ,', Tos
l‘ "
l’ "
I’ " PZQ
! . A
[]I N I{ ) N 1 O

A 1] N4 U A 1]
l12 B, 122 Pro Tg Puu T P
l11 g_’@_’[l l21
Bl !

X Y
Hip (:) Q Ha1

Figura 7.37: (a) LS1, (b) LS2 y (c) BS del SAM de la figura 7.35.
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Aplicando el algoritmo numérico 6.43 a estos sistemas agregados se obtiene
los resultados de la tabla 7.36. Como el throughput exacto de la transi-
cién 17 era 0.104304 y la aproximacién obtenida después de 6 iteraciones es
de 0.076916, se ha cometido un error del —26.26%, todavia peor que en el
caso anterior.

LSy LSy
X)) | AN | X)) | N
0.158793|1.048865|0.110149|1.031971
0.105799|1.003225(0.105927|1.034708
0.105940|1.003435|0.105941|1.034708
0.105939|1.003435|0.105941|1.034708
X(I11) exac: 0.104304 Err: +1.57%

Tabla 7.37: Aproximacién de X para Fig. 7.35 (técnica general 3).

Por 1ltimo, si se aplica la tercera técnica general de reduccién (desarro-
llada en la seccién 6.6) el LS tiene 211 estados alcanzables, el LSy 487 y
el BS 22. Aplicando el algoritmo numérico 6.43 a estos sistemas agregados
se obtiene los resultados de la tabla 7.37. Ahora el algoritmo converge en 4
iteraciones y se obtiene una aproximacién para el throughput de la transi-
cién I;; de 0.105939, que respecto al valor exacto de 0.104304 supone un
error de +1.57%, ya aceptable.

Para analizar estos resultados hay que fijarse en los tamanos de los es-
pacios de estados de los sistemas agregados obtenidos con cada técnica de
descomposicién y reduccién. Utilizando como referencia la segunda técnica
de reduccidn, en la que los sistemas agregados no tienen marcados espurios,
se observa, que los obtenidos con la primera técnica tienen muchos marcados
espurios. El £S5 de la primera técnica tiene 310 estados frente a los 211 que
se obtienen con las otras dos técnicas, lo que supone un 47% de estados al-
canzables anadidos respecto a los que deberia tener. En el £S5 la situaciéon
es peor porque tiene 828 estados alcanzables frente a los 487 que deberia
tener (un 70% maés). Obviamente es significativo el nimero de estados es-
purios respecto a los que no lo son y de ahi que falle la aproximacién. Para
saber de dénde vienen estos marcados espurios es necesario profundizar en
la estructura y funcionamiento de la red inicial. Si se observa la SM gene-
rada por las transiciones 151, 152, T3 y T4 se ve que cada ciclo de esta SM
consume dos marcas de Py y deposita dos marcas en Psg. Por lo tanto en
el médulo Sy se tiene una sincronizaciéon interna entre el lugar Pay y el Pog
debido a la SM. Son necesarias dos marcas en Pp; para que la SM pueda
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dar un ciclo completo y pasar las marcas a Pag. Este tipo de sincronizacion
es del mismo tipo estudiado en el capitulo 4 para WTS con el concepto de
resistencia. Lo mismo le ocurre al médulo &;. En los lugares implicitos cal-
culados no se preservan estas sincronizaciones internas, por lo que al reducir
los médulos en £LS1 y LS5 estas sincronizaciones internas desaparecen y el
nimero de marcados alcanzables aumenta.

Para entender la razén del fallo de la segunda técnica hay que fijarse
en el BS. Los LS y LS2 obtenidos con las técnicas segunda y tercera son
exactamente los mismos y son proyecciones exactas en términos de marcados
alcanzables de la red original sobre los lugares preservados en cada sistema
agregado. La tnica diferencia estriba entonces en el BS. El BS de la se-
gunda técnica tiene 4 estados menos que el de la tercera. Esta diferencia
s6lo puede venir de la agregacién inadecuada de estados que se puede pro-
ducir en los sistemas agregados calculados con la segunda técnica. En este
ejemplo, especialmente disenado para que falle la segunda técnica, la simple
agregacion de 4 estados en BS hace fallar la aproximacién.

7.5 Conclusiones

En este capitulo se han aplicado todas las técnicas desarrolladas en la me-
moria para la descomposicién y reduccién de distintas clases de redes con
objeto de aproximar por medio de un algoritmo numérico el throughput de
sus transiciones. Aprovechando la exposicién conjunta de las técnicas y el
hecho de que dado un ejemplo es posible aplicarle mas de una técnica, se
ha utilizado el capitulo para hacer todas las comparaciones posibles. En
la mayor parte de los ejemplos expuestos el algoritmo numérico opera con
sistemas agregados que tienen un tamano de espacio de estados un orden
de magnitud inferior al de la red inicial, converge en 3, 4 6 5 iteraciones
y consigue aproximaciones con un error inferior al 3%, lo que es aceptable
para una técnica de aproximacioén.

Se han comparado en diversos ejemplos las técnicas desarrolladas para
clases particulares de redes y las desarrolladas para aplicarse a cualquier
red de Petri. La comparacién entre ellas no permite concluir que son me-
jores unas u otras. En algunos ejemplos las técnicas particulares funcionan
ligeramente mejor y en otros ligeramente peor. La ventaja de las técnicas
generales estriba precisamente en el campo mas amplio de aplicacién, aun-
que pueden fallar en algunos casos, como se ha podido observar en el ultimo
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ejemplo.
Queda como trabajo futuro estudiar si la tercera técnica general, la mas
elaborada, falla en algin caso y en ese caso bajo qué condiciones.



Capitulo 8

Conclusiones

En esta memoria se han desarrollado diversas técnicas para la aproxima-
cién del throughput de las transiciones de redes de Petri estocasticas. Estas
técnicas se basan en una descomposicién estructural del modelo original en
varias componentes, a partir de las cuales se construyen varios sistemas agre-
gados. Posteriormente, por medio de un algoritmo numérico iterativo basado
en la aproximacién del tiempo de respuesta se aproxima el throughput de
las transiciones del modelo original a partir de los sistemas agregados. Para
realizar esta tarea, se han estudiado clases de redes cada vez mas complejas
hasta que se ha estado en disposicién de atacar el problema general.

En el capitulo 3 se han anadido algunas mejoras a la técnica de [CCJS94]
de aproximacién de throughput en grafos marcados (MG’s). En concreto,
se ha ampliado el tipo de corte para permitir descomponer un MG en varias
componentes, no sélo en dos. También se ha reducido la estructura de los
sistemas agregados obtenidos y se ha demostrado la existencia de punto de
convergencia para el algoritmo numérico.

En el capitulo 4 se ha desarrollado en detalle el trabajo de [PJCS96b]
sobre aproximacién de throughput en grafos marcados con pesos (WTS’s).
Se ha aprovechado la ocasién para introducir algunas mejoras técnicas. En
concreto, se ha desarrollado la descomposicién estructural de WTS’s, se ha
reducido la estructura de los sistemas agregados obtenidos, se ha adaptado
el algoritmo numérico (es basicamente el mismo de [CCJS94]) a la nueva
clase de redes y se ha demostrado formalmente la existencia de punto de
convergencia para el mismo. Esta técnica es una extensién de la de MG’s,
en el sentido de que las dos técnicas aplicadas a un MG producen los mismos
resultados.
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En el capitulo 5 se han desarrollado en detalle los trabajos realizados en
[PJCS96¢c, PJCS96a] sobre aproximacién de throughput en sistemas deter-
ministas de procesos secuenciales (DSSP’s). Los DSSP’s estan formados por
un conjunto de maquinas de estados (SM’s) conectadas entre si por una serie
de lugares llamados canales. Por lo tanto, es necesario reducir la estructura
de estas SM’s. En concreto, se desarrollan dos técnicas de reduccién para
SM’s, una de reduccion parcial y otra de reduccion total. Una vez reduci-
das las SM’s de un DSSP es posible que queden subredes con estructura de
WTS, en cuyo caso se puede aplicar la técnica del capitulo 4 para obtener
una mayor reduccién de la estructura del DSSP. Por 1ltimo, se ha adaptado
el algoritmo numérico de aproximacién (sigue siendo basicamente el mismo
que el de los capitulos anteriores). La técnica de aproximacién para DSSP’s
es una extension de las anteriores en el sentido de que al aplicarla a un MG
o WTS produce exactamente resultados que las técnicas de los capitulos
anteriores.

En el capitulo 6 se han desarrollado en detalle los trabajos realizados en
[PJC98, PJC99a] sobre técnicas de descomposicién de redes de Petri para
su andlisis numérico. La descomposicion viene inducida por la estructura de
la red, a la que se le da una visién estructurada. Las aportaciones de este
capitulo son la visién estructurada del grafo de alcanzabilidad de una red
de Petri, el desarrollo de tres técnicas generales de descomposiciéon de redes
de Petri para su andlisis numérico y la adaptaciéon del método numérico de
aproximaciéon del throughput de transiciones para cualquier red de Petri.
La visién estructurada del grafo de alcanzabilidad permite, por ejemplo,
generar una descripcion descompuesta de todo el grafo de alcanzabilidad de
la red original con un algoritmo mas eficiente que el clésico tanto en espacio
como en tiempo. Esta descripcién descompuesta se emplea posteriormente
para generar el grafo de alcanzabilidad de una red con un algoritmo més
eficiente que el clasico en tiempo.

En el capitulo 7 se desarrolla una bateria de ejemplos con distintas redes
en las que se comparan los resultados obtenidos con las técnicas que le son
aplicables.

Queda como trabajo futuro demostrar las propiedades del algoritmo
numérico tales como convergencia y unicidad de solucién. Se ha intenta-
do demostrar sin éxito completo hasta el momento.
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