Programacion2

Anexo a la leccion 16.
Analisis del coste del algoritmo
quicksort de ordenacion de vectores




Problema. Caracterizar asintoticamente el coste, en tiempo,
de la invocaciéon quicksort(v,n).

// Pre: v =Vo AND n > © AND n <= #v

// Post: esPermutacidén(v,Vo,0,n-1) AND ordenado(v,0,n-1)

template <typename T>

void quicksort (T v[], const int n) {
// Ordenacion del vector v[0@,n-1] aplicando el método
// de ordenacidén rapida de Hoare o quicksort
quicksort(v, 0, n-1);

Donde:
esPermutacidén(vl,v2,desde,hasta) =
(PT alfa EN [desde,hasta].
(Num beta EN [desde,hasta]. vl[beta] = vl[alfa]) =
(Num beta EN [desde,hasta].v2[beta] = vl[alfa]) )

ordenado(v,desde,hasta) = (PT alfa EN [desde,hasta-1]. v[alfa]<=v[alfa+l])
2



/*
* Pre: v = Va AND izda >= @ AND dcha < #v
* Post: esPermutaciodn(v,Va,izda,dcha) AND ordenado(v,izda,dcha)
*/
template <typename T>
void quicksort (T v[], const int izda, const int dcha) {
if (izda < dcha) {
T pivote = v[izda];
int i = izda + 1, d = dcha;
while (i != d+1) {
if (v[i] <= pivote) { i =1 + 1; }
else if (v[d] »>= pivote) { d=d - 1; }
else {
T dato = v[i];
v[i] = v[d]; v[d] =dato; 1 =1+ 1; d=d - 1;

}
v[izda] = v[d]; v[d] = pivote;
quicksort(v, izda, d-1); quicksort(v, d+1, dcha);




Caracterizar asintoticamente el coste, en tiempo, de la invocacion
quicksort(v,n).

tquicksor*t(v,n)(n) = Ly, T 4 1 tquicksor‘t(v,@,n-l)(n)

// Pre: v =Vo AND n > © AND n <= #v

// Post: esPermutacidén(v,Vo,0,n-1) AND ordenado(v,0,n-1)

template <typename T>

void quicksort (T v[], const int n) {
// Ordenaciodén del vector v[O,n-1] aplicando el método
// de ordenacidén rapida de Hoare o quicksort
quicksort(v, 0, n-1); // a




// Pre: .. Post: ..
template <typename T>
void quicksort (T v[], const int izda, const int dcha) {
if (izda < dcha) {
T pivote = v[izda];
int i = izda + 1, d = dcha;
while (i !'=d + 1) {
if (v[i] <= pivote)
{i=1+1; }
else if (v[d] >= pivote)
{d=4d-1;}
else {
T dato = v[i]; v[i] = v[d]; v[d] = dato;
i=1+1; d=d - 1;

}
v[izda] = v[d]; v[d] = pivote;
quicksort(v, izda, d-1); quicksort(v, d+1, dcha);

//
//
//
//
//
//
//
//

//
//

//
//
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template <typename T>
void quicksort (T v[], const int izda, const int dcha) {
if (izda<dcha) {

T pivote = v[izda];

n = dcha - izda + 1
int i = izda + 1, d = dcha; dcha da

while (i !'=d + 1) {

if (v[i] <= pivote)

{i=1+1; }

else if (v[d] >= pivote)

{d=4d-1;}

else {
T dato = v[i]; v[i] = v[d]; v[d] = dato;
i=1+1; d=d - 1;

}

v[izda] = v[d]; v[d] = pivote;
quicksort(v, izda, d-1); quicksort(v, d+1, dcha);

}

//
//
//
//
//
//
//
//

//
//

> 0m -~ D Q N O W

.

// K

//

t(n) = tinv. + ta + 'tb + tC + td + tWhlle + 'tk + tl +

tquicksor‘t(v,izda,d—l) + tquicksort(v,d+1,dcha)




int i = izda + 1, d = dcha; // C
while (i !'=d + 1) { // d
if (v[i] <= pivote) // e
{i=1+1;} /] f
else if (v[d] >= pivote) // g
{d=4d-1; } // h
else {
T dato = T[i]; T[i] = T[d]; T[d] = dato; // i
i=i+1; d=4d - 1; /173
}} n = dcha - izda + 1
Calculo de t,;;1.(n) (analisis de casos extremos):

e (Caso en que siempre se satisfaga: v[i] <= pivote
e (Caso en que siempre se satisfaga: —(v[i] <= pivote) A (v[d] >= pivote)
e (Caso en que siempre se satisfaga: —(v[i] <=pivote) A —(v[d] >=pivote)




Calculo de t,;;1.(n) (analisis de casos extremos):

e (Caso en que siempre se satisfaga v[i] <= pivote
thite(n) = (to + te + t4).(n-1)

e (Caso en que siempre se satisfaga —(v[i] <= pivote) A (v[d] >= pivote)
thite(n) = (t, + t, + t, + ty).(n-1)

e (Caso en que siempre se satisfaga —(v[i] <= pivote) A —(v[d] >= pivote)
twhile(n) = (te + tg + tl + tJ + td).(n'l) / 2

Caracterizacion asintotica de t,;;;.(n) en estos casos extremos:
 En cualquiera de los casos posibles:

O(t,hize(n)) = 0(n)
 Por lo tanto, es valida la siguiente aproximacion asintdtica:

t hite(n) = R.n (donde R es una constante real)



template <typename T> n = dcha - izda + 1

void quicksort (T v[], const int izda, const int dcha) {

if (izda < dcha) { // a
T pivote = v[izda]; // b
int i = izda + 1, d = dcha; // c
while (i !'=d + 1) { // d
}
v[izda] = v[d]; v[d] = pivote; // Kk
quicksort(v, izda, d-1); quicksort(v, d+1, dcha); // 1
}
}
t(n) = ty,, + t, + t, + t. + tg + ken + £ + £ +

tquicksor't(v,izda,d—l)+ tquicksort(v,d+1,dcha)

éCabe distinguir casos mejores y peores en cuanto a coste?
éCuando se presenta cada caso?




n = dcha - izda + 1
template <typename T>
void quicksort (T v[], const int izda, const int dcha) {
if (izda < dcha) { // a
T pivote = v[izda]; // b
int i = izda + 1, d = dcha; // c
while (i !'=d + 1) { // d
}
v[izda] = v[d]; v[d] = pivote; // Kk
quicksort(v, izda, d-1); quicksort(v, d+1, dcha); // 1
}
}
t(n) = Y500+t + tp + to + 4 + ken + £ + 14

+ tquicksor't(v,izda,d—l)+ tquicksor't(v,d+1,dcha)

Casos mejores: La eleccidn del pivote es afortunada y al final d ®(dcha+izda) /2

Casos peores: La eleccion del pivote no es afortunada y al final d izda v
d =~dcha



t(n) = t;,, + t, + t, + t. + ty + ken + £ + t; +

tquicksor't(v, izda,d-1) + tquicksor't(v, d+1,dcha)

n = dcha - izda + 1

Casos mejores: La eleccidn del pivote es afortunada y al final d ®(dcha+izda) /2

t(n) = t;,, + t, + t, + t. + ty + ken + £ + £ +

t(n/2) + t(n/2)

t(n) - 2.t(n/2) = t;,, + t, + t, + £t  + t4 + t + t; + k.n

[ La resolveremos un poco mads adelante ]



t(n) = t;,, + t, + t, + t. + ty + ken + £ + t; +

tquicksor't(v, izda,d-1) + tquicksor't(v, d+1,dcha)

n = dcha - izda + 1

Casos peores: La eleccion del pivote no es afortunada y
al finald~izda v d~ dcha
t(n) = t;,, + t, + t, + t. + tg + ken + ¢ + t; +
t(n-1) + t(9)
t(n) - t(n-1) = t;,, + t, + t, + t. + ty + £ + t; +
t(9) + k.n
Ecuacion caracteristica:
(x-1)(x-1)% = o
Solucion:

2

t(n) = ¢;.n%.1" + ¢,.n.1" + ¢c3.1" = ¢;.n% + C,.n + G

Caracterizacion asintoética del caso peor:

O(t(n)) = O(cy.n? + cy.n + c3) = O(n?)



Casos mejores: La eleccion del pivote es afortunada y al final d ®(dcha+izda)/2
t(n) - 2.t(n/2) = t; + t, + t, + o+ ty + t + ) + kon

nv.
Cambio de variable m = log,n [n = 2" y log,(n/2) = m-1]:

t(m) - 2.t(m-1) = t3,, + t, + t, + t. + t4 + t + t; + k. 2"

Despreciamos los términos constantes t, + t, + t. + t4; + t, + t; ante
el término k. 2™, para poder asi continuar con el calculo:

t(m) - 2.t(m-1) = k.2"

Ecuacion caracteristica:
(x-2)(x-2) =0 —> Raices: x = 2 (doble)

Solucion:

t(m) = ¢;.m.2" + ¢,.2" - t(n)

c,.n.log,n + c,.n

Caracterizacion asintoética del caso mejor:
O(t(n)) = O(cy.n.log,n + c,.n) = O(n.log n)



Volviendo al problema inicial de caracterizar asintoticamente el
coste de la invocacion quicksort(v,n).

tquicksort(v,n) = Tipy, * T3 + tquicksor‘t(v,e,n—l)

En los casos mejores :

O(tquicksort(v,@,n-l)) = O(n.log n)
Por lo tanto, en estos casos:

o(tquicksort(v,n)) = 0(t, + tquicksort(v,@,n-l))

O(t, + k.n.log n) = O(n.log n)

En los casos peores:

_ 2
O(tquicksor‘t(v,@,n-l)) = 0(n%)
Por lo tanto, en estos casos:

O(thiCkSOI‘t(V,n)) = O(tinv. + ta + thiCkSOPt(V,@,n'l))
= O(ty,, + to+ k.n?) = O(n?)







