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Leccion 9. Caracterizacion asintotica

de la eficiencia de algoritmos recursivos
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Eficiencia y ecuaciones recurrentes

Resolucion de recurrencias lineales de coeficientes
constantes

— Método de resolucion y su aplicacion a las

funciones factorial(n), fibonacci(n)y
torresHanoi(n,origen,destino auxiliar)

Resolucion de recurrencias mediante cambio de
variable

— Método de resolucion y su aplicacion a las
funciones buscar(v,n,dato) ymcd(a,b)

Analisis comparativo de costes de algoritmos que
resuelven un mismo problema

— La funcion raiz(n)



1. Eficiencia y ecuaciones recurrentes

/*
* Pre: n >=0
* Post: factorial(n) = (PROD alfa EN [1,n].alfa)
*/
int factorial (const int n) {
if (n == 9) {
// n =20
return 1;
// factorial(n) =1
}

else {
// n >0

return n * factorial(n-1);
// factorial(n) = (PROD alfa EN [1,n].alfa)

}




/% Coste en memoria

* Pre: n >= 0
* Post: factorial(n) = (PROD alfa EN [1,n].alfa)
*/

int factorial (const int n) {

if (n == 0) { // a
return 1; // b
}
else {
return n * factorial(n-1); // c
}

La funcidn que determina el coste de la memoria, mem(n), necesaria para
ejecutar una invocacién factorial(n) esla solucién del sistema:
*n=0 —> mem(0) = memy,, .

*n>0 — mem(n) = memy,, .

+ 2 x mem; .+
+ 2 xmem;, + mem(n-1)




La solucion del sistema:

* n=0 — mem(0@) = memy,,

* n>0 — mem(n) = memy,, .

+ 2 xmem; .+
+ 2 xmem;,+ + mem(n-1)

es la siguiente:

n>0 — mem(n) = (memy,, + 2xmem; ) x (n + 1)

\'

y, por lo tanto:
O(mem(n)) = O((mem;,, + 2 xmem;) x (n + 1)) = O(n)

Es decir, la funcién de coste en memoria de una invocacion
factorial(n) es asintéticamente lineal en el valor de n.

Veremos que, para llegar a esta caracterizacion asintotica de la
funcidon de coste, no es necesario conocer la solucidn exacta del
sistema de ecuaciones de partida.




/* Coste en tiempo
* Pre: n >= 0
* Post: factorial(n) = (PROD alfa EN [1,n].alfa)
*/

int factorial (const int n) {

if (n == 0) { // a
return 1; // b
}
else {
return n * factorial(n-1); // c
}

La funcién que determina el coste en tiempo, t(n), necesario para ejecutar
una invocacién factorial(n) es la solucidn del sistema:

{- n=0 — t(8) =ty, + t,+ t,
*n>0 — t(n) = t, + t, + t.+ t(n-1)

inv.




La solucion del sistema:

*n=0 - t(0) =t;, + t,+
*n>0 — t(h) = t;,, + t;+ t.+ t(n-1)
es la siguiente:
*nx>0 —> t(n) = (t;,, +t,+t)xn+ t;, + t,+t

y, por lo tanto:
* O(t(n)) = O((ty,, + to+ t)xn + t;,, + t, + t,) = O(n)

Es decir, la funcion de coste en tiempo de una invocacion
factorial(n) es asintdticamente lineal en el valor de n.

Veremos que, para llegar a esta caracterizacion asintdtica de la
funcion de coste, no es necesario conocer la solucion exacta del
sistema de ecuaciones de partida.




2. Resolucion de recurrencias lineales
de coeficientes constantes

Partimos de una recurrencia de coeficientes constantes de la forma:

a,.t(n) + a;.t(n-1) + ... + a,.t(n-k) = f(n)

gue forma parte de un sistema de ecuaciones que define la funcidon de coste
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del algoritmo, t(n), que depende de un parametro, “n” en este caso.

Nuestro objetivo no es la resolucion del sistema, sino analizar la complejidad
del algoritmo caracterizando el orden O(t(n)).

Como paso previo, presentaremos un método para resolver la recurrencia
anterior en el caso de que sea homogénea, es decir, cuando f(n) = ©
ay.t(n) + a;.t(n-1) + ... + a,..t(n-k) =0

Y explicaremos cdmo generalizar el método cuando f(n) no sea una funciéon
nula.



2.1 Resolucion de recurrencias lineales homogéneas

Sea la recurrencia homogénea de coeficientes constantes:

ag.-t(n) + a;.t(n-1) + ... + ag.t(n-k) = 0
Sus soluciones pueden expresarse de la forma t(n) = x"

n n-1 n-k _
dg.X + aq.X + ...+ ap.X = 0

n-k ,
Sacando x como factor comun:
(ae.xk+ al.xk'1 + ... + ak).x"'k = 0
Las n raices x, soluciones de |la ecuacion anterior, son:

(n-k) raices x = @ que definen las soluciones t(n) = x" = 0" = 0
gue no interesan ya que el coste asintotico de un algoritmo no puede ser

nulo.
— k raices { rys ﬁ’ ... » r. } delaecuacién caracteristica:
a@x+a1 + ...+ 3 =80

que definen k soluciones t(n) = r;", ... , t(n) =



La ecuacion caracteristicas tiene k raices no nulas:

— Cada una de las k raicesnonulas {ry, r,, ... r} delaecuacion
caracteristica define un solucion de la recurencia. Cada raiz r, tiene una
multiplicidad m (nimero de veces que esta repetida), mayor o igual que uno.

— Cada raiz real r. con multiplicidad m define la siguiente solucién, t(n):

m-o .. N

t(n) = Zae[1,m] Ca*h i

_ m-1 n m-2 n (%) n
-— c1on ori + Cz.n ori + coe + Cmon ori

— Forma de las soluciones de las diferentes raices, segin su multiplicidad:
e Silaraiz ry esreal y simple la solucién es de la forma: t(n) = cq.r;"

* Si la raiz ry es real y doble entonces quedan definidas soluciones de la
forma: t(n) = cq.n.ry" + cy.r;"

e Silaraizr; esrealy triple: t(n) = cl.nz.r-i“

+ Cz.norin + C3.Pin
e Etc., etc.

— La solucién general de la recurrencia se expresa como una combinacion lineal de
todas las soluciones deducidas de las raices no nulas de su ecuacidn caracteristica.
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2.2 Resolucion de recurrencias lineales no homogéneas

En general, las recurrencias que definen costes de algoritmos no son
homogéneas:

ag.t(n) + a;.t(n-1) + ... + a.t(n-k) =0

Asi, la recurrencia que define la funcién de coste, t(n), de unainvocacion
factorial(n) tiene la forma:

*n=0—> t(0) =t,+ t,

e n >0 > t(n) - t(n-1) = ty,, + t, + t, -

No interesa calcular exactamente la funcion de coste t(n), ya que es suficiente
caracterizarla asintdéticamente de la forma O0(t(n)). Para ello basta considerar
la recurrencia sefialada por la fecha roja.

En el caso general nos encontraremos con recurrencias de coeficientes
constantes no homogéneas:

ag.-t(n) + a;.t(n-1) + ... + a .t(n-k) = f(n)
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En el caso general nos encontraremos con recurrencias de coeficientes
constantes no homogéneas:

ag.-t(n) + a;.t(n-1) + ... + a.t(n-k) = f(n)

En gran parte de los casos que se nos presentan, estas recurrencias tiene una
solucién sencilla, por ejemplo, si £(n) = B".p(n), donde B es una constante
real y p(n) es un polinomioen n de grado d:

f(n) = Bn.p(n) = Bn.(ad.nd + ad_l.nd'1 + ... + ag)
En algunos casos, el valor de B puede ser 1.0:
f(n) = 1.0".p(n) = 1.0".(ag.n? + ay_,.n%t + ... + ap)

d d-1

- adon + ad_lon + e o o + ae

En tales casos, la recurrencia a resolver es la siguiente:

ag.-t(n) + al.t(n-1% + ... + a.t(n-k) =
B".(ag.n% + aj_,.nd1 + .+ ap)

12



Resolucion de recurrencias no homogéneas de la forma:

ag.-t(n) + a;.t(n-1) + ... + a.t(n-k) = Bn.p(n)
= B".(ag.n9 + ay,.n9"t &+ .+ a,)

Las soluciones pueden expresarse de la forma t(n) = x".

debemos escribir la siguiente ecuacidn caracteristica:

Para calcularlas

(ae.xk+ al.xk'1 + ...+ a).(x - B)d+:l =0

Se calculan las raices reales r; de esta ecuacion y se puede escribir
directamente la funcion de coste t(n) como combinacidon lineal de las
soluciones aportadas por cada una de las raices calculadas, del mismo modo
que en la resolucion de una recurrencia homogénea.



2.3. Aplicacidn a la caracterizacion asintdtica del coste en tiempo de la
invocaciéon factorial(n)

n>eoe - tfactor‘ial(n) = Tipy.t T+ Tt + tfactor‘ial(n'l)
Reordenamos la ecuacion e identificamos su miembro derecho:

Yeactoriar(N) = Yeactoriar(N-1) = t5,,. + t5+ t. =

1" (typy + o+ t) =B .p(n) > B=1Ad=20

Escribimos la ecuacion caracteristica:

(a@.xk + al.xk'1 + oo+ ak).(x—B)d+1 =0

(x-1).(x-1)*1 = 9, es decir, (x-1)% =@
Tiene una raiz doble x = 1. Por lo tanto, la solucion de la recurrencia sera:

teactoriar(N) = c1.n%"LrM + ;0?72 p" = ¢ .ntiaM 4+ ¢y.n

= cl.n + CZ

0.1n

Finalmente podemos deducir que el coste del algoritmo, en tiempo, es
asintoticamente de lineal en n:

O(tfactoriar(n)) = O(cy.n+ cp) = On)

14



Aplicacion a la caracterizacion asintotica de la funcidon de coste en
memoria, mem(n), de lainvocacién factorial(n)

n>e — mem(n) = mem;,, + 2xmem;,++ mem(n-1)

V.

Reordenamos la ecuacion e identificamos su miembro derecho:
mem(n) - mem(n-1) = 1. (memy

V. + 2 X memint)

n
=B .p(n) > B=1Ad=29
Escribimos la ecuacion caracteristica:
+1 .
(x-1).(x-1)e = 0, es decir, (x—1)2 = 0

Tiene una raiz doble x = 1. Por lo tanto la solucion sera:

2-1 N 2-2 N 1 %)

n n
mem(n) = c4.n” ".r + c,.n" ".r =c¢;.n".1 + cy.n".1

= cl.n + CZ

Finalmente podemos deducir que la funcion de coste del algoritmo, en

memoria, es asintdéticamente de lineal en n:

O(mem(n)) = O(cy.n + c,) = O(n)
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2.4 Aplicacion a la caracterizacion asintdtica de las funciones de coste

en tiempo y memoria de la invocacion fibonacci(n)

/% Coste en tiempo

* Pre: no>=1
* Post: (n <= 2 -> fibonacci(n) = n - 1)

* AND (n > 2 -> fibonacci(n) = fibonacci(n-2) + fibonacci(n-1))
*/
int fibonacci (const int n) {
if (n <= 2) // a
{ returnn - 1; } // Db
else
{ return fibonacci(n-2) + fibonacci(n-1); } // c
}

¢Cudl es la funcidn de coste, en tiempo, de la invocacion fibonacci(i)?

e 1 <2 > t(i) = ty,, + t,+ t,

e i >2 > t(il) = ty,, + ty+ t o+ t(i-2) + t(i-1)
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Debemos resolver la recurrencia:
t(i) = ty,,. + t + to+ t(i-2) + t(i-1)
Reordenamos la ecuacidén e identificamos su miembro derecho:
t(i) - t(i-1) - t(i-2) =ty + ta+ tc = 1. (t, + t ) =
Bl.p(i) —> B=1Ad=20

nv.

Escribimos la ecuacidon caracteristica:
(x2 -x - 1).(x - 1)e+1 = 0
es decir,

(x2 -x-1).(x - 1) =0

éCuales son las tres raices de la ecuacion caracteristica?



t(i) - t(i-1) - t(i-2) = ty,, + to+ to = 15.(t, + t. ) =

K'.p(i) > K=1Ard =0
Escribimos |a ecuacion caracteristica:

0+1

(x* - x - 1).(x-1)%"! = o, esdecir, (x* - x - 1)(x-1) = @

Tiene tres raices realessimples x = 1, x = (1 ++V5) / 2y

x=(1-+V5)/2
Por lo tanto la funciéon de coste, en tiempo, de fibonacci(i) sera:
t(i) = ;.1  + o [(1 + VB) / 21" # c5.[(1 - VB) / 2]}
Y, por lo tanto, su caracterizacion asintotica sera:
0(t(i)) = 0(cq. 1"+ ¢, [(1 + V5) / 2% + c5.[(1 - V5B) / 21%)
= o([(1 + V5) / 21%) = O(1.618")

iii Nos encontramos ante un algoritmo cuyo coste, en tiempo, es

asintoticamente exponencial en 1. Entra en la categoria de algoritmos que
ralifiramncroamn intratahlec 111
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Coste en memoria

/*
* Pre: no>=1
* Post: (n <= 2 -> fibonacci(n) = n - 1)
* AND (n > 2 -> fibonacci(n) = fibonacci(n-2) + fibonacci(n-1))
*/
int fibonacci (const int n) {
if (n <= 2) { return n-1; }
else { return fibonacci(n-2) + fibonacci(n-1); }

éCudl es la funcion de coste, en memoria, de una invocacion fibonacci(i)?
e 1 <2 — mem(i) = memy,,

e i >2 — mem(i) = memy,, .

+ 2 X mem; ¢
+ 2 xmem;,  + mem(i-1)

Recurrencia analoga a la resuelta al analizar la funcion de coste, en tiempo, de
factorial(n):

O(memfibonacci(i)) = 0(C1°i + Cz) = 0(1)
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2.5 Aplicacion a la caracterizacion asintdtica del coste en tiempo y memoria de
una invocacion a la funcién torresHano1i(n,origen,destino,auxiliar)

/*
*
*
*
*

*

*

*/

Pre: n >= 0
Post: Presenta por pantalla un listado con la secuencia de

movimientos de discos a realizar para resolver el problema
de las torres de Hanoi para trasladar una piramide con [n]
discos desde la torre [origen] hasta la torre [destino],
utilizando como auxiliar la torre [auxiliar]

void torresHanoi (const int n, const char origen[], const char destino[],

const char auxiliar[]) {

if (n > 0) {

torresHanoi(n-1, origen, auxiliar, destino);

cout << "Mover el disco superior de la torre
<< " y apilarlo en la cima de la torre
<< endl;

torresHanoi(n-1, auxiliar, destino, origen);

<< origen
<< destino
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Coste en tiempo

/*
* Pre: n >=0
* Post: Presenta por pantalla un listado con la secuencia ...
*/
void torresHanoi (const int n, const char origen[], const char destino[],
const char auxiliar[]) {

if (n > 90) { // a
torresHanoi(n-1, origen, auxiliar, destino); // b
cout << "Mover el disco superior de la torre " << origen

<< " y apilarlo en la cima de la torre " << destino
<< endl; // c
torresHanoi(n-1, auxiliar, destino, origen); // d

éCudl es el coste de una invocacion torresHanoi(nD, “Sol”’, “Luna”, “Tierra®)?

t.

inv.

t.

inv.

e nD =0 - t(nD)
e nD > 0 - t(nD)

+ t,
+ t, + t(nD-1) + t. + t(nD-1)
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Debemos resolver la recurrencia:

t(nD) = t;,,. + tj;+ t(nD-1) + t_+ t(nD-1)

Agrupamos y reordenamos la ecuacion e identificamos su miembro derecho:
t(nD) - 2xt(nD-1) = ty,, + ty+ t. = 1".(t, + t.) = B".p(nD)
—-> B=1Ad=290
Escribimos la ecuacion caracteristica:
(x-2).(x-1)%*! - o
es decir,
(x-2).(x-1) = 0

Tiene dos raices reales simples x = 2 y x = 1. Por lo tanto la solucion sera:
t(nD) = c1.2nD+ c2.1'"D = c1.2nD+ (o

Y, por lo tanto:
O(t(nD)) = 0(cy.2" + ¢,) = 0(2™)

La funcidn de coste en tiempo es asintéticamente exponencial en nD
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Coste en memoria

/*
* Pre: n >=0
* Post: Presenta por pantalla un listado con la secuencia
*/
void torresHanoi (const int n, const char origen[], const char destino[],
const char auxiliar[]) {
if (n > 0) {
torresHanoi(n-1, origen, auxiliar, destino);
cout << "Mover el disco superior de la torre
<< " y apilarlo en la cima de la torre
<< endl;
torresHanoi(n-1, auxiliar, destino, origen);

<< origen
<< destino

éCudl es el coste de una invocacion torresHanoi(nD, “Sol”’, “Luna”, “Tierra®)?

e nD = @ > mem(nD) = mem;

iny. T mem;.. + 3 xmem..¢

e nD > @ — mem(nD) = mem;

iny. T mem;.. + 3 xmem..c

+ mem(nD-1) s




Debemos resolver la recurrencia:
mem(nD) = mem;,, + mem; .. + 3 xmem.,+ mem(nD-1)
|Idéntica a la resuelta al analizar el coste de factorial(n). Por lo tanto:

O(mem(nD)) = O(cy.nD + c,) = O(nD)

La funcidon de coste , en memoria, de una invocacion:
torresHanoi(nD, “Sol”, “Luna”, “Tierra®)

es asintoticamente lineal en nD
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3. Resolucion de recurrencias mediante cambio
de variable

En ocasiones se nos presentan recurrencias del tipo:
truncion(M) = teuncion(n /7 k) + f(n)

gue no pueden resolverse aplicando directamente el método expuesto
anteriormente.

Se pueden resolver aplicando el cambio de variable:

m = logn <« n=k" A n/k=k"1 A log (n / k) =m -1
Que nos facilita la siguiente recurrencia:

teuncion(M) - teyncign(m-1) = £7(m)

Donde f’(m) es la funcion resultante de sustituir en £(n) cada ocurrencia de
m
n por k.

A menudo, esta ultima recurrencia puede ser resuelta aplicando el método

presentado anteriormente. Tras ello deberemos deshacer el cambio de variable.
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a) Aplicacion al caso de la funcion de busqueda binaria
buscar(v, izdo,dcho,dato)

/*
* Pre: izdo > © AND izdo <= dcho AND dcho < #v
* AND (PT alfa EN [izdo,dcho-1]. v[alfa] <= v[alfa+l])
* Post: ((EX alfa EN [izdo,dcho].v[alfa] = dato)
* -> v[buscar(v,izdo,dcho,dato)] = dato) AND
* (PT alfa EN [izdo,dcho].v[alfa] != v[alfa+l]
* -> buscar(v,izdo,dcho,dato) < 0)
*/

int buscar (const int v[], const int dcho, const int izdo,
const int dato) {

if (izdo == dcho)
if (v[izdo] == dato) { return izdo; }
else { return -1; }

else {
int medio = (izdo + dcho) / 2;
if (v[medio] < dato) { return buscar(v, medio + 1, dcho, dato); }
else { return buscar(v, izdo, medio, dato); }




// Pre: izdo > © AND izdo <= dcho AND dcho < #v AND

// Post: ((EX alfa EN [izdo,dcho]. v[alfa] = dato) .. Coste en
int buscar (const int v[], const int dcho, const int izdo, tiempo
const int dato) {
if (izdo == dcho) // a
if (v[izdo] == dato) // Db
{ return izdo; } // c
else { return -1; } // d
else {
int medio = (izdo + dcho) / 2; // e
if (v[medio] < dato) /] f
{ return buscar(v, medio+1l, dcho, dato); } // g
else { return buscar(v, izdo, medio, dato); } // h
}
}

¢ Cual es el coste en tiempo de una invocacién buscar(v,0,n-1,dato)?

Donde n es igual al numero de datos sobre los que se plantea la busqueda.

e n=1->t(n) =ty,, + t,+ t,+ [t.] t4]

inv.
e n>1-> t(n) = t; + t,+ t,+ te+ t(n/2)

inv.




Debemos resolver la recurrencia:

t(n) = ty,,. + t,+ to + te+ t(n/2)

Reordenamos la ecuacion:

t(n) - t(n/2) = t;,, + ty+ ta + tf

La recurrencia no tiene la forma adecuada. Podemos llegar a una recurrencia
adecuada haciendo el cambio de variable;
m m-1
m=log2n—>n=2 A nf2 =2 /\logz(n/z):m—l
Podemos reescribir la ecuacion recurrente en funcion de la variable m:

t(m) - t(m-1) = t;,, + t ,+ to+ t¢ =

m m
1. (tjy. +* g+ to+t¢g) =B .p(m) - B=1Ad-=20

La ecuaciodn caracteristica sera:

(x - 1).(x - 1) -0



Reescribimos la ecuacion caracteristica:
2
(x - 1)" =90

Tiene una raiz real doble, x=1, por lo tanto la solucidn de la recurrencia, en m,
proporciona la siguiente funcion de coste:

t(m) = cl.m1.1m+ c2.me.1m = Cq.M+ Cy
Deshacemos el cambio de variable [m = logzn]:
t (n) = cl.logzn + C,
Por lo tanto:
O(t(n)) = 0(c1.log2n + Cy) = 0(log2n) = O(log n)

Nos encontramos ante un algoritmo cuyo coste en tiempo es asintoticamente
logaritmico en el numero de datos, n, sobre los que se plantea la busqueda.




// Pre: izdo > © AND 1izdo <= dcho AND dcho < #v AND
// Post: ((EX alfa EN [izdo,dcho]. v[alfa] = dato) ..
int buscar (const int v[], const int dcho, const int izdo,
const int dato) {
if (izdo == dcho)
if (v[izdo] == dato) { return izdo; }
else { return -1; }
else {
int medio = (izdo + dcho) / 2;
if (v[medio] < dato) { return buscar(v, medio+1l, dcho, dato); }
else { return buscar(v, izdo, medio, dato); }

Coste en
memoria

¢ Cual es el coste en memoria de una invocacién buscar(T,0,n-1,dato)?
Donde n es igual al nUmero de datos sobre los que se plantea la busqueda.

e n=1—> mem(n) = mem,

inv. + memr‘ef. + 4 x memint

- * n>1— mem(n) = memy,, .

+ mem(n/2)

+ mem..¢c + 5xmem;,¢
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Debemos resolver la recurrencia [sea n = dcho - izdo + 1]:

mem(n) = mem;,, + mem..c + 5xmem;. . + mem(n/2)

V.

Que es analoga a la recurrencia que acaba de ser resuelta:

t(n) - t(n/2) = t;,, + ty+ ta + tf

Por lo tanto, la funcidén de coste en memoria sera:

O(mem(n)) = 0(c1.log2n + C,y) = 0(log2n) = 0(log n)

Nos encontramos ante un algoritmo cuyo coste en memoria es
asintoticamente logaritmico en el numero de datos, n, sobre los que se
plantea la busqueda
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b) Aplicacion al caso de la funciéon mcd(a,b)

/*
* Pre: a >= 0O AND b >~ 0 AND (a != 9 OR b != 0)
* Post: a % mcd(a,b) = @ AND b % mcd(a,b) = © AND mcd(a,b) >= 1

* AND (PT alfa EN [2,mcd(a,b)-1].a%alfa!=0 OR b%alfa!=0)
*/
int mcd (const int a, const int b) {
if (b == 0) // a
{ return a; } // b
else
{ return mcd(b, a % b); } // c
}

Elrestoa % b es unvalor del intervalo [0,b-1]
— Casos mas favorables: el valora % b esta proximoa @ 6ab - 1
— Casos mas desfavorables: el valor a % b esta proximoa b / 2
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Para caracterizar la funciéon de coste en el caso peor de una invocacion
mcd(a,b) debemos resolver la recurrencia:

tmcd(b) = Yy, + T+ T+ 1:mcd(b/z)
Reordenamos la ecuacion:
tmcd(b) - tmcd(b/z) = tiny. * o+ T,

Esta recurrencia es analoga a |la del problema anterior, por lo tanto podemos
escribir directamente su solucion:

O(tycq(b)) = O(log,b)

Nos encontramos ante un algoritmo cuyo coste asintético en el caso peor es
logaritmico en el valor de su segundo parametro.

Curiosidad: El teorema de Lamé afirma que el caso peor para este algoritmo
se presenta cuando se le invoca para calcular el maximo comun divisor de
dos numeros consecutivos de la sucesion de Fibonacci.




4. Analisis comparativo de costes en tiempo de
algoritmos que resuelven un mismo problema

Analisis del coste en tiempo de cada uno de los disenos
del método raiz(n):

 Diseflado por inmersion mediante fortalecimiento de
su precondicion (alternativa 1)

 Diseflado por inmersion mediante fortalecimiento de
su precondicion (alternativa 2)

 Diseflado por inmersion mediante debilitamiento de
su postcondicion (alternativa 3)
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Analisis del coste del primer disefio: raiz01

/*
* Pre: n >= 0
* Post: raiz@l(n) = R AND R*2 <= n AND (R+1)"2 > n
*/
int raizel (const int n) { return raizi(n,0); } //
/*
* Pre: n >= 0 AND candidato”2 <= n
* Post: raizl(n,candidato) = R AND R*2 <= n AND (R+1)"2 > n
*/
int raizl (const int n, const int candidato) {
if ((candidato + 1)*(candidato + 1) > n) //
{ return candidato; } //
else
{ return raizl(n, candidato + 1); } //
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Deseamos analizar el coste en tiempo de una invocacién raiz@1(n):
Traize1(n) = tinv. * Yo+ Traizi(n,e)

Las funciones de coste ty.;5,91(n) Y de traiz1(n,e) SON dependientes del valor
den.

tr‘aizl(n)(n) = Tipv, + T+ traizl(n,e)(n)
La secuencia de invocaciones recursivas de raizl(n, candidato) es:

raizi(n,9) — raizi(n,1) - ... — raizi(n,/n)

Haciendo m = [v/n | - candidato podemos escribir una recurrencia para
determinar la funcion de coste de raizl(n, @), la funcién t(m), dependiente de
la nueva variable m:

t(m) = tj,,. + tp+ tg+ t(m-1)
Es decir:
t(m) - t(m'l) = til’IV. + tb + td

Que ya hemos resuelto anteriormente
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La recurrencia:

t(m) - t(m-1) = t;

inv. ¥ tb + td

La hemos resuelto anteriormente. Podemos escribir directamente su solucion:
t(m) = ¢4 + c,.m
Es decir:
tr'aizl(n,a)(m) = &g F Gzl
Es momento de deshacer el cambio m = v/n - candidato:
tr‘aizl(n,e)(m) = €+ C.M = tr'aizl(n,a)(n) =1+ ¢3.(¥n - @)
Y, por lo tanto:
o(traizel(n)(n)) = o(ta + tr‘aizl(n,e)(n))

= O(t, + c; + ¢y. ym) = O(/n)
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Analisis del coste del segundo diseino: raiz02(n)

/*

* Pre: n >=0

* Post: raiz@2(n) = R AND R*2 <= n AND (R+1)"2 > n
*/

int raiz02 (const int n) { return raiz2(n,n); } // a

/*
* Pre: n >= 0 AND (candidato+1)”2 > n
* Post: raiz2(n,candidato) = R AND R*2 <= n AND (R+1)"2 > n

*/
int raiz2 (const int n, const int candidato) {
if (candidato*candidato <= n) // b
{ return candidato; } // c
else
{ return raiz2(n, candidato-1); } // d
}




Deseamos analizar el coste en tiempo de una invocacion raize2(n):

traizGZ(n) = Tipy, + T3 ¢ traizZ(n,n)

Las funciones de coste t.,i,02(n) ¥ d€ traizo(n,n) Son dependientesdel
valor de n.

traiz@Z(n)(n) = Ty, + T3 traizz(n,n)(n)
La secuencia de invocaciones recursivas de raiz2(n, candidato) es:
raiz2(n,n) —» raiz2(n,n-1) > ... — raiz2(n,+/n)

Podemos escribir una recurrencia para determinar la funcion de coste de
raiz2(n,n), la funcién t(n), dependiente de n:

tin) = Ltjay * T+ Ty + TlN-1)

Es decir:
t(n) - t(n-1) = t;

nv. T 1:b"' td

Que ya hemos resuelto anteriormentey cuya solucion es:
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Ya podemos determinar la funcidon de coste en tiempo de una invocacion
raiz2(n):

traizGZ(n)(n) = Tinv, + T4+ traizZ(n,n)(n)

tinv.

+ ta + Cq + Cy.n

Y, por lo tanto:

o(tr‘aiZGZ(n)(n)) = O(tinv. + ta + Cl + cz.n) = 0(")
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Analisis del coste del tercer diseno: raiz03(n)

/*
* Pre: n >=0
* Post: raize3(n) = R AND R”2 <= n AND (R+1)"2 > n
*/
int raize3 (const int n) { return raiz3(n,1); } // a

/*
* Pre: n >= 0 AND a >=1
* Post: raiz3(n,a) = R AND R*2 <= n AND (R+a)”2 > n

*/
int raiz3 (const int n, const int a) {
if (a * a > n) // b
{ return 0; } //
else {
int candidato = raiz3(n,2*a); // d
if ((candidato + a) * (candidato + a) > n) // e
{ return candidato; } // f
else { return candidato + a; } // g
}
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Deseamos analizar el coste en tiempo de una invocacion raize3(n):

tr'aize3(n) = Tinv. * T4 ¢ traiz3(n,1)

Los coste de t.;;5,03(n) ¥ de traiz3(n,1) SON funciones dependientes del
valor de n.

tr'aize3(n)(n) = tinv. + Tt traizB(n,l)(n)

La secuencia de invocaciones recursivas a raiz03(n,a) es:
Llogznj)
Haciendo m = =~ n/a podemos escribir la siguiente recurrencia
de la funcion de coste de la invocacién raize3(n,1), como una funcion t(m)
dependiente de m::

raiz3(n,1) —» raiz3(n,2) - ... — raiz3(n,2
2Llogsz/a

t(m) = ty,,. + tp+ tg+ t(m/2) + t. + telg
Es decir:

t(m) - t(m/2) = ty,,. + tp+ tg+ to + telg
Que ya hemos resuelto anteriormente y cuya solucion es:

t(m) = tr.aiz3(n,1)(m) = €4 + Cy.log, m



Ahora debemos determinar la funcion de coste en tiempo de una invocacion
raize3(n):

tr'aizeB(n) =T+ t,+ tr'aiZB(n,l)

Deshacemos el cambio de variable m = n/a teniendo en cuanta que, para la
invocaciéon raiz@3(n,1) ,elvalordea = 1:

tr‘aiz3(n,1)(m) = C + Cz.logzm —>
traizB(n,l)(n) = Cq + c2.1og2(n/1)

Ahora debemos determinar la funcidon de coste en tiempo de una invocacion
raize3(n):

traizes(n) = tinv. * ta* Traizz(n,1) =
ty,. + t;+ ¢, + c,.1o8,(n/1)

Y, por lo tanto:

O(tr‘aize3(n)(n)) = o(tinv. T tr‘aiZB(n,l)(n)) =
O(ti,, + tg+ cq+ cy.log,n) = 0(c2.log2n) =
0(log2n) = 0(log n)
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Comparacion de los costes de las tres funciones

Analisis comparativo de costes asintoticos

Invocacion del la

funcion raizal(n) raizOZ(n) PaiZQ3(n)
Orden de la
funcién de coste 0(+/n) O(n) 0(log n)
en tiempo
Eficiencia
asintoética relativa % % * % %k %k
en tiempo
Orden de la
funcién de coste 0(+/n) O(n) 0(log n)
en memoria
Eficiencia
* %k * Kk k

asintotica relativa
en memoria
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