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1. Funciones de coste de un algoritmo

Coste de un algoritmo de busqueda binaria:

v membuscar(v,n,dato)(n) = mem + mem . + 6 xmem;,,

invocacion

v tbuscar'(v,n,dato)(n) = (tc + Tty + T+ tb) X].ngn +
t + T+ T+t

invocacion



/*
k
k
k
*/

int

Busqueda binaria

Pre: n <= #v AND (EX alfa EN [@,n-1].v[alfa] = dato)
AND (PT alfa EN [@,n-2].v[alfa] <= v[alfa+l])
Post: v[buscar(v,n,dato)] = dato

buscar (const int v[], const int n, const int dato) {

int izdo = 0, dcho = n-1; // a
while (izdo != dcho) { // b
int medio = (izdo + dcho) / 2; // c
if (dato <= v[medio]) // d
{ dcho = medio; } // e
else
{ izdo = medio + 1; } /] f
}
return izdo; // g

tbuscar(v,n,dato)(n) = (tc + T+ t 4+ tb)Xlngn T

tinvocacic’m + ta + tb + tg




Coste en tiempo de un algoritmo de busqueda
binaria:

thuscar(v,n,datoy (N) = (te + Tty + to+ 1) x log,n +
Tinvoe + £, + £, + tg

Haciendo:
k, = t.+ T, + t+ t, vy
k, = t

invoc.+ ta T tb T tg

entonces, la funcion de coste del algoritmo es:

tbuscar(v,n,dato)(n) = k1X1°g2n + kj

Importante: k; y k, dependen del computador y su entorno




Funciones de coste de un algoritmo de busqueda

binaria:

v membuscar(v,n,dato)(n) = MEeM;,yocacion T MEM. ¢ + 6 X Mem; ¢

v tbuscar'(v,n,dato) ( n)

Donde:
O k
d k

mem

invocacion

= k

m

(tc + tg+ to + t,) xlog,n +
t + T+ T, + &
kyxlog,n + k,

invoc.

+ mem. .. + 6 xXmem, .

t.+ t,+ t .+t vy

t

invoc.

+ T+ T+ &



Busqueda secuencial: caso mejor

/*
* Pre: n <= #v AND (EX alfa EN [@,n-1].v[alfa] = dato)
* Post: v[buscar(v,n,dato)] = dato

*/
int buscar (const int v[], const int n, const int dato) {
int indice = 0; // a
while (v[indice] != dato) { // b
indice = indice + 1; // c
}
return indice; // d
}

v membuscar(v,n,dato)(n) = MeM;,ocacion T MEM ¢
+ 4 xmem,;

‘/tbuscar(v,n,dato)(n) = tinvoc. + ta + tb + td




Coste en tiempo de un algoritmo de busqueda
secuencial en el caso mejor:

tbuscar(v,n,dato) = tinvoc. T ta T tb T td

La funcion de coste es una funcidon constante:

tbuscar‘(v,n,dato)(n) = tinvoc. + ta T tb T td

Haciendo k; = t, ... + t, + t, + t; entonces,
a funcion de coste del algoritmo es:

tbuscar'(v,n,dato) (n) = k3




/% Busqueda secuencial: caso peor

* Pre: n <= #v AND (EX alfa EN [@,n-1].v[alfa]=dato)
* Post: v[buscar(v,n,dato)] = dato

*/
int buscar (int v[], int n, int dato) {
int indice = 0; // a
while (v[indice] != dato) { // b
indice = indice + 1; // c
}
return indice; // d
}

v membuscar(v,n,dato)(n) = meminvocac:'LcSn T memref T 4'xmemint

v tbuscar(v,n,dato)(n) = tinvoc. + ta + tb
+ (Zae[1,n-1].t_ + t,) + t,




Coste en tiempo de un algoritmo de busqueda
secuencial en el caso peor:

La funcion de coste es una funcion lineal en n:
tbuscar‘(v,n,dato)(n) = (tc + tb) XN + Tipoc. +

t_tC+td

Haciendo: k, = t_+ t, vy
k5=t +ta_tc+td
entonces, la funcién de coste del algoritmo es:

invoc.

tbuscar(v,n,dato)(n) = I(4><rI + k5
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Funcion de coste en memoria de una busqueda

secuencial:

v membuscar(v,n,dato)(n) = MeM;,yocacion T MEM. ¢ + 4 x Mem; ¢
= k,

Funcion de coste en tiempo de una busqueda secuencial:

v En el caso mejor:

O tbuscar(v,n,dato)(n) k3

v En el caso peor:

O tbuscar(v,n,dato)(n) = k4><rI + k5

Donde:
O km = merninvocacic’m + memre1c + 4 X memin’c
O k3 = tinvoc. + ta + tb + td ’

k4=tc+tb yk5=tinvoc.+ta_tc+td



2. Caracterizacion asintotica del coste

La notacion O

O(f(n)) define un conjunto de funciones, aquellas que son
acotables superior y asintoticamente (para n —» «) por
k.f(n), siendo k una constante real positiva.

Ejemplos:
O(1) = { 1.0, 45.56, 100.0, 10000.0, 98752223.0, .. }

O(n) = { 1.5, 500000.8, 3xn:>, 1@@xlog,n, 9999x1log, N,
2500xn + 10000000.0, ... }

O(n?) = { 1.5, 500000.8, 3.n°->, 10@xlog,n, 25.n,
n.log,n, nz, 3n2, 1060n2, 5 X n2+106xn, .}
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Consecuencias practicas

Sea t,(n) Ilafuncidn de coste de un algoritmo A que verifica:
O(t,(n)) = O(f(n))

Entonces la funcién de coste t,(n) se puede aproximar
asintéticamente (para n > «) a:

1lim t,(n) = k.f(n) donde k es una constante
n—e real

Si, para un valor de n =X ‘suficientemente grande’, medimos
experimentalmente el coste del algoritmo, podemos deducir k:

tA(X) =t = k.'F(X) - k = tmedido/f(x)

Y, por lo tanto, la funcion de coste sera:
ta(n) = k.f(n) = (Toegiqo / F(X)).F(n)

medido



llustracion de las consecuencias practicas

Sea un algoritmo cuya funcidon de coste en la maquina M sea:
t(n) = 2.n% + 10.n + 5

En tal caso:
O(t(n)) = 0(2.n% + 10.n + 5) = 0(n?)

Eso significa que:
t(n) = k.f(n) = k.n?

Ahora podemos deducir el valor de k:

t(n) _ .. 2.n* + 10.n + 5
S FN) - M 2

Y esta es la aproximacion calculada:
t(n) = k.f(n) = k.nZ = 2.n

k=limIrI
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llustracion de las consecuencias practicas (cont.)

Funcion de coste del algoritmo en la maquina M sea:
t(n) = 2.n% + 10.n + 5

¢Es acertada la aproximacion calculada?
t(n) = 2.n2

Asi se va a comprobar el grado de acierto:

e Calcularemos los valores exactos y aproximados del coste para
n=10,n=100, n=1.000, n =10.000, etc.
e Calcularemos los errores porcentuales de la aproximacion en cada caso
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llustracion de las consecuencias practicas

Funcion de coste exacta en la maquina M:
t(n) = 2.n% + 10.n + 5

Funcion de coste aproximada en la maquina M:
t (n) = 2.n?

¢ Es acertada esta aproximacion?

parametro valor de t(n) diferencia
n exacto aproximado error
10 305 200 -50%
100 21.005 20.000 -5%
1.000 2.010.005 2.000.000 -0.5%

10.000 e e -0.05%



La notacion O y la complejidad de un algoritmo

Si Diremos que el Y que
O(t,(n)) | crecimiento asintético la complejidad
equivale | de lafuncion de coste del algoritmo

a .. es ... enn es ... enn

0(1) constante constante

O(log n) logaritmico logaritmica

o(n) lineal lineal
O(n.log n) enelogene enelogene

O(nz) cuadratico cuadratica

0(n3) cubico cubica

o(n?) polindmico polindmica (con a > 1)

o(a") exponencial exponencial (con a > 1)

Oo(n!) factorial factorial
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Relaciones de inclusion entre los ordenes
anteriores:

v’ Cadena de inclusiones:

O(1) c O(lgn) € O(n) C O(n.lgn) C O(n?) c O(n?) C --- C O(a™) C O(n!)

v  Los dos Ultimos o4rdenes corresponden a algoritmos
«intratables»
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Significado de la notacion O(n):

Sea O(t,(n)) el orden de la funcién de coste t,(n) de un
algoritmo A. Segun que sea:

= 0(t,(n)) = O(n) obien
= 0(t,(n)) = O(log n) obien
= O(t,(n)) = O(nx1logn) o bien
= O(t,(n)) = O(n®) obien
= Etc., etc., etc.
Nos proporciona :

e Informacion muy precisa sobre la evolucion asintética del
coste del algoritmo en funcion del parametro n, es decir,
del modo en que crece asintéticamente la funcidon de coste

e Una aproximacion asintotica de los valores que toma la
funcion de coste es tanto mas precisa cuanto mayor es el
valor del parametron (k.n ok.log n ok.n” o .. )



Significado de la notacion O(n):




Aplicacion a un caso

Sea t,(DIM) lafuncién de coste de un algoritmo A que verifica:

O(t,(DIM)) = O(DIM?)

Entonces, la funcion de coste se puede aproximar asintoticamente
(para DIM “suficientemente grande”) a:

t,(DIM) = K. DIM® donde k es una constante real

Medimos que, para DIM = 1000, el coste del algoritmo es de
0.25 ms. Podemos ahora deducir k:

t,(1000) = 0.25 ms = k.1000° - k = 0.25.10°° ms
Y, por lo tanto, la funcion de coste sera:
t,(DIM) = k.DIM® = 0.25.10°°.DIM* ms



Coste y principio de invariancia

Sea t,(n) lafuncion de coste de un algoritmo que verifica:

O(ty(n)) = O(f(n)) —> lim__ t,(n) = k.f(n)

La constante k depende de la velocidad de la maquina donde se
ejecuta el algoritmo. Supongamos que en un “Computador 1”:

v' Computador 1 — Lim _ ta,(n) = k;.f(n)

Si lo ejecutamos en un “Computador 2”, 2 veces mas rapido:
v’ Computador 2 — lim _ t,(n) = (k,/2).f(n)

Y si lo ejecutamos en un “Computador 3”, 10 veces mas rapido:
v’ Computador 3 — lim __ t,(n) = (k,/10).f(n)

Principio de invariancia: la funcién f(n) que caracteriza
asintoticamente el coste no varia, solo varia |la constante
multiplicativa k, que depende del entorno de ejecucidén




Reglas para caracterizar el orden de la funcion de
coste

v’ Regla de las constantes multiplicativas:
O(k.f(n)) = 0o(f(n)) parak>0

v Regla de la suma de funciones:
o(f,(n) + ... + f,(n)) = o(Max(f,(n),..., f(n)))
v’ Regla de la sustituciéon de funciones:
0(f(n)) = 0(f’(n)) -
0(f(n)+g(n))

0(f(n)) = 0(f’(n)) —
0(f(n).g(n)) = 0(f’(n).g(n))

0(f’(n)+g(n))
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. Ejemplos de caracterizacion asintética de la
eficiencia de un algoritmo

De la funcion factorial(n) (algoritmo iterativo de
calculo)

De la funciéon sumarPares(v,n) (algoritmo de
recorrido de un vector)

De la funcién buscar(v,n,dato) (algoritmo de
busqueda binaria en un vector ordenado)

De la funcion buscar(v,n,dato) (algoritmo de
busqueda secuencial en un vector)
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/% Coste en memoria

* Pre: n >=0
* Post: factorial(n) = (PROD alfa EN [1,n].alfa)
*/
int factorial (const int n) {
int indice = 0, resultado = 1;
while (indice != n) {
++indice; resultado = indice * resultado;

¥

return resultado;

memfactorial(n)(n) = MeM;nyocacion + 4 X MeM;

O(memfactorial(n)(n)) = O(meminvocacién + 4 X memint)

= 0(1)
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/% Coste en tiempo

* Pre: n >=0
* Post: factorial(n) = (PROD alfa EN [1,n].alfa)

*/
int factorial (const int n) {
int indice = 0, resultado = 1; // a
while (indice != n) { // b
++indice; resultado = indice * resultado; // c
}
return resultado; // d
}

tfactorial(n)(n) = (tc + tb) xn + tinvoc. + ta T tb T td

O(tfactor‘ial(n)(n)) = O((tc T tb) xn + tinvoc. T ta T
t, + t;) = O((t. + t,) xn) = O(n)
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/% Coste en memoria

* Pre: n >= 0 AND n <= #v
* Post: devuelve la suma de todos los datos
* con valor par almacenados en v[@,n-1]
*/
int sumarPares (const int v[], const int n) {
int suma = 0O;
for (int 1 = 0; i < v; i++) {
if (v[i] % 2 == @) { suma = suma + v[i]; }

}
return suma;
}
memsumaPares(v,n)() = MeM;,yocacion T MEM. ¢ + 4'Xmemin‘c

o(memsumaPares(v,n)()) = O(meminvocacién + MEM. ¢
+ 4 xmemy,.) = 0(1)
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Coste en tiempo

/*

* Pre: n > 0 AND n <= #v
* Post: devuelve la suma de todos los datos

* con valor par almacenados en v[@,n-1]
*/
int sumarPares (const int v[], const int n) {
int suma = 9; // a
for (int 1 = 0; i < n; i++) // b
if (v[i] % 2 == 0) { // c
suma = suma + Vv[i]; // d
}
return suma; Caso mejor: // e

} no hay ningun par
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/*

Coste en tiempo

* Pre: n > 0 AND n <= #v
* Post: devuelve la suma de todos los datos

* con valor par almacenados en v[@,n-1]

*/

int sumarPares (const int v[], const int n) {

int suma = 9; // a
for (int 1 = 0; i < n; i++) // b
if (v[i] % 2 == 0) { // c
suma = suma + v[i]; // d

}
return suma; Caso peor: // e

no hay ningun impar
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Coste en
tiempo

CASO MEJOR: no hay ningun parenv[0O,n-1]

O(tsumaPares(v,n)(n)) = 0((tc t tb) xn + T, + L,
t,+ t.) = 0((t, + t,) xn) = 0(n)

CASO PEOR: no hay ningun imparen v[@,n-1]

O(tsumaPares(v,n)(n) )
= 0((t, + ty;+ t,)) xn + t, + t, + t, + t.)

lnvoc.

= 0((t, + t4+ t,) xn) = 0(n)
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/% Coste en memoria
* Pre: n <= #v AND (EX alfa EN [O,n-1]. v[alfa] = dato)

* AND (PT alfa EN [@,n-2]. v[alfa] <= v[alfa+l])
* Post: v[buscar(v,n,dato)] = dato
*/

int buscar (const int v[], const int n, const int dato) {
int izdo = @, dcho = n-1;
while (izdo != dcho) {
int medio = (izdo + dcho) / 2;
if (dato <= v[medio]) { dcho = medio; }
else { izdo = medio + 1; }
}

return izdo;

membuscar‘(v,n,dato)(n) = MeM;,yocacion T MEM.¢ + 6><memin’c

O(membuscar‘(v,n,dato)(n)) = 0(meminvocacién+memref+6xmemint)
= 0(1) 31




/*

* Pre: n <= #v AND

* AND

*/

Coste en tiempo

(EX alfa EN [@,n-1]. v[alfa] = dato)

(PT alfa EN [@,n-2]. v[alfa] <= v[alfa+l])
* Post: v[buscar(v,n,dato)] = dato

int buscar (const int v[], const int n, const int dato) {

int izdo = 0, dcho = n - 1;

while (izdo != dcho) {
int medio = (izdo + dcho) / 2;
if (dato <= v[medio])

{ dcho
else
{ izdo

¥

medio; }

medio + 1; }

return izdo;

// a
//
//
//
//

™ Q 0O O

//f

/]l 8
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Coste en tiempo

El coste en tiempo del algoritmo, en cualquiera de los casos, es siempre:

tbuscar'(v,n,dato)(n) = (tc + Ty + T+ tb) X ].ngn
+ tioe + Lty + E, o+ tg

O(tbuscar(v,n,dato)(n) )

t, + tg)

= 0(log2n) = 0(log n)

= O((tc + t, + t. + tb) Xlogzn + Tinvoc.

+ t

= 0((t. + ty+ t. + t,) x1log,n)

a

+

33




Coste en memoria

/*
* Pre: n <= #v AND (EX alfa EN [@,n-1]. v[alfa] = dato)
* Post: v[buscar(v,n,dato)] = dato
*/

int buscar (const int v[], const int n, const int dato) {

int indice = 0;

while (v[indice] != dato) {
indice = indice + 1;

}

return indice;

membuscar(v,n,dato)(n) = MeM;,yocacion T MEM. ¢ + 4'Xmemin‘c

o(membuscar(v,n,dato)(n)) = 0(meminvocacién+memr‘ef+4xmemint)
0(1)
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s Coste en tiempo

* Pre: n <= #v AND (EX alfa EN [@,n-1]. v[alfa] = dato)
* Post: v[buscar(v,n,dato)] = dato

*/
int buscar (const int v, const int n, const int dato) {
int indice = ©; // a
while (v[indice] != dato) { // b
indice = indice + 1; // c

}
return indice; Caso mejor: // d

} v[@]=dato




/*

Coste en tiempo

* Pre: n <= #v AND (EX alfa EN [@,n-1].v[alfa] = dato)

* Post: v[buscar(v,n,dato)] = dato
*/

int buscar (const int v[], const int n, const int dato) {

int indice = 0;
while (v[indice] != dato) {
indice = indice + 1;

// a
// b
// C

} Caso peor:
return indice; dato so6lo coincide
} con v[n-1]

// d
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CASO MEJOR (v[@] =dato): Coste en tiempo

tbuscar'(v,n,dato)(n)= tinvoc. + ta + tb T td

o(tbuscar(v,n,dato))(n) = o(tinvoc. T ta T tb T td) =
0(1)

CASO PEOR ((Vae€[0,n-2]. v[a]#dato) A v[n-1]=dato):

tbuscar‘(v,n,dato)(n) = (tc T tb) N + Ty, + &, -
t. + t,

O(tbuscar(v,n,dato))(n) =
O((t. + t,) xn + t; +t, - t,+ ty) =

invoc.

o((t. + t,) xn) = 0(n)
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