Programacion 2

Leccion 11. Analisis de la correccion
de un algoritmo: primera parte




. Precondicion mas débil y correccion de un
algoritmo. Ejemplos

. Analisis de la correccion de una secuencia de
instrucciones. Ejemplos

. Analisis de la correccion de una instruccion
condicional. Ejemplos

. Analisis de la correccion de una instruccion
iterativa

— Concepto de predicado invariante de un bucle
— Ejemplos



1. Precondicion mas débil y correccion de
un algoritmo. Ejemplos

La precondicion mas débil de una accion A con
postcondicion Q es el predicado pmd(A,Q) mas débil
gue hace correcto el disefio:

// pmd(A,Q)

g v

/1 Q




Los axiomas de las instrucciones de asignacion, devolucion de
valor y nula indican cdmo calcular dicha precondicion mas débil:

// Dom(v =Exp) A QE‘),(p
v = Exp; \/
//Q

// Dom(Exp) A Q"*P

nombreFuncion(lista de parametros)

return Exp; /

/7 Q

//Q

v

/7 Q




Si la accidn A es correcta:

/1 Q
A

// R

v

Y se satisface que P = Q entonces es también es correcta:

/] P
A

// R

// Precondicion reforzada: P = Q

v

Y se satisface que R = S entonces es también es correcta:

/1 Q
A

/]S

// Postcondicidn debilitada: R = S

v




2. Analisis de la correccion de una
secuencia de instrucciones

Debemos probar que la siguiente secuencia de instrucciones
es correcta.

// X =A Ay =B

aux = X;
X =V;
y = aux;

// X =B Ay =A




En un caso general: écomo probar la correccion de una secuencia
de k instrucciones?

// P




1. Plantear (calculando o, en su caso, conjeturando) predicados
intermedios R; que debieran satisfacerse en los puntos en los
que se definen:

/] P

A1;

/] R,

A2;

/] R,

/1 Ry-a
A-13
/1 R4
Ak;

// Q

Orden de los calculos
de los predicados R




2. Demostrar la correccion de cada una de las k instrucciones
Ai de la secuencia:

// P )

A1; e /

/1 Ry _

/1 Ry ]

AZ; - /

// R, —

/! R _

A 2 - /
-1

/1 R g -

/1 Req

A } \/

// Q




En nuestro caso particular, bastara con proponer dos predicados,
R, VY R, para los que sean correctas cada una de las tres
instrucciones que integran la secuencia.

// X =A Ay =B
aux = X; >— codigo correcto
// R,
// R,
X =Y; = codigo correcto
// Ry
// Ry
y = aux; — coédigo correcto
// X =B Ay =A

A

éComo escribir o, en su caso, calcular los predicados R,y R2?
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En nuestro caso particular, podemos calcular los predicados
intermedios, comenzando por los ultimos. Para ello aplicaremos,
paso a paso, los axiomas que aseguran la correccion de cada
instruccion (aqui el axioma de la asignacion):

// X =A Ay =B
aux = X;
X =Y

// x =B A aux = A

1l
>

10
y = aux; =— cO6digo correcto
// X =B Ay =A
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Seguimos aplicando los axiomas que aseguran la correccion de
cada instruccion:

// X =A Ay =B

aux = X;

// Yy =B A aux = A |20 B B

x=y; ¢ -

// X =B A aux = A = codigo correcto

y = aux;

// X =B Ay=A

12



Aplicamos por tercera vez el axioma de la asignacion para
calcular la precondicion mas débil (pmd) que hace correcto el
algoritmo:

// X =A Ay =B

//'y=BAax=A [3°] h

aux = X; T -

//'y =B A aux = A B

X =Y; = coédigo correcto

// X = B A aux = A
y = aux;

/7 X =B Ay =A
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Aplicamos finalmente la regla del reforzamiento de |Ila
precondicion a la pmd que acabamos de calcular que confirma la
correccion del diseno:

// X =AAy=B = y=BAx=A
//'y =BAXx-=A

aux = X;
//'y =B A aux = A codigo
X =Y; [ correcto

// X = B A aux = A
y = aux;

// X =B Ay=A
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Resumamos el método de calculo de predicados intermedios,

comenzando por el final, aplicado:

// P

Al;

A2;

k-1
k;
// Q
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1) Se han calculado, en este orden, pmd,, pmd, _,, ..., pmd, y pmd,
2) Se ha probado que P esigual o mas fuerte que pmd,

=

// P
// P = pmd1

// pmdl k-20
Al;
// pmd, k-10°

A, | este cédigo /

es correcto

// pmd, 4 20
A-13
// pmdk 10
Ak;

// Q
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1) Se han calculado, en este orden, pmd,, pmd, _,, ..., pmd, y pmd,
2) Se ha probado que P no es niigual ni mas fuerte que pmd,

// P

// P 2 pmd

// pmd, k-20

Al;

// pmd, k-1°

A,; [ este cddigo x

no es correcto

// pmd, 4 20
A1
// pmd, 10
Ak;

/] Q _

17




3. Analisis de la correccion de una
instruccion condicional. Ejemplos

Debemos probar que la siguiente instruccion condicional
es correcta.

// X =A Ay =8B
if (x <= y) {
mayor = y;

}

else {
mayor

X5
}
// mayor = (Mdx oc{A,B}. o)
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// X =
if (x <= y) {
// X =

mayor = y;

AAny =8B

ANy =BAXZSYy

// mayor = (Max ae{A,B}. a)
}
else {

// X =AAYy=BAXD>Y

mayor = X;

// mayor = (Max ac{A,B}. a)

}

// mayor = (Max ae{A,B}. a)

:}.

—_

T—

—

S

—

iesta libre de errores?

éies correcto?

ies correcto?
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No hay riesgo de error al evaluar la condicion:

// Xx =A Ay =B = Dom(x <
if (x <=y) {

// X =AAYy=BAXZLYy

mayor = y;

// mayor = (Max ae{A,B}. a)
}

else {
// X =AAYy=BAXD>YyY
mayor = X;
// mayor = (Max ae{A,B}. a)
}
// mayor = (Max ac{A,B}. a)

y)

cierto

10

+ v
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El codigo de la primera alternativa es correcto:

// x=AAy=B = Dom(x £y) = cierto
if (x <=y) {
// X =AAy=BAX<y=>y=(Max ae{A,B}. a)
mayor = y;
// mayor = (Max ac{A,B}. a)
}
else {
// X =AAYy=BAXD>Y
mayor = X;
// mayor = (Max ac{A,B}. a)
}
// mayor = (Max oac{A,B}. a)

20

v
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El codigo de la segunda alternativa también es correcto:

// x=AAy=B = Dom(x £y) = cierto }/

if (x <= y) {
// X =A Ay =BAX

IAn

y => vy = (Max ae{A,B}. a) /

mayor =Y,

// mayor = (Max ac{A,B}. a) -
}
else {
// X=AAYy=BAX>Yy = x = (Max ae{A,B}. o) 3°T
mayor = X; —/
// mayor = (Max ae{A,B}. a) |
}

// mayor = (Max ae{A,B}. a)
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¢Como probar que una instruccion condicional es correcta®?

// P
if (O) {
Al

else {
A2

/7 Q

23



¢Como probar que una instruccion condicional es correcta®?

// P
// P = Dom(C)

if (O) {

10

// P AnC = pmd(Al,Q)
Al
// Q

}

else {
// P An—-C = pmd(A2,Q)

A2
/] Q

/1 Q

20

30

+

él?

é2?

é3?
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4. Analisis de la correccion de una
instruccion iterativa

Queremos probar que la siguiente instruccion iterativa es correcta.

// n20 An<#H A1 =0 A suma = 0.0
while (i != n) {
suma = suma + v[i];
i=1+ 1;
}
// suma = (Zae€[0@,n-1]. v[a])
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La clave de la demostracion esta en identificar un predicado INV
que se satisfaga antes de evaluar la condicion del bucle en cada

una de sus iteraciones:

// h20 An<# A1 =0 A suma = 0.0
// INV
while (i != n) {

suma = suma + v[i];

i =1+ 1;

// INV

}
// suma = (Zae[0,n-1]. v[a])
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El predicado INV se satisfara antes de ejecutar el codigo a iterar
e inmediatamente después de salir del bucle:

// h20 An<#r A1 =0 A suma = 0.0
// INV
while (i != n) {
// INV A 1 # n
suma = suma + v[i];
i=1+ 1;
// INV
}
// INV A 1 =n
// suma = (Zoe[0@,n-1]. v[a])

Estos predicados INV se conocen como predicados invariantes
del bucle.
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Siempre es posible plantear como predicado invariante de un
bucle el predicado cierto. El problema que plantea este
predicado tan débil es su inutilidad, ya que ni ayuda a
comprender el diseno ni facilita el analisis de su correccion.

// n20 A1l=0 A suma = 0.0
// cierto
while (i !'= n) {
// cierto A i # n
suma = suma + v[i];
i=1+ 1;
// cierto
}
// cierto A i =n
// suma = (Zae[0,n-1]. v[a])
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Un predicado invariante ligeramente mas fuerte que el anterior,
por ejemplo el predicado 1 >0 A i<n A n < #v, tampoco
ayuda demasiado a comprender el diseno ni basta para razonar
sobre su correccion. No es suficientemente fuerte.

// n20An< #V ALl =0 A suma = 0.0
// 120 A1l<nAnc<#v
while (i !'= n) {

// 120 A1<nAnN<S#Hv A1 #n

suma = suma + v[i];

i =1+ 1;

// 120 A 1< nAnZ<i#v
}
[/ 120 A1<nAn<#Htv A1 =n
// suma = (Zoae€[0@,n-1]. v[a])
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Los posibles predicados invariantes realmente utiles han de ser un
reflejo del método empleado para resolver el problema.
Consideremos el predicado:

i>0 Ai<n An<#v A suma = (Zae[0,i-17. v[a])

// n
// i
while (i != n) {
// 120 A1l<nAn<#vAsuma = (Zae[0,i-1]. v[a])
suma = suma + v[i];

0.0
(Zoe[0,i-1]. v[a])

O A Ssuma

vV v

o

>

]

IA IN

> H
<
>
[
I

A h < ##tv A suma

i =1+ 1;

// 120 A1<nAn<#H#v A suma = (Zae[0,i-1]. v[a])
}
// 120 A1l=nAn<H#v A suma = (Zae[0,i-1]. v[a])
// suma = (Zoae[0,n-1]. v[a])
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Permite probar formalmente que es correcto el codigo (inexistente)
qgue precede al bucle:

// n 20 An<#v A 1 =0 A suma = 0.0

/] = // p_12
// 120 A1<nAn<i#vAasuma= (Zac[0,i-1]. v[a])

// 120 A1<nAn<#vAasuma = (Zac[0,i-1]. v[a])
)

{

// 1 20 A 1< nAn<#HY A suma

while (i !=n

(Xae[0,i-1]. v[a])
suma = suma + v[i];
i=14+ 1;

// 120 A 1< nAn<#HYV A suma

}

// 120 A1=nAn<#vAsuma = (Zac[0,i-1]. v[a])

(Zae[0,i-1]. v[a])

// suma = (Zae€[0@,n-1]. v[a])
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También que es correcto el cédigo (inexistente) que sigue al bucle:

#tiv A1 =0 A suma = 0.0

/] = // p_12
#v A suma = (Zae[0,i-1]. v[a])

~
~
>
Iv
)
>
>
IA

IA IA

#v A suma = (Zoae[0,i-1]. v[a])

// 120 A1<nAn<#v A suna (Zae[0,i-1]. v[a])
suma = suma + v[i];

i=1+ 1;

// 120 A1<nAn<#v A suma (Zae[0,i-1]. v[a])

N
N
[
Y
A
>
[
I
=)
>
=)
IA

#v A suma = (Zae[0,i-1]. v[a])
/] = // p_22
// suma = (Zae[0@,n-1]. v[a])

// suma = (Zae[0@,n-1]. v[a])

32




Que la condicion del bucle se evalua sin errores:

// n20 An< #H A1 =0 A suma
/] =

// 120 A1<nAn<#v A suma
// 120 Ai1<nAn<#v A suma
/=

// Dom(i#n) = cierto

while (i != n) {

// 1 20 A 1< nAn<#HY A suma

Ssuma =

suma + v[i];

i=14+ 1;

[/ 120 A 1< nAn<#HV A suma

}

// 120 A1=nAnZ<#Hv A Suma

/] =

// suma =

// suma =

(Zae[O,n-1]. v[a])
(Zae[0,n-1]. v[a])

0.9

// p_12

(Zoe[0,i-1]. v[a])
(Zoe[0,i-1]. v[a])

// p_32

(Zae[0,i-1]. v[a])

(Zoe[0,i-1]. v[a])

(Zoe[0,i-1]. v[a])

// p_2°2
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También podemos probar la correccion del bloque a iterar:

IA

// n20An< # A1 =0 A suma = 0.0
!/l = // p_12
n An<#vnaAsuma= (Zac[0,i-1]. v[a])
// i (Zae[0,i-1]. v[a])
// = Dom(i#n) = cierto // p_32
while (i != n) {

// 1 >20A1<nAn<#v A suma

< <
< <

N AN #v A Suma

o

(Xae[0,i-1]. v[a])
suma = suma + v[i];

i=14+ 1; B
// 120 Ai<nAn<#tvAsuma= (Zae[0,i-1]. v[a])
) —
// 120 Ai=nAn<#vAsuma= (Zae[0,i-1]. v[a])
// = // p_22

// suma = (Zae[0,n-1]. v[a])
// suma=(Zae[0O,n-1]. v[a])
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Las cuatro pruebas completadas. Falta probar que el bucle termina:

// n20An< #Y A1 =0 A suma = 0.0

// 120 Ai<nAn<i#vaAsuma= (Zae[0,i-1]. v[a])

while (i !'=n) { // ¢ La iteracion termina ?
// 120 A1i<nAsuma= (Zac[0,i-1]. v[a])
/] = // p_42
// 1+1 >0 A1<nAn<HvAsuma+ vii] = (Zae[0,i]. v[a])
// 1+1 >0 A1+1< nA A suma + v[i] = (Zae[0,i]. v[a]) 2
suma = suma + v[i];
// 1+1 >0 Ai1+1<nAn<#v A suma = (Zae[0,i+l-1]. v[a])

i=1+ 1; 1

// 120 A1i<nAn<#vAsuma = (Zae[0,i-1]. v[a])
}
// 120 A1=nAn<#vAsuma = (Zae[0,i-1].v[a])
// =
// suma = (Zae[0,n-1].v[a]) // p_22
// suma = (Zae[0,n-1].v[a])
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Las cuatro pruebas completadas. Falta probar que el bucle termina:

0.0
(Zoe[0,i-1]. v[a])

> 0 < #v A1 = 0 A suma
// 1i>0 <n
while (i != n) {
// ¢ La iteracién termina ?

A h < #fv A suma

// 120 A1<nAnZ<#H#H A Suma

(Zae[0,i-1]. v[a])
suma = suma + v[i];
i=1+ 1;
// 120 Ai<nAn<#v A suma
}
// 120 Ai=nAn<#vAsuma= (Zae[0,i-1]. v[a])
// suma = (Zae[0,n-1]. v[a])

(Zoe[0,i-1]. v[a])
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éComo probar que el bucle termina? Mediante una funcion de cota
qgue define una sucesion finita de valores decrecientes. En este
caso es apropiada paraello: f_.,(i) = n-1

// n20An<# A1 =0 A suma = 0.0

while (i != n) { /] foea (1) =n -1
// 120 A1<nAn<#vAaAsuma= (Zac[0,i-1]. v[a])
// i=A A f,(inicio_iteracién) = n - A 1| calculos
suma = suma + v[i]; i=1+1; para probar g
// 1i=A+1 A f_,(fin_iteraciéon) = n - A - 1 |2 ]| terminacién
// 1) nh - A>n-A-1
// 2)i>0Ani<<n - n-1i2>90

}
// suma=(Zae[0,n-1]. v[a])

Prueba de que la iteracién termina ya que el valor de la funcién de cota:
1. Decrece en cadaiteracion: n - A > n - A - 1 // p_52 (a)

2. Lasucesidén de valores que toma en Z es finita ya que esta acotada
inferiormente: 1 >0 A 1<n —> n-12>290 // p_52 (97)




¢Como probar que el disefio de una composicion iterativa de
instrucciones es correcto?

// P = I 3: e1?
// I = Dom(C) é2?
while (C) { // Terminacion: f_,;, } é3?
// CAI = pmd(A,I)
A — ¢47?
// 1 B
}
// CATI = Q 52
// Q

Terminacién (¢3?):
1. La funciéon de cota f
fcotaAntes_A > fcotaDespués_A

2. La sucesion de valores decrecientes que toma la funcion de cota es finita (por
ejemplo, probando que la sucesion esta acotada inferiormente en Z).

cota decrece en cada iteracion:
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