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Colas con prioridad
Concepto

m Se pueden afiadir elementos en cualquier orden

m Los elementos se extraen por orden segin su prioridad

m “Cola de espera”, pero el valor de cada elemento establece su “prioridad”
(por ejemplo, el maximo valor significa maxima prioridad)

B El primero en salir es el elemento de mayor prioridad
B Ejemplo: cola en los servicios de urgencia en hospitales

m Elementos de cualquier tipo, con relacion de orden total para el campo que
exprese la “prioridad”

m Puede ser cola con prioridad de minimos o cola con prioridad de
maximos
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Colas con prioridad

TAD cola con prioridad

m Coleccién de elementos con prioridad, con (al menos) las operaciones:

B Insercién de un elemento
B Observacién de un elemento de valor maximo® (= maxima prioridad)
B Eliminacién de un elemento con valor maximo?!

LCola con prioridad de maximos
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Colas con prioridad

espec colasConPrioridadesDeMaximos
parametro formal
género elem
operacién _<_: elem el, elem e2 -> booleano

fpf
género cp {Coleccidn de elementos con prioridad
operaciones ! driamos de minimos)

crear: -> cp e

{Devuelve una cola vacia, sin elementos}

afiadir: cp c, elem e -> cp

{Devuelve la cola resultante de afiadir el elemento e a la cola c}

esVacia?: cp ¢ -> booleano

{Devuelve wverdad si y sélo si c nmo tiene elementos}

parcial max: cp c¢ -> elem

{Devuelve un elemento mdzimo de c.

Parcial: la operacién no estd definida st ¢ es wacial}

eliminarMax: cp c -> cp

(si tomamos > ten-

{S1 ¢ es wacia, devuelwve c. Si no, devuelve una cola igual a la
resultante de eliminar de c un elemento mdzimo.}
fespec
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Colas con prioridad
Implementaciones

m Lista no ordenada:

B afiadir, crear y esVacia? con coste constante
B max y eliminarMax con coste lineal

m Lista ordenada (de mayor a menor):

B afiadir con coste lineal
B méx, eliminarMax, esVacia? y crear con coste constante

m Arbol AVL:

B afiadir, max y eliminarMax, coste O(log N)
B esVacia? y crear, con coste constante

Monticulo (heap):

B Implementacién eficiente para colas con prioridad (se representa en memoria
estatica, con un vector)
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Monticulos
Definiciones

m Un arbol binario se dice parcialmente ordenado si verifica las siguientes
propiedades (propiedad del monticulo):

B El elemento raiz es mayor o igual® que el resto de los elementos del arbol, y
B Los subéarboles izquierdo y derecho son arboles binarios parcialmente ordenados

2Arbol parcialmente ordenado “de maximos” (la versién “de minimos” es analoga).
Colas con prioridad, monticulos y heapsort [CC BY-NC-SA 4.0 © R.J. Rodriguez] 7/31


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.es

Monticulos
Definiciones

m Un arbol n-ario se dice homogéneo si todos sus subarboles, excepto las
hojas, tienen n hijos

m Un arbol es completo cuando es homogéneo y todas sus hojas tienen la
misma profundidad

m Un arbol se dice casi-completo (también llamado semicompleto) cuando
se puede obtener a partir de un arbol completo eliminando hojas
consecutivas del daltimo nivel, comenzando por la que estd mas a la derecha
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Monticulos
Definiciones

[\ leYe afeV| [ ls WU EVIITOIR: arbol binario casicompleto donde

m El elemento raiz es mayor o igual que todos los elementos en el hijo
izquierdo y en el derecho, y

m Ambos hijos son a su vez monticulos de maximos

m La definicién "de minimos” es analoga

m Un applet que permite construir monticulos tanto de minimos como de
maximos: http://people.ksp.sk/ kuko/bak/
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Monticulos

m Representacion de la cola con prioridades como un monticulo:

B Operaciones crear, max y esVacia?, seran de coste constante
B Operaciones afiadir y eliminarMax: requieren recorrer un camino desde la raiz
hasta una hoja (o a la inversa)
B Como el monticulo es casi-completo, su altura es de orden logaritmico en el
nimero de elementos del arbol

B Por tanto, se podra garantizar un coste de ese orden, en el caso peor, para
afiadir y eliminarMax

Colas con prioridad, monticulos y heapsort [CC BY-NC-SA 4.0 © R.J. Rodriguez] 10 / 31


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.es

Monticulos
Operacion afiadir

Pasos para afadir un nuevo elemento en un monticulo:

H Se coloca el nuevo elemento lo mas a la derecha posible en el nivel mas bajo

Inseraon de un nuevo elemento (de prioridad 16) Paso 1: se coloca como siguiente hoja
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Monticulos
Operacion afiadir

Pasos para afadir un nuevo elemento en un monticulo:

Si el nuevo elemento es mayor que su padre, se intercambian; y se repite
este proceso (comparar con el padre e intercambiar si es mayor) hasta llegar
a la raiz o alcanzar una posicién en que sea menor o igual que su padre

Paso 2: el elemento va subiendo hasta ser menor o igual (en prioridad) que su padre
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Monticulos

Operacion afiadir

Adadir un nuevo elemento en un monticulo:
m Si es posible:

® Acceder a la que sera la posicién de la nueva hoja con coste O(1); y
B Acceder desde cualquier elemento a su padre con coste O(1)

m Entonces el tiempo de la insercién es proporcional a la distancia que el
nuevo elemento debe ascender en el arbol, que esta acotada por log(N),
siendo N el nimero de elementos del arbol

Paso 2: el elemento va subiendo hasta ser menor o igual (en prioridad) que su padre
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Monticulos
Operacio’n eliminarMax

m El maximo elemento del monticulo esta en la raiz
m Pasos a seguir:

Tomar la hoja de mas a la derecha, del nivel mas bajo del arbol, y colocarla
provisionalmente en la raiz sustituyendo al previo maximo

Borrado del elemento maximo Paso 1: la hoja dltima pasa a ser raiz
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Monticulos
Operacio’n eliminarMax

m Pasos a seguir:

El nuevo elemento en la raiz se compara con sus hijos y, si es menor que ellos (uno
o ambos) se intercambia con el mayor de ellos; se repite el proceso de comparar con
los hijos e intercambiar, hasta que esté en una hoja o sus hijos sean menores o
iguales que el elemento

Paso 2: la raiz va bajando hasta alcanzar la posicién adecuada
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Monticulos
Operacio’n eliminarMax

Eliminar el maximo elemento en un monticulo:

m El nimero maximo de operaciones a realizar para suprimir el maximo
elemento de un arbol de N nodos es del orden de log(N) (que es el namero

de niveles del arbol)

B Si es posible acceder a la ltima hoja con coste O(1), y acceder desde cualquier
elemento a sus hijos con coste O(1)

Paso 2: la raiz va bajando hasta alcanzar la posicién adecuada
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Monticulos

Implementacion
m Representacion estatica para monticulos basada en un vector

B Al tratarse de un arbol binario casi-completo, esta representacion es eficiente

constante maxNum = ...
tipo monticulo = registro
dato: vector[1..maxNum] de elemento;
num: O..maxNum {nimero de elementos en el monticulo}
freg

Caracteristicas de la representacion

m Monticulo vacio si num = 0
m La raiz, si existe (num > 0), se almacena en dato[1]

El hijo izquierdo de dato[i] estara en dato[2*il, y el hijo derecho en
dato[2*i + 1], si existen (num < 2*i, o num < 2*i + 1)

El padre del datoli] estard en datoli div 2], si existe (i>1)
m La operacién de afiadir serd implementada como parcial (vector lleno...)
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Monticulos
Implementacion

m Los nodos del arbol se almacenan por niveles, de arriba a abajo y de
izquierda a derecha en cada nivel

@ e num div 2 num maxNum
@ @@ ° 12345/6789101‘1/12131415;/
dato|17|16|11|14|15|10|11|10|2|11|12|?|?|7|?|

o 0@ ® oo [i]

m Propiedad: si el monticulo tiene num elementos, entonces los primeros
num div 2 son nodos internos en el monticulo, y el resto son hojas
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Monticulos
Implementacion

médulo colaConPrioridadesDeMaximos
importa defTipoElem
exporta
constante maxNum {nimero mdzimo de elementos de la colal}
tipo cp {representacidén del TAD cola con prioridades}
procedimiento crear(sal c: cp)
{devuelve una cola vacia, sin elementos}
procedimiento afiadir(e/s c: cp; ent e: elem; sal error: booleano)
{si nimero de elementos(c) < mazNum entonces error = falso y afiade e a c;
si no error = verdad}
funcién esVacia?(c: cp) devuelve booleano
{devuelve verdad si y sélo si c es la cola vacial
funciéon max(c: cp) devuelve elem
{Pre: esVacia?(c) = falso}
{Post: devuelve un elemento mdzimo de c}
procedimiento eliminarMax(e/s c: cp)
{S% ¢ es wacia, sigue igual. Si no, elimina de ¢ su elemento mdzimo actua

implementacion
constante maxNum = ...
tipo cp = registro

dato: vector [1..maxNum] de elemento;

num: O..maxNum {nimero de elementos en el monticul
freg
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procedimiento crear(sal c: cp)
principio

c.num := 0
fin

procedimiento afiadir(e/s c: cp; ent e: elem; sal error: booleano)

variables
i: natural;
debeSubir: booleano;
aux: elem

principio

si c.num = maxNum entonces
error verdad
sino
error := falso;
c.num c.num + 1;
c.dato[c.num] := e;
i := c.num; {indice de la posicién actual de e}
{ inicio de "flotar" }
si i > 1 entonces
debeSubir := c.dato[i] > c.dato[i div 2]
sino {i = 1}
debeSubir := falso
fsi;
mientrasQue debeSubir hacer
{subir e en el drbol, intercambidndolo con su padre}
aux := c.datol[i];
c.dato[i] := c.dato[i div 2];
c.dato[i div 2] := aux;
i i div 2; {indice de la pos actual de e}
si i > 1 entonces
debeSubir := c.dato[i]l > c.dato[i div 2]
sino {i=1}
debeSubir := falso
fsi
fmq
{ fin de "flotar" }
fsi

fin
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procedimiento eliminarMax(e/s c: cp)
variables
i, j: natural;
aux: elem
principio
si c.num > 0 entonces
c.dato[1] := c.datol[c.numl;
c.num c.num - 13
io= 1
{i es el indice de la posicidn actual del que antes era
{ inicio de "hundir" }
mientrasQue i < c.num div 2 hacer
{bajar el anterior udltimo elem del drboll}
si (2%i = c.num) orElse (c.dato[2*i] > c.dato[2*i +
j o= 2%i
sino

t= 2%i + 1

i
fsi; {j=hijo de i con mayor priorided, o dnico hijo}

si c.dato[i] < c.dato[j] entonces

{intercambia el anterior iltimo elem y su hijo}
aux := c.datol[il;

c.dato[il]

c.dato[j];
c.dato[j] aux;
i:=7
sino
i := c.num {para salir del bucle}

fnq
{ fin de "hundir" }
£si
fin

funcién max(c: cp) devuelve elem
{recordar... Pre: esVacia?(c) = falso}
principio

devuelve c.dato[1]
fin

funcién esVacia?(c: cp) devuelve booleano
principio
devuelve c.num = 0
fin
fin {de colaConPrioridadesDeNdzimos}

el dltimo elementol}

1]) entonces
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Monticulos

Problemas de la implementacidn estatica

m Para poder usarla es necesario tener al menos una estimacion del tamafio
maximo que puede alcanzar el monticulo (necesario para definir el vector)

m Coste en memoria muy elevado y no ajustado al tamafio real del monticulo

m La operacién afiadir no podra realizarse si el vector esta lleno
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Monticulos

Problemas de la implementacidn estatica

m Para poder usarla es necesario tener al menos una estimacion del tamafio
maximo que puede alcanzar el monticulo (necesario para definir el vector)

m Coste en memoria muy elevado y no ajustado al tamafio real del monticulo

m La operacién afiadir no podra realizarse si el vector esta lleno

Level gointers

<=

m Monticulos dindmicos o flexibles:

B Consulta mas detalles sobre los monticulos dinamicos en este enlace
B 0JO: La solucién propuesta en el dibujo sigue teniendo una capacidad maxima
limitada y sus problemas
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Heapsort

m ; Qué coste temporal en el caso peor tienen los algoritmos de ordenacion de
vectores que conocéis?
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Heapsort

m ; Qué coste temporal en el caso peor tienen los algoritmos de ordenacion de
vectores que conocéis?

m ;Qué coste temporal en el caso peor tendria este algoritmo?

procedimiento ordena(e/s v: vector[1..maxNum] de elemento; ent n: 1..maxNum)
{Precondicidn: n>0.
Postcondicidn: Permuta los n primeros datos de v, dejdndolos en orden creciente.}
variables

t: titi;

i: entero
principio

crear(t); {un titi wvaciol}

para i := 1 hasta n hacer {copia los datos de v en t}
afiadir (t, v[il)

fpara;

para i := n descendiendo hasta 1 hacer
{eztrae los datos ordenados de t, de mayor a menor}
v[i] := max(t);

fParzllmlnarMax(t) : iQué TAD

fin : es el titi? |
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Heapsort

m La disminucién del nimero de operaciones necesarias para ordenar el vector
se debe la duplicacién en memoria utilizada (TAD titi)
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Heapsort

m La disminucién del nimero de operaciones necesarias para ordenar el vector
se debe la duplicacién en memoria utilizada (TAD titi)

m Puede modificarse el algoritmo para trabajar sobre el mismo vector a ordenar

B Procedimientos auxiliares: intercambiar y empujar
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Heapsort

procedimiento intercambia(e/s v: vector[1..maxNum] de elemento; ent i,
{Intercambia los walores de v[i] y v[jl}
variable

aux: elem

1..maxNum)

principio
aux := v[i];
v[i] vIjil;

aux

v[jl

fin

procedimiento empuja(e/s v: vector [1..maxNum] de elemento; ent pri, ult: 1..maxNum)
{Pre: v(ipri],...,v[ult] satisfacen la propiedad de monticulo ezcepto, quizd,
que los hijos de v[pri] pueden ser mayores que EL}
variables
r: entero {r indicard la posicidon 'actual' de v[pril}

principio
r := pri;
mientrasQue r < ult div 2 hacer
si ult = 2*r entonces {r tiene un hijo en 2+#r=ult}

si vlr]l < v[2*r] entonces
intercambia(v, r, 2%r)
fsi;
r := ult {fuerza la terminacidn del bucle}
sino {r tiene dos hijos, en 2+r y 2#r+1}
si (vIr] < v[2%r]) and (v[2#r] > v[2#r+1]) entonces {intercambia 7 con su hijo izg}
intercambia(v, r, 2*r);
r = 2%r
sino
si (v[r] < v[2*r + 1]) and (v[2*r + 1] > v[2*r]) entonces {intercambia 7 con su hijo dch}
intercambia(v, r, 2*r + 1);

r = 2*%r + 1
sino {r no wiola la propiedad de monticulol}
r := ult {para forzar la terminacidn del buclel}

fsi
fsi
fsi
fmq {Post: permuta los elementos vl[pril..v[dlt] para que TODOS, }
fin { v[pri] incluido, verifiquen la propiedad del monticulo }
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Heapsort

procedimiento heapsort(e/s v: vector [1..maxNum] de elemento; ent n:

1..maxNum)
{Precondicidn: n>0

Postcondicion: Permuta los n primeros datos de v,
variables

i:entero
principio

dejdndolos en orden creciente.}

para i := n div 2 descendiendoHasta 1 hacer
empuja(v, i, n)
fpara; {ahora v es un monticulo de mdzimos}
para i := n descendiendoHasta 2 hacer
{elimina el mdzimo de la raiz del monticulol}
intercambia(v, 1, i);
empuja(v, 1, i - 1) {restablece el monticulo hasta la posicidn 1%
fpara
fin

- 1}

Coste en tiempo O(nlogn) en caso peor
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Monticulos

Antipatrén: los K mayores con un monticulo de maximos

m Requisito tipico de examen: “mantener los K elementos de mayor valor de
entre los n que van llegando (top-K), con K < n

Monticulo de maximos con los n Monticulo de minimos acotado a K
elementos: elementos:
m espacio O(n), cuando solo interesan K m la raiz es el peor de los K mejores: el

. candidato a salir
m obtener los K mayores: K extracciones

= O(K log n) cada vez que se consultan m llega x: si x > raiz, eliminar minimo e
] ) insertar x: O(log K); si no, descartar en
m el maximo del monticulo no dice nada o(1)

sobre “quién sale del top-K
m espacio O(K); total O(nlog K)
Regla: para quedarte con los K mayores, el monticulo es de minimos (y
viceversa); la raiz es el umbral de entrada
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Monticulos
Un monticulo que se actualiza necesita punteros reciprocos

Colas

Si la prioridad de un elemento cambia (p.ej. un cliente acumula puntos),
hay que localizarlo dentro del monticulo para flotarlo o hundirlo

Buscar en un monticulo es O(n): no esta ordenado para buscar, solo para
extraer el maximo

Solucién: la entidad vive en un diccionario (por clave) y guarda la posicién
que ocupa en el vector del monticulo; el monticulo, a su vez, guarda la clave
(o un puntero) de la entidad

m diccionario — posicién en el monticulo: localizar en O(log n) o O(1)
B monticulo — entidad: al intercambiar dos posiciones, actualizar sus posiciones en el
diccionario

Error F2: mover elementos en el monticulo y olvidar actualizar el enlace
reciproco. Cada intercambio toca dos estructuras
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Monticulos
El método en accién: afiadir (insertar y flotar)

Operacién y tamaiio: afiadir(m,e); sea n el nimero de elementos del
monticulo m

Caso: peor caso (el nuevo elemento es mayor que todos y sube hasta la raiz)

Descomposicidn: colocar e en la primera posicién libre del vector; bucle de
flotar. comparar con el padre e intercambiar mientras sea mayor

Coste local: colocar: O(1); acceder al padre (|i/2]), comparar e
intercambiar: O(1) por iteracion

Composicidon: tantas iteraciones como niveles: la altura de un arbol
casicompleto es |log, n]

Resultado: O(log n) en caso peor; max es O(1) y eliminarMax (hundir)
también O(log n)

Método de analisis de coste en 6 pasos (leccion 8): rutina del curso al cerrar cada

implementacién
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Tabla de decision: estructura <+ requisito

O(log n) garantizado

caso exigida

Estructura Coste de las operaciones clave | Elegirla cuando. . . Antipatrén
Pila apilar, desapilar, cima: O(1) | solo importa el altimo en lle- | buscar o recorrer «dentro» de
gar (LIFO): deshacer, llama- | una pila
das, delimitadores
Cola encolar, desencolar, primero: | importa el orden de llegada | usarla cuando se necesita acce-
o(1) (FIFO): turnos, esperas so por clave
Lista insertar/borrar en el punto de | coleccién recorrible con orden | lista donde el requisito pide
interés: O(1); buscar: O(n) posicional basqueda eficiente
Diccionario seglin implementacién (— | acceso por clave fijar la implementacién sin leer
ABB, AVL, trie, hash) el requisito de coste
ABB buscar, insertar, borrar: | claves con orden; recorrido or- | asumir O(log n) sin garantizar el
O(altura); peor caso O(n) denado equilibrio
AVL buscar, insertar, borrar: | como ABB, con cota de peor | reequilibrar «a ojo»: las rota-

ciones siguen reglas

Arbol n-ario

segln representacién (hijo-
izq. / herm.-dcho.)

informacién jerarquica: direc-
torios, genealogias

replicar informacién comparti-
da en vez de enlazarla

rrar raiz: O(log n)

prioritario

Trie buscar, insertar: O([clave]) claves que son secuencias; | olvidar que el coste va con la
blsqueda por prefijos longitud de la clave, no con el

n° de claves
Monticulo minimo: O(1); insertar, bo- | solo interesa el elemento mas | top-K con monticulo de maxi-

mos (usa minimos acotado a
K)

La tabla se ira
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Leer leccién 18 de los apuntes.

Empezar Practica 5

Estructuras de Datos y Algoritmos
Colas con prioridad, monticulos y heapsort
LECCION 18
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