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Arboles binarios de busqueda

m Existe una relacién de orden en el tipo de los elementos del arbol
m Relacién de tipo < (o <, si evitamos elementos repetidos)
m Todo arbol vacio es un arbol binario de basqueda

m Propiedades:

B El elemento raiz del arbol es > que todos los elementos de su subarbol izquierdo
B Si no se permiten elementos repetidos, serd estrictamente mayor

B El elemento raiz del arbol es menor que todos los elementos de su subarbol derecho
B Los subarboles izquierdo y derecho son a su vez arboles binarios de bisqueda
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Arboles binarios de busqueda
m Mantienen los elementos ordenados (de alguna forma)
m Operaciones habituales: insercién, basqueda y borrado

m Buasqueda eficiente de elementos
m Recorrido en orden de los elementos: recorrido in-orden

Se recorre (en in-orden) el hijo izquierdo
Se visita la raiz
Se recorre (en in-orden) el hijo derecho
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Aplicaciones: implementacién de multiconjuntos

espec abbs
usa booleanos
parametro formal
género elemento
operacién _<_: elemento el, elemento e2 -> booleano
{ idem con el resto de operaciones relacionales , =, >, }
fpf
género abb
{ Multiconjunto de elementos, almacenados en drbol binario, con operaciones d

insercion, biusqueda y borrado. Es decir, puede haber elementos repetidos
operaciones

vacio: -> abb

{Devuelve el drbol wacio}

esVacio?: abb a -> booleano

{Devuelve verdad si y sélo si a es el drbol vaciol}

insertar: abb a, elemento e -> abb

{Devuelve el abb resultante de afiadir e al drbol a, manteniendo la
propiedad de abb}

esta?: abb a, elemento e -> booleano

{Devuelve verdad st y sélo si e estd en al}

borrar: abb a, elemento e -> abb

{51 e estd en a, devuelve un drbol igual al resultante de borrar una de 1

apariciones de e en a. Si e no estd en a, devuelwve un drbol igual que
fespec
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Aplicaciones: implementacién de multiconjuntos

mdédulo arbolesBinariosBuasqueda { <implementa la especificacidn ab
parametros tipo elemento

funcién (el, e2: elemento) devuelve booleano

{ ... idem resto funciones: <=, =, >, >= }
exporta

tipo abb

procedimiento vacio(sal a: abb)

funcién esVacio?(a: abb) devuelve booleano
procedimiento insertar(e/s a: abb; ent e: elemento)
funcidén esta?(a: abb; e: elemento) devuelve booleano
procedimiento borrar(e/s a: abb; ent e: elemento)

implementacién
tipos abb = Tnodo
nodo = registro

dato: elemento;
izq, der: abb
freg
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procedimiento vacio(sal a: abb)
principio

a := nil
fin

funcién esVacio(a: abb) devuelve booleano
principio

devuelve a = nil
fin

procedimiento insertar(e/s a: abb; ent e: elemento)
principio
si a = nil entonces
nuevoDato (a);
afl.dato := e;
at.izq := nil;
afl.der := nil
sino
si e <= alT.dato entonces
insertar (af.izq, e)
sino
insertar (af.der, e)

¢ Qué cambiaria si quisiéramos implementar ABBs SIN elementos repetidos?.
(es decir, conjuntos de elementos)
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funcién esta?(a: abb; e: elemento) devuelve booleano
principio
si a = nil entonces
devuelve falso
sino
seleccidn
e < af.dato: devuelve esta?(af.izq, e);

e = af.dato: devuelve verdad;
e > af.dato: devuelve esta?(af.der, e)
fseleccién

fsi
fin

{ Este procedimiento es auxziliar para el procedimiento borrar }
procedimiento borrarMax(e/s a: abb; sal e: elemento)
{Precondicidn: a es no wacio.

Devuelve en e un elemento mdzimo de a y lo borra de a}

variable aux: abb

principio

si afT.der = nil entonces {el mdzimo del drbol estd en la raiz}
e := af.dato;
aux := a;
a := afl.izq;

disponer (aux)
sino {el mdzimo del drbol estd en el subdrbol derechol}
borrarMax(af.der, e)
fsi
fin
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procedimiento borrar(e/s a: abb; ent e:

variable aux: abb
principio
si a # nil entonces
seleccidn

e < af.dato:
e > af.dato:
e = af.dato:

fseleccidn
fsi
fin
fin { del médulo }

elemento)

borrar (af.izq, e);
borrar (af.der, e);
si afT.izq = nil entonces
aux := a;
a := aflT.der;
disponer (aux)
sino
borrarMax(af.izq, af.dato)
fsi
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Aplicaciones: implementacién de multiconjuntos
Ejemplo

a: abbDeEnteros;
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Aplicaciones: implementacién de multiconjuntos
Ejemplo

a: abbDeEnteros;

vacio(a);

procedimiento vacio(sal a: abb)
principio

a := nil
fin
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Aplicaciones: implementacién de multiconjuntos

Ejemplo

a: abbDeEnteros;

vacio(a);
insertar(a, 15);

procedimiento insertar(e/s a: abb; ent e: elemento)
principio
si a = nil entonces
nuevoDato (a);
atT.dato:=e;
at.izq:=nil;
alT.der:=nil
sino
si e <= af.dato entonces
insertar(af.izq,e)
sino
insertar (af.der,e)
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Aplicaciones: implementacién de multiconjuntos

Ejemplo

a: abbDeEnteros;

vacio(a);
insertar(a, 15);
insertar(a, 8);

procedimiento insertar (e/s a:
principio
si a = nil entonces
nuevoDato (a);
atT.dato:=e;
at.izq:=nil;
alT.der:=nil
sino

dato

abb; ent e: elemento)

si e <= af.dato entonces
insertar(af.izq,e)

sino

insertar (af.der,e)
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Aplicaciones: implementacién de multiconjuntos

Ejemplo

a: abbDeEnteros;

vacio(a);

insertar(a, 15);
insertar(a, 8);
insertar(a, 3);

dato

procedimiento insertar(e/s a: abb; ent e: elemento)
principio
si a = nil entonces
nuevoDato (a);
atT.dato:=e;
at.izq:=nil;
alT.der:=nil
sino
si e <= af.dato entonces
insertar(af.izq,e)
sino
insertar (af.der,e)
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Aplicaciones: implementacién de multiconjuntos

Ejemplo

a: abbDeEnteros;

vacio(a);

insertar(a, 15);
insertar(a, 8);
insertar(a, 3);
insertar(a, 20);

procedimiento insertar(e/s a: abb;
principio
si a = nil entonces
nuevoDato (a);
atT.dato:=e;
at.izq:=nil;
alT.der:=nil
sino
si e <= af.dato entonces
insertar(af.izq,e)
sino
insertar (af.der,e)

ent e:

elemento)

dato
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Aplicaciones: implementacién de multiconjuntos

Ejemplo

a: abbDeEnteros;

vacio(a);

insertar(a, 15);
insertar(a, 8);
insertar(a, 3);
insertar(a, 20);
insertar(a, 12);

dato

procedimiento insertar(e/s a: abb; ent e: elemento)
principio
si a = nil entonces
nuevoDato (a);
atT.dato:=e;
at.izq:=nil;
alT.der:=nil
sino
si e <= af.dato entonces
insertar(af.izq,e)
sino
insertar (af.der,e)
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Aplicaciones: implementacién de multiconjuntos
Ejemplo

a: abbDeEnteros;

vacio(a);

insertar(a, 15); [:E:]
insertar(a, 8);
insertar(a, 3);
insertar(a, 20);
insertar(a, 12);
insertar(a, 1); izq der

dato 15

procedimiento insertar(e/s a: abb; ent e: elemento)
principio
si a = nil entonces
nuevoDato (a);
aT.dato:=e;
at.izq:=nil;
alT.der:=nil
sino
si e <= af.dato entonces
insertar(af.izq,e)
sino
insertar (af.der,e)
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Aplicaciones: implementacién de multiconjuntos

Ejemplo

a: abbDeEnteros;

vacio(a);
insertar(a, 15);
insertar(a, 8);
insertar(a, 3);
insertar(a, 20);
insertar(a, 12);
insertar(a, 1);
borrar(a, 3);

procediniento borrarMax(e/s a: abb; sal i elemento)
{Precondicion: o es mo vacio

Devuelve en e un elemento mizimo de a y lo borra de o)
variable aux: abb

principio
si af.der = nil enmtonces {el mizimo del drbol estd en la raiz}

o2 at . davo:
a = at.izq

disponer (aux)
sino {el mdzimo del drbol estd en el subarbol derecho}
borrarMax(af.der, o)
£s1
fin

procediniento borrar(e/s a: abb; ent o: elemento)
variable aux: abb
principio
si a # nil entonces
seleccion

o < af.dato: borrar(af.iza, e);

o > a.dato: borrar(af.der, e);

o = af.dato: si at.iz i1 entonces

disponer (aux)
borrarMax(af.izq, af.dato)
a4
fseleccion
£s1
fin

dato

izq
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Aplicaciones: implementacién de multiconjuntos

Ejemplo

a: abbDeEnteros;

vacio(a);
insertar(a, 15);
insertar(a, 8);
insertar(a, 3);
insertar(a, 20);
insertar(a, 12);
insertar(a, 1);
borrar(a, 8);

procediniento borrarMax(e/s a: abb; sal i elemento)
{Precondicion: o es mo vacio

Devuelve en e un elemento mizimo de a y lo borra de o)
variable aux: abb

principio
si af.der = nil enmtonces {el mizimo del drbol estd en la raiz}

o2 at . davo:
a = at.izq

disponer (aux)
sino {el mdzimo del drbol estd en el subarbol derecho}
borrarMax(af.der, o)
£s1
fin

procediniento borrar(e/s a: abb; ent o: elemento)
variable aux: abb
principio
si a # nil entonces
seleccion

o < af.dato: borrar(af.iza, e);

o > a.dato: borrar(af.der, e);

o = af.dato: si at.iz i1 entonces

disponer (aux)
borrarMax(af.izq, af.dato)
a4
fseleccion
£s1
fin

dato

izq
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Aplicacion: implementacién de diccionarios

tipos
ptNodo = Tnodo {almacenamos el diccionario en un ABB ordenado por claves}
nodo = registro
laClave: clave; {mo podrd haber 2 mnodos con igual clave}
elValor: valor;
izq, der: ptNodo
freg
diccionario = registro

raiz: ptNodo; {puntero a la raiz del drboll}
tamafio: natural; {n2 de pares (clave, walor)}
iter: pila {pila de datos de tipo ptNodo,
para implementar el iterador}
freg
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Aplicacion: implementacién de diccionarios

procedimiento crear(sal d: diccionario)
{Devuelve en d un diccionario wacio, sin elementos}
principio
d.raiz := nil;
d.tamafio := 0
fin
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procedimiento afiadir(e/s d: diccionario; ent c:

variable
nuevo: booleano
principio
afiadirRec(d.raiz, c, v, nuevo);
si nuevo entonces
d.tamafio := d.tamafio + 1
fsi
fin

procedimiento afiadirRec(e/s p: ptNodo; ent c:
{Si en el drbol de raiz apuntada por p no hay ningidn par con clave c,

el par (c, v) y nuevo = verdad.
Si en el drbol de raiz apuntada por p hay un par (c,
y nuevo = falso}
variables
p: ptNodo
principio
si p = nil entonces
nuevoDato (p);
pt.laClave := c;
pt.elValor := v;
pt.izq := nil;
pT.der nil;
nuevo := verdad

sino {p # nil}
si ¢ < pf.laClave entonces
afiadirRec (pt.izq, ¢, v, nuevo)
sino_si ¢ > p?T.laClave entonces
afiadirRec(ptT.der, c, v, nuevo)

clave;

clave; ent

ent v:

v'),

v: valor)
{Si en d no hay ningin par con clave c, afiade a d el par (c, v);
si en d hay un par (c, v'), entonces lo sustituye por (c,

v)}

valor;

entonces

sal nuevo:
afiade a ese drbol

booleano}

lo sustituye por el par (c,v)

sino {c¢ = pl.laClave, es decir, ya existia un par con esa clavel}

pT.elValor := v;
nuevo := falso

Arboles Binarios de Bisqueda (ABB) [CC BY-NC-SA 4.0 © R.J. Rodriguez]

13 /25


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.es

procedimiento buscar(ent d: diccionario; ent c: clave; sal éxito: booleano; sal v: valor)
{Devuelve ézito = werdad si en d hay algudn par con clave c, falso en caso contrario.
En caso de ézito, ademds, devuelve en v el walor asociado a la clave c en d}
principio
buscarRec(d.raiz, c, éxito, v)
fin

procedimiento buscarRec(ent p: ptNodo; ent c: clave; sal éxito: booleano; sal v: valor)
{Devuelve ézito = verdad si en el drbol de raiz apuntada por p hay algin par con clave c,
falso en caso contrario. En caso de éxzito, ademds, devuelve en v el walor asociado a la clav
principio

si p = nil entonces
éxito := falso
sino
seleccidn
c < pf.laClave: buscarRec(pf.izq, c, éxito, v);
c = pT.laClave: éxito := verdad;
v := pf.elValor;
c¢ > pf.laClave: buscarRec(pf.der, c, éxito, v)
fseleccidn
fsi
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procedimiento borrar(ent c: clave; e/s d: diccionario)
{Si en d hay un par com clave ¢, lo borra. En caso contrario, d no se modifical
variable

borrado: booleano
principio

borrarRec(c, d.raiz, borrado)

si borrado entonces

d.tamafio := d.tamafio - 1

fsi

fin

procedimiento borrarRec(ent c: clave; e/s p: ptNodo; sal borrado: booleano)
{Si en el drbol de raiz apuntada por p hay un par con clave c, lo borra y borrado = wverdad.
En caso contrario, p no se modifica y borrado = falsol}
variable
aux: ptNodo
principio

si p = nil entonces
borrado := falso
sino
seleccidn

c < pfT.laClave: borrarRec(c, p?t.izq, borrado);
¢ > pt.laClave: borrarRec(c, pfT.der, borrado);
c = pT.laClave:
si pT.izq = nil entonces
aux := p;
p := pl.der;
disponer (aux)
sino
borrarMaximo (pt.izq, pf.laClave, ptT.elValor)
fsij;
borrado := verdad
fseleccién
fsi
fin
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procedimiento borrarMaximo (e/s p: ptNodo; sal c: clave; sal v: valor)
{Precondicidn: p es no wvacio. Devuelve el par (c,v) cuya clave c es la mdzima
subdrbol de raiz p y borra ese par del subdrbol de raiz pl}
variable

aux: ptNodo
principio

si pT.der = nil entonces
c := pfT.laClave;
v := pT.elValor;
aux := p;
p := pl.izq;
disponer (aux)

sino

borrarMaximo (ptT.der, c, v)
fsi
fin

funcién cardinal(d: diccionario) devuelve natural
{Devuelve el n? de pares del diccionario d}
principio

devuelve d.tamafio
fin

funcién esVacio(d: diccionario) devuelve booleano
{Devuelve verdad si y sélo si d no tiene pares}
principio

devuelve d.raiz = nil
fin
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procedimiento duplicar(sal dSal: diccionario; ent dEnt: diccionario)
{Duplica la representacidén del diccionario dEnt en dSal}
principio
duplicarRec(dSal.raiz, dEnt.raiz);
dSal.tamafio := dEnt.tamafio
fin

procedimiento duplicarRec(sal pSal: ptNodo; ent pEnt: ptNodo)
{Duplica el drbol apuntado por pEnt en el drbol apuntado por pSall
principio
si pEnt = nil entonces
pSal := nil
sino
nuevoDato (pSal);
pSalf.laClave := pEntf.laClave;
pSalf.elValor := pEntf.elValor;
duplicarRec (pSalf.izq, pEntf.izq);
duplicarRec (pSalf.der, pEntt.der)
fsi
fin
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funcioén iguales(dl, d2: diccionario) devuelve booleano
{Devuelve verdad si y sélo si los diccionarios dl y d2 tienen los mismos pare
de claves y valores}
principio
si esVacio(dl) and esVacio(d2) entonces
devuelve verdad
sino_si cardinal(dl) # cardinal(d2) entonces
devuelve falso
sino {ambos tienen el mismo nimero (no nulo) de pares}
devuelve igualesRec(dl.raiz, d2.raiz)
fsi
fin

funcién igualesRec(pl, p2: ptNodo) devuelve booleano
{Devuelve verdad si y sélo si todas las parejas <clave,valor> de pl estdn en
variable
éxito: booleano; v: valor
principio

si pl = nil entonces
devuelve verdad {trivialmente}
sino
buscarRec(p2, pi?t.laClave, éxito, v); {busca en p2 la raiz de pl}
si éxito andThen v = pif.elValor entonces {la 7raiz de pl estd en p2}
devuelve igualesRec(pl?T.izq, p2) andThen igualesRec(pl?t.der, p2)
sino
devuelve falso
fsi L ____ |
fsi | Alternativa: usar los iteradores |

fin
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procedimiento liberar(e/s d: diccionario)
{Devuelve en d el diccionario wacio y ademds libera la memoria
utilizada previamente por d}
principio
liberarRec(d.raiz);
d.tamaifio := 0;
d.raiz := nil
fin

procedimiento liberarRec(e/s p: ptNodo)
{Libera toda la memoria utilizada por el drbol apuntado por p}
principio
si p # nil entonces
liberarRec (pf.izq);
liberarRec (pT.der);
disponer (p)
fsi
fin
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procedimiento iniciarIterador(e/s d: diccionario)

{Inicializa el iterador para recorrer los pares del diccionario d,
de forma que el siguiente par a visitar sea el primero que

visitamos (situacion de no haber wisitado ningun par).}
variable

aux: ptNodo
principio

crearVacia(d.iter); {crea pila wacia de punteros a nodos del drbol}

aux := d.raiz; {raiz del drbol}
mientrasQue aux # nil hacer
apilar (d.iter, aux); {apila el puntero auz (a un
en la pila del iterador}
aux := auxT.izq
fmq
fin

funcién existeSiguiente(d: diccionario) devuelve booleano
{Devuelve falso si ya se han visitado todos los pares de
principio

nodo del drbol)

d;

verdad en otro ca

devuelve not esVacia(d.iter) {eziste siguiente si la pila del iterador

es no wacial}
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procedimiento siguiente(e/s d: diccionario; sal c:clave; sal v: valor; sal error: boole
{Si existe algin par de d pendiente de visitar, devuelve en c y v la clave y el walor,
respectivamente, del siguiente par a wisitar y error=falso, y ademds avanza el iterados
para que a continuacidn se pueda visitar otro par de d. Si no quedan pares pendientes
de visitar devuelve error=verdad, c y v quedan indefinidos y d queda como estabal}
variable

aux: ptNodo
principio

si existeSiguiente(d) entonces

error := falso;

aux := cima(d.iter);

desapilar(d.iter);

¢ := auxt.laClave; {es la clave del siguiente elemento visitadol}
v := aux?T.elValor; {y el wvalor asociado a la clave}

aux := auxT.der;

mientrasQue aux # nil hacer
apilar(d.iter, aux);
aux := aux?.izq
fmq
sino
error := verdad
fsi
fin
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Arboles binarios de busqueda
Coste en funcién de la altura vs. coste en n: el ABB degenerado

m Buscar, insertar y borrar recorren un camino:
coste O(h), con h la altura

h depende de la forma del arbol, no solo de n:

m equilibrado: h = [log,(n+ 1)] = O(log n)
B degenerado: h = n = O(n), como una lista

m Basta insertar las claves ya ordenadas
(1,2,3,...) para caer en el peor caso

m Error F4: afirmar O(log n) para un ABB sin ABBconn=5yh=5

garantizar el equilibrio. Lo honesto es O(h), y
h puede ser n. Solucién (leccién 14): arboles
que garantizan h = O(log n)
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Arboles binarios de busqueda

Caja de repaso: logaritmos que hacen falta en EDA

mlog(A-B)=logA+logB y log(A/B)=IlogA—logB
m log(A¥) = klog A (por eso log(n?) = 2log n = O(log n))

log, n . .

: cambiar de base multiplica por una constante = en
log, b
notacién asintética la base no importa

m log,n=

m 2" =pn y log,(2") = h: un arbol binario completo de altura h tiene
2" — 1 nodos, luego h = log,(n + 1)

m log n crece muy despacio: log, 10° ~ 20, log, 10° ~ 30

Error F4 frecuente: escribir O(log n) “porque hay un arbol sin decir de qué n se
habla ni por qué la altura es logaritmica
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Tabla de decision: estructura <+ requisito

punto de interés: O(1);
buscar: O(n)

orden posicional

Estructura | Coste de las operacio- | Elegirla cuando. .. Antipatrén
nes clave
Pila apilar, desapilar, cima: | solo importa el Gltimo en | buscar o recorrer «den-
0o(1) llegar (LIFO): deshacer, | tro» de una pila
llamadas, delimitadores
Cola encolar, desencolar, pri- | importa el orden de llega- | usarla cuando se necesita
mero: O(1) da (FIFO): turnos, espe- | acceso por clave
ras
Lista insertar/borrar en el | coleccién recorrible con | lista donde el requisito pi-

de blsqueda eficiente

Diccionario

seglin  implementacién

acceso por clave

fijar la implementacién sin

(— ABB, AVL, trie, leer el requisito de coste
hash)

ABB buscar, insertar, borrar: | claves con orden; recorri- | asumir O(log n) sin ga-
O(altura); peor caso | do ordenado rantizar el equilibrio
O(n)

La tabla se ira completando a lo largo del curso: cépiala y ve rellenandola ta también.
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Leer leccién 13. Ejercicios 1, 2,

3 y 4 de la hoja de problemas 3

Estructuras de Datos y Algoritmos
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