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Arboles n-arios de busqueda
Definiciones

Generalizacion de definicion de ABBs

m Los arboles n-arios de busqueda (arboles de basqueda mudltiples o
multicamino) son arboles de grado n definidos de la forma:

B Siel arbol A es vacio, entonces es un arbol n-ario de busqueda;
B Siel arbol A es no vacio, entonces es un arbol n-ario de busqueda si verifica que:

B) Laraiz de A tiene m subarboles n-arios de blusqueda A1,...Am,con1 <m<n;

m La raiz de A contiene la siguiente informacién: (m, eq, €z, ..., em—1) de forma que
e_1<e,para2<i<m-1

m Todo elemento e perteneciente al subarbol A; estalque e < g, paral <i<m-1;

m Todo elemento e perteneciente al subarbol A, es tal que e > ep—1

Arbol 3-ario de busqueda
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Arboles n-arios de busqueda

Definiciones — ejemplo
(2085
Cod Gy (o)
<y

Ejemplo de busqueda de elemento e
m Mirar en primer lugar en el interior de la raiz

m Sie = g, para algin i € [1, m — 1], la busqueda termina con éxito. Si no,
determinar si:

B e < eq: buscar en el subarbol A4
B e <e<ejt,i€[1,m=2]: buscar en el subarbol A;+
B e > ep_1: buscar en el subarbol Ap,
m Si mes grande, la busqueda entre ey, €2, ..., en_1 ha de realizarse
mediante una busqueda dicotdmica. Para valores pequenos de m, una
busqueda secuencial puede ser mas apropiada

Arboles n-arios de busqueda [CC BY-NC-SA 4.0 © R.J. Rodriguez] 2024/2025 5/37


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.es

Arboles n-arios de busqueda
Definiciones

Dicho de otra forma:

m Los arboles n-arios de busqueda se llaman también arboles multicamino
(aquéllos en los que cada nodo puede tener mas de dos descendientes
directos) cuyas ramas estan ordenadas “a modo de” un ABB

m En un arbol multicamino, de grado n, cada nodo interno puede tener como
maximo n nodos descendientes, y puede almacenar como maximo n — 1
claves ordenadas
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Arboles n-arios de busqueda
Definiciones

m Los arboles n-arios de busqueda son especialmente Utiles cuando se
utilizan en busquedas externas (los datos almacenados en disco, etcétera,
no en memoria), permitiendo reducir asi el nUmero de accesos a disco (1
acceso por nodo consultado o nivel del arbol)

m El coste de la operacion de busqueda es del orden de la altura del
arbol: nos interesara que estos arboles sean lo mas equilibrados posible
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Arboles n-arios de busqueda
Definiciones

m Tipo particular de arboles n-arios de busqueda equilibrados

m La raiz es una hoja o tiene al menos 2 hijos
ni .
m Cada nodo, excepto la raiz y las hojas, tiene al menos h} hijos

m Todas las hojas estan en un mismo nivel

22,28,34,38

39,40, 41

Arbol B de orden 5
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Arboles n-arios de busqueda
Definiciones

m Si hay M hojas y las hojas estan en el nivel L:

2
n
B Elndmero de nodos en los niveles 1, 2, 3, ... es por lo menos 2, Z[Ew, 2[%} -

L1
B Por tanto: M > 2{5
Es decir: L <1+ M
B Esdecir: L < —‘,—ogE >
2
m Es decir, la altura esta acotada por el logaritmo del niumero de claves

22,28,34,38

39,40,41
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Arboles n-arios de busqueda
Definiciones

m Bulsqueda, insercién y borrado en arboles B:

B Algoritmos descritos (por ejemplo) en el libro de la bibliografia de la asignatura de L.
Joyanes et al. (capitulo 10)

m Los arboles B de orden 3 se denominan también arboles 2-3:

B Cada nodo, excepto las hojas, tiene 2 o 3 hijos
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Arboles n-arios de busqueda
Definiciones
m Applet que permite visualizar paso a paso las operaciones sobre arboles B

(y otros tipos de arboles)
B http://people.ksp.sk/~kuko/bak/

BST | AVL tree rBtree rReﬂrhIal:klree rAMree r’skiplisl Heap | Treap fScapegnattree rSpIaytree

Display Text
Insertion
@ We insert the key into
@ @ this node.
CEEPRIRCER IR
Control

il | Insert H Find H Delete H Next |

#Nodes: 8; #Keys: 11=68% full; Height: 3
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Arboles n-arios de busqueda
Definiciones

m Otra clase de arboles n-arios de blsqueda es la de los arboles B*
m Un arbol B* de orden n (n-ario), se define como:

Todo nodo, excepto la raiz, tiene como mucho n hijos
Cada nodo de un arbol B* de orden n, excepto la raiz y las hojas, tiene como minimo

2n -1
{”T} hijos

2n-2
La raiz de un arbol B* de orden n tiene como minimo 2 y como maximo 2{

22
hijos
B Segun la definicién dada en el libro de Knuth (vol. 3, pag. 488), la raiz puede
llegar a tener 4/3 del grado

Todas las hojas de un arbol B* de orden n estan en un mismo nivel
Un nodo interno que tenga k hijos, contendra k — 1 claves

Arboles n-arios de busqueda [CC BY-NC-SA 4.0 © R.J. Rodriguez] 2024/2025 12/37


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.es

Arboles n-arios de busqueda
Definiciones

m Mejora de arboles B para aumentar el promedio de utilizacién de los nodos:

B Lainsercion de claves en el arbol B* supone que si el nodo que le corresponde esta
lleno, se mueven las claves a uno de sus hermanos

B Asi se pospone la divisién del nodo hasta que ambos hermanos estan
completamente llenos

B Cuando finalmente se dividan, esos dos hermanos pasaran a ser 3, y cada uno estara
lleno en 2/3 partes de su capacidad
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Arboles n-arios de busqueda
Definiciones

Arboles B+

m Otra mejora de los arboles B

B Mantienen la propiedad de acceso rapido en busquedas para claves cualquiera,
B Permiten un recorrido secuencial rapido

m Todas las claves se encuentran en las hojas, duplicandose en la raiz y en
los nodos interiores aquellas que definen los caminos de busqueda

B Las claves en el nodo raiz e interiores se utilizan Gnicamente como indices
B Para facilitar el recorrido secuencial répido, las hojas estan encadenadas (enhebradas)
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Arboles n-arios de busqueda

Definiciones
Arboles B+

m Applet en
https://www.cs.usfca.edu/~galles/visualization/BPlusTree.html

m Ejemplo de arbol B+ construido con dicho applet (se han anadido las
flechas ,/

|| wefte | atafre [ciea |
Repain]
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Arboles n-arios de busqueda
Ejemplo: arboles 2-3

m Arboles B de grado 3, pero “al estilo de” los B+:

B Las claves se guardan Unicamente en las hojas
B Los nodos internos son las copias de las claves necesarias para hacer la busqueda

Ejemplo de insercion en arboles 2-3

Arbol 2-3 de partida
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Arboles n-arios de busqueda
Ejemplo: arboles 2-3 — Primera insercién: elemento 18
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Arboles n-arios de busqueda
Ejemplo: arboles 2-3 — Segunda insercion: elemento 1
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Arboles n-arios de busqueda
Ejemplo: arboles 2-3 — Tercera insercién: elemento 19
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Arboles n-arios de busqueda
Ejemplo: arboles 2-3 — Tercera insercion: elemento 19 (continuacion)
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Arboles n-arios de busqueda
Ejemplo: arboles 2-3 — Cuarta insercion: elemento 28
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Arboles n-arios de busqueda
Ejemplo: arboles 2-3 — Cuarta insercion: elemento 28 (continuacion)
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Arboles n-arios de busqueda
Ejemplo: arboles 2-3 — Cuarta insercion: elemento 28 (final)
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Implementacién de arboles 2-3
Estructura de datos

tipos
tipo_elmto = registro
clave: tipo_clave;
{el resto de campos necesarios}
freg;
tipos_nodo = (hoja, interior);
diccionario = Tnodo_dos_tres;

nodo_dos_tres = registro
clase: tipos_nodo;
{el siguiente campo sélo se usa si clase = hoja}
elmto: tipo_elmto;
{los siguientes campos sélo se usan si clase = interior}
primer_hijo, segundo_hijo, tercer_hijo: diccionario;
menor_de_segundo, menor_de_tercero: tipo_clave
freg
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Implementacién de arboles 2-3
Operacién inserta

procedimiento inserta(ent x: tipo_elmto; e/s S: diccionario)
variables
pt_atras: diccionario; {puntero al nuevo nodo devuelto por insertal}
menor_atras: tipo_clave; {valor minimo en el subdrbol de pt_atrds}
guardaS: diccionario {para almacenar una copia temporal de S}
principio
{prueba si S estd vacio o si hay un solo nodo, y debe
incluirse un procedimiento de insercidén apropiado}

insertaRec(S, x, pt_atras, menor_atras);
si pt_atrds # nil entonces
{crea la raiz nueva; sus hijos estdn ahora apuntados por S y pt_atrds}

guardaS := S;

nuevoDato(S);

ST.primer_hijo := guardaS;
ST.segundo_hijo := pt_atrdés;
ST.menor_de_segundo := menor_atras;
ST.tercer_hijo := nil

fin
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Implementacién de arboles 2-3
Operacion insertarec — primera aproximacion (esquema)

procedimiento insertaRec(e/s nodo: diccionario;
ent x: tipo_elmto; {x se insertard en el subdrbol de nodo}
sal pt_nuevo: diccionario; {puntero al nodo recién creado a la derecha de nodo}
sal menor: tipo_clave) {elemento mds pequefio del subdrbol al que apunta pt_nuevo}
principio
pt_nuevo := nil;
si nodo es una hoja entonces
si x no es el elemento que esta en nodo entonces
Crea un nodo nuevo apuntado por pt_nuevo;
Pone x en el nodo nuevo;
menor := x.clave
fsi
sino {nodo es un nodo interno}
Sea w el hijo de nodo a cuyo subarbol pertenece x;
insertaRec(w, x, pt_atrads, menor_atras);
si pt_atras # nil entonces
Inserta el puntero pt_atras entre los hijos de nodo justo a la derecha de w;
si nodo tiene cuatro hijos entonces
Crea un nodo nuevo apuntado por pt_nuevo;
Da al nuevo nodo los hijos 3° y 4° de nodo;
Ajusta menor_de_segundo y menor_de_tercero en nodo y el nodo nuevo;
Coloca menor como la menor clave entre los hijos del nodo nuevo
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Implementacién de arboles 2-3
Operacion insertarec — primera aproximacion (detalles)

procedimiento insertaRec(e/s nodo: diccionario;
ent x: tipo_elmto; { x se insertard en el subdrbol de nodo }
sal pt_nuevo: diccionario; { puntero al nodo recién creado a la derecha de nodo }
sal menor: tipo_clave) { elemento mds pequefio del subdrbol al que apunta pt_nuevo }
variables
pt_atrdas: diccionario;
menor_atras: tipo_clave;
hijo: 1..3; { indica qué hijo de nodo se sigue en la llamada recursiva
(relacionado con la variable w del esquema anterior) }
w: diccionario { puntero al hijo }
principio
pt_nuevo := nil;
si nodof.clase = hoja entonces
si nodof.elmto.clavel # x.clave entonces

{ crea una hoja nueva que contiene x.clave y "devuelve" este nodo }
nuevoDato(pt_nuevo);

pt_nuevof.clase := hoja;
si nodofT.elmto.clave < x.clave entonces
{ pone x en el nuevo nodo a la dcha del nodo actual }

pt_nuevol.elmto := Xx;
menor := x.clave
sino { x estd a la izquierda del elemento en el nodo actual }
pt_nuevol.elmto := nodoT.elmto;
nodot.elmto := x;
menor := pt_nuevol.elmto.clave

fsi
fsi
sino {nodo es un nodo interno}
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sino { nodo es un nodo interno }
{ selecciona el hijo de nodo que se debe seguir }
si x.clave < nodof.menor_de_segundo entonces
hijo := 1;
w := nodof.primer_hijo
sino
si (nodof.tercer_hijo = nil) or (x.clave < nodol.menor_de_tercero) entonces
{ x estd en el segundo subdrbol }
hijo := 2;
w := nodoT.segundo_hijo
sino { x estd en el tercer subdrbol }
hijo := 3;
w := nodol.tercer_hijo
fsi
fsi;
insertaRec(w, x, pt_atras, menor_atras);
si pt_atras # nil entonces
{ debe insertarse un nuevo hijo de nodo }
si nodo?l.tercer_hijo = nil entonces { nodo tiene 2 hijos, asi que
se inserta el nuevo en el lugar adecuado }
si hijo = 2 entonces

nodof.tercer_hijo := pt_atrdas;
nodot.menor_de_tercero := menor_atras

sino {hijo=1}
nodof.tercer_hijo := nodof.segundo_hijo;
nodoT.menor_de_tercero := nodol.menor_de_segundo;
nodot.segundo_hijo := pt_atrdas;
nodoT.menor_de_segundo := menor_atras

fsi
sino { nodo ya tiene tres hijos }
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sino {nodo ya tiene tres hijos}

nuevoDato(pt_nuevo);

pt_nuevol.clase := interior;
si hijo = 3 entonces
{ pt_atrds y el tercer hijo se convierten en hijos del nuevo nodo }
pt_nuevol.primer_hijo := nodofl.tercer_hijo;
pt_nuevol.segundo_hijo := pt_atras;
pt_nuevol.tercer_hijo := nil;
pt_nuevol.menor_de_segundo := menor_atrdas;
{menor_de_tercero estd indefinido para pt_nuevo}
menor := nodol.menor_de_tercero;

nodo?.tercer_hijo:=nil
sino { hijo < 2; pasa el 3° hijo de nodo a pt_nuevo }

pt_nuevoT.segundo_hijo := nodof.tercer_hijo;
pt_nuevol.menor_de_segundo := nodol.menor_de_tercer;
pt_nuevol.tercer_hijo := nil;

nodof.tercer_hijo := nil

fsi;

si hijo = 2 entonces
{pt_atrds se convierte en el 1° hijo de pt_nuevo}
pt_nuevol.primer_hijo := pt_atrdas;
menor := menor_atras

sino_si hijo =1 entonces
{ el segundo hijo de nodo pasa a pt_nuevo;
pt_atrds se convierte en el 2° hijo de nodo }

pt_nuevol.primer_hijo := nodofl.segundo_hijo;
menor := nodofl.menor_de_segundo;
nodo?.segundo_hijo := pt_atras;
nodo?.menor_de_segundo := menor_atras
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Implementacién de arboles 2-3
Esquema de borrado

procedimiento borra(e/s d: diccionario; ent clave: tipo_clave)
variables
unHijo: booleano;
pAux: ptNodo;
menor: tipo_clave
principio
si el diccionario tiene 0 o 1 elemento entonces
hacer el borrado de esos casos especiales
sino { el diccionario tiene mds de un elemento }
borraRec(d.nodos, clave, unHijo, menor);
si unHijo entonces { la raiz sélo tiene un hijo }

eliminar la raiz y hacer que d sea el uUnico hijo de d
fsi
fsi
fin
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Implementacién de arboles 2-3
Esquema de borrado

procedimiento borraRec(e/s p: ptNodo; ent clave: tipo_clave;
sal unHijo: booleano; sal menor: tipo_clave)
{ borra 'clave' de 'p'; si 'p' se queda con un solo hijo devuelve verdad en 'unHijo';
si 'clave' es la menor de p entonces 'menor' devuelve la siguiente clave mas pequefia de p }

variables
soloUno: booleano;
w: ptNodo;
hijo: natural
principio
unHijo := falso;

si los hijos de p son hojas entonces
si la clave a borrar es el primer hijo de p entonces
Se borra y se desplaza el segundo hacia la izquierda;
Se actualiza el valor de 'menor' con el nuevo primer hijo;
si ahora p tiene un solo hijo entonces

unHijo := verdad
sino
Se desplaza el tercero hacia su izquierda
fsi
sino_si la clave a borrar es el segundo hijo de p entonces
Se borra;
si ahora p tiene un solo hijo entonces
unHijo := verdad
sino

Se desplaza el tercero hacia su izquierda
fsi

sino_si la clave a borrar es el tercer hijo de p entonces
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sino_si la clave a borrar es el tercer hijo de p entonces
Se borra

fsi

sino { los hijos de p no son hojas }
{ se selecciona el hijo de p en que hay que borrar }
si puede estar en el primer subarbol entonces

hijo := 1;
w := primer hijo de p
sino_si puede estar en el segundo subarbol entonces
hijo := 2;
w := segundo hijo de p
sino { puede estar en el tercer subdrbol }
hijo := 3;
w := tercer hijo de p

fsi;
borraRec(w, clave, soloUno, menor);
si soloUno entonces
{ arreglar los hijos de p para que ninguno tenga menos de dos hijos }
si hijo = 1 entonces {el primer hijo de p sé6lo tiene un hijo}
si el segundo hijo de p tiene tres hijos entonces
Se pasa el 1° hijo del 2° de p a 2° hijo del 1° de p
sino {el segundo hijo de p tiene dos hijos}
Se pasa el hijo del 1° de p como 1° hijo del 2° de p
Se elimina el primer hijo de p
si ahora p s6lo tiene un hijo entonces
unHijo := verdad
fsi
fsi
sino_si hijo = 2 entonces {el 2° hijo de p sé6lo tiene un hijo}
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sino_si hijo = 2 entonces { el 2° hijo de p sélo tiene un hijo }
si el primer hijo de p tiene tres hijos entonces
Se pasa el 3° hijo del 1° de p como 1° hijo del 2° de p
si se ha borrado la clave menor del 2° hijo de p entonces
Se actualiza con el valor 'menor' el campo adecuado
sino {no ha cambiado la clave menor de 2° hijo de p}
No se usa el valor 'menor'
fsi
sino_si el 3° hijo de p existe y tiene tres hijos entonces
Se pasa el 1° hijo del 3° de p como 2° del 2° de p
si se ha borrado la menor clave del 2° hijo de p entonces
Se actualiza con el valor 'menor' el campo adecuado
fsi
sino { ningun otro hijo de p tiene tres hijos }
El unico hijo del 2° de p pasa a ser el 3° del 1° de p
si se ha borrado la menor clave del 2° hijo de p entonces
Se actualiza con el valor 'menor' el campo adecuado
sino
No se usa el valor 'menor'

fsi;

si p se ha quedado con un solo hijo entonces
unHijo := verdad

fsi

fsi
sino { hijo=3; el tercer hijo de p solo tiene un hijo }

Arboles n-arios de busqueda [CC BY-NC-SA 4.0 © R.J. Rodriguez] 2024/2025 35/37


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.es

sino { hijo = 3; el tercer hijo de p solo tiene un hijo }
si el segundo hijo de p tiene tres hijos entonces
Se pasa el 3° hijo del 2° de p como 1° del 3° de p
si se ha borrado la menor clave del 3° hijo de p entonces
Se actualiza con el valor 'menor' el campo adecuado
sino
no se usa el valor 'menor'
fsi
sino { el segundo hijo de p tiene dos hijos }
El unico hijo del 3° de p pasa como 3° del 2° de p
si se ha borrado la menor clave del 3° hijo de p entonces
Se actualiza con el valor 'menor' el campo adecuado
sino
No se usa el valor 'menor'
fsi
fsi
fsi
sino { soloUno = falso; todos los hijos de p tienen 2 o 3 hijos }
Cambiar, si hace falta, los campos que guardan la menor clave del segundo
y del tercer subarbol de p
fsi
fsi
fin
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I Leer leccion 16 de
! los apuntes de la asignatura
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