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Ejercicios Tema 3

Algoritmia para problemas dificiles

Departamento de Informatica e Ingenieria de Sistemas
Escuela de Ingenieria y Arquitectura — Universidad de Zaragoza

30 de noviembre de 2018

Ejercicios sobre algoritmos aproximados

Ejercicio 1 Considerar la siguiente heuristica para VC (Cobertura de vértices éptima). Construir un
arbol recorrido en profundidad del grafo y borrar todas las hojas de este arbol. Demostrar que el tamano
de este cubrimiento es como mucho dos veces mayor que el 6ptimo.

Ejercicio 2 Se debe realizar la mudanza de una biblioteca, para la cual se ha contratado una empresa
de mudanzas que cobra por el nimero total de cajas a transportar. Se dispone de ki cajas de un metro
de alto, ko cajas de 50 centimetros de alto y ks cajas de 25 centimetros de alto. Tenemos n libros de
distintos grosores g; que se colocaran horizontalmente en las cajas.

Queremos minimizar el coste de la mudanza. Encontrar una aproximacién voraz y justificar el ratio de
aproximacién (ayuda, argumentar no puede haber dos cajas llenas a menos de la mitad).

Ejercicio 3 Supongamos que te dan un conjunto de enteros positivos A = {ai,...,a,} y un entero
positivo B. Un subconjunto S C A se llama factible si la suma de los nimeros de S no sobrepasa B:

Z a; < B.
a; €S

La suma de los nimeros de S se llamard la suma total de S.
Te gustaria seleccionar un subconjunto factible S de A cuya suma total sea lo mayor posible.
Ejemplo. Si A = {8,2,4} y B = 11, entonces la solucién éptima es S = {8,2}.

1. Este es un algoritmo para este problema.

1 S=0
2 T=0
3 fori=1,2,....n

4 doif T+a; <B
5 Anadir a; a S
7 Resultado S

Dar una entrada para la que la suma total del conjunto S devuelto por este algoritmo es menos de
la mitad de la suma total de cualquier otro posible subconjunto factible de A.

2. Dar un algoritmo de aproximacién para este problema basado en el visto en clase para Mochila.

3. Dar un algoritmo de aproximaciéon en tiempo polinémico para este problema con la siguiente ga-
rantia: Devuelve un conjunto factible S C A cuya suma total es de al menos de la mitad del tamano
de la méxima suma total de cualquier conjunto factible S’ C A. Tu algoritmo debe tener un tiempo
de ejecucién como mucho O(nlogn).
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Ejercicio 4 En el problema MAXSAT nos dan un circuito booleano en CNF C' con una tnica salida, y
queremos encontrar una asignacién que satisface el mayor nimero posible de cldusulas de C.

1. Demostrar que si este problema se puede resolver en tiempo polinémico, también se puede resolver
en tiempo polinémico SAT.
2. Este es un algoritmo muy inocente,

1 for cada variable
2 do asigna su valor a cierto o falso lanzando una moneda

Supoén que tu entrada tiene m clausulas, de las cuales la nimero j tiene k; literales. Demostrar que
el nimero medio de clausulas satisfechas por este algoritmo es

- 1 m
2(1_2’%) 25'

=1

En otras palabras, es una 2-aproximacién en media. Y si las clausulas contienen todas k literales,
entonces el ratio de aproximaciéon mejora a 1+ 1/(2% — 1).

3. (Puedes hacer este algoritmo determinista? (Pista: En lugar de lanzar una moneda para cada
variable, selecciona el valor que satisface més clausulas de las todavia no satisfechas. ;Qué fraccién
de las cldusulas se satisface al final?)

Notacién: Un Iiteral es una variable booleana afirmada o negada (p. ej. =, -y, etc). Una cldusula es
una disyuncién de literales (p. €j. (z V —y)). Un circuito en CNF' es una conjuncién de cldusulas (p. ej.
(xV-yVz)A(-zVy)A(-z)). Una asignacién de las variables satisface una cldusula cuando la hace
cierta, una asignacién de las variables satisface un circuito cuando hace ciertas todas sus clausulas.

Ejercicio 5 Recordemos que en el problema de la mochila tenemos n objetos, cada uno con un peso
w; y un valor v;. También tenemos un limite de peso W, y el problema es seleccionar un conjunto de
elementos S del mayor valor posible sujeto a la condicién de que el peso total no exceda W — es decir,
Y ics wi < W. Sise nos dice que existe un subconjunto O cuyo peso total es ), ., w; < W y cuyo valor
total es ) ;.o vi = V para algtin V, entonces el algoritmo aproximado visto en clase puede encontrar un
conjunto A con peso total .., w; < W y valor total al menos ) ;. , v; > V/(1 4 ¢€). Asi, el algoritmo
aproxima el mejor valor, manteniendo los pesos estrictamente por debajo de W. (Por supuesto, devolver
el conjunto O siempre es una solucién vélida, pero ya que el problema es NP-dificil, no esperamos poder
encontrar siempre O; el ratio de aproximacion de 1 + € significa que los otros conjuntos A, con un poco
menos de valor, pueden ser respuestas vélidas también.)

Ahora, como es bien sabido, siempre se puede meter un poco més simplemente “sentandose encima de la
maleta”, es decir, sobrepasando un poco el limite de peso permitido. Esto sugiere otra manera diferente
de formalizar la aproximacién para el problema de la mochila, que es la siguiente:

Supongamos , como antes, que nos dan n objetos con pesos y valores, ademés de los parametros Wy V;
y te dicen que hay un subconjunto O cuyo peso total es ), ., w; < W y cuyo valor totales Y, nv; = V.
Para un determinado € > 0 fijo, disena un algoritmo en tiempo polinémico que encuentre un subconjunto
de objetos A tal que D ;. qw; < (1+€)W y >, v; > V. En otras palabras, quieres que A alcance un
valor de al menos la cota dada V', pero se le permite exceder el limite de peso W por un factor de 1 + €.
Ejemplo. Supongamos que te dan cuatro objetos, con pesos y valores como sigue:

(wlﬂvl) = (573)v (w%v2> = (4’6)
(w3,03) = (1,4), (’UJ4,U4) = (6, 11)

También te dan W = 10y V' = 13 (ya que, de hecho, el subconjunto formado por los tres primeros objetos
tiene peso total como mucho de 10 y tiene un valor de 13). Por dltimo, te dan € = 1. Esto quiere decir que
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debes encontrar (con tu algoritmo aproximado) un subconjunto de peso como mucho (1 4 ,1) % 10 = 11
y valor de al menos 13. Una solucién vélida serfa el subconjunto formado por el primer y cuarto objetos,
con valor 14 > 13. (Notar que este es un caso en que puedes alcanzar un valor estrictamente mayor que
V ya que se permite sobrecargar un poco la mochila.)

Ejercicio 6 Encontrar una implementacién del algoritmo APROXSC visto en clase (pagina 45) con coste
en tiempo O(>"1", [Si]).

Ejercicio 7 El problema de Equilibrado de Carga consiste en asignar procesos a procesadores inten-
tando minimizar el tiempo méaximo utilizado por cada procesador. Es decir, tenemos n procesos y m
procesadores, el proceso ¢ tarda tiempo ¢; y no puede ser dividido entre varios procesadores.

Vamos a considerar una variante més general, a la que llamaremos Carga Hetereogénea en la que no
todos los procesadores tienen la misma velocidad. El procesador j tiene velocidad v;, con 1 < v; < 3. El
proceso ¢ tarda tiempo t;/v; en ejecutarse en el procesador j.

Dar un algoritmo voraz en tiempo polindémico que sea una aproximacién para dicha variante Carga
Heterogénea. Justificar el ratio de aproximacién de dicho algoritmo.

Ejercicio 8 En el problema basico de Equilibrado de Carga estamos interesados en asignar trabajos a
méquinas para minimizar la carga méxima de una mdquina (tiempo méximo o “makespan”). En muchas
aplicaciones, es natural considerar casos en los que se tiene acceso a maquinas con diferente poder de
célculo, por lo que un trabajo dado puede realizarse mas rapido en una maquina que en otra. La pregunta
es entonces jcémo se deben asignar los trabajos a las maquinas en estos sistemas heterogéneos?

Aqui estd un modelo bésico para este problema, Equilibrado de Carga Heterogéneo. Supongamos que
disponemos de m maquinas lentas y k maquinas rapidas. Las maquinas rapidas pueden realizar el doble
de trabajo por unidad de tiempo que las méquinas lentas. Dado un conjunto de n trabajos: el trabajo
i tarda tiempo t; en una mdquina lenta y tiempo ¢;/2 en una méquina répida. Se trata de asignar
cada trabajo a una mdquina, el objetivo es minimizar el “makespan” o tiempo maximo sobre todas las
maquinas del tiempo de trabajo.

Dar un algoritmo en tiempo polinémico que sea una 3-aproximacién para Equilibrado de Carga Hete-
rogeéneo.

En caso de entregar alguno de estos ejercicios, la fecha limite es el jueves 13 de diciembre.

Antes de realizar cualquiera de estos ejercicios el alumno debe enviar un correo a
elvira@unizar.es indicando qué ejercicio desea realizar.

Cualquier fuente utilizada en la resolucién de estos ejercicios debe ser indicada claramente
en la solucion.




