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Programacion dindmica: Introduccion

* Recordemos el problema de la mochila (fraccionaria):
— Se tienen n objetos fraccionables y una mochila.
— El objeto i tiene peso p; y una fraccion x; (0<x,<1) del objeto i produce un

beneficio b.x..

— El objetivo es llenar 1a mochila,
de capacidad C, maximizar Y bx;
de manera que se 1<i<n

maximice el beneficio. .
sujetoa Y pixi<C
1<i<n

con 0<x; <1, >0, p>0, 1<i<n

« Una variante: la “mochila 0-1” (el “auténtico” problema de la mochila)

— X; sOlo toma valores 0 0 1, indicando que el objeto se deja fuera o se mete en
la mochila.

— Los pesos, p,, y la capacidad son numeros naturales.
Los beneficios, b,, son reales no negativos.
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Programacion dindmica: Introduccion

* Ejemplo:
n=3 C=15
(by,b,,b;)=(38,40,24)
(1:P2:03)=(9,6,5)

« Recordar la estrategia voraz:
— Tomar siempre el objeto que proporcione mayor beneficio por unidad de

peso.

— Se obtiene esta solucion:
— Sin embargo, la solucion optima es:  (x,,x,,x;)=(1,1,0), con beneficio 78

(x1,%5,x3)=(0,1,1), con beneficio 64

* Por tanto, la estrategia voraz no calcula la solucion optima del
problema de la mochila 0-1.
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Programacion dindmica: Introduccion

R. Bellman: Dynamic Programming,

(e SO T Princeton University Press, 1957.
« Técnica de programacion dinamica

— Se emplea tipicamente para resolver problemas de optimizacion.
| — Permite resolver problemas mediante secuencias de decisiones.
Como el esquema voraz

— A diferencia del esquema voraz, se producen varias secuencias de decisiones y
solamente al final se sabe cual es la mejor de ellas.

| — Descompone un problema en subproblemas del mismo tipo.

Como en divide y venceras

— A diferencia de divide y venceras, los subproblemas estan superpuestos entre si,
comparten subproblemas entre ellos = se almacenan y reutilizan sus soluciones
(memoization)

— Esta basada en el principio de optimalidad de Bellman:

“Cualquier subsecuencia de decisiones de una secuencia Optima de decisiones que
resuelve un problema también debe ser Optima respecto al subproblema que resuelve.”
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Programacion dindmica: Introduccion

— Supongamos que un problema se resuelve tras tomar una
secuencia d,, d,, ..., d, de decisiones.

— S1 hay d opciones posibles para cada una de las decisiones,
una tecnica de fuerza bruta exploraria un total de d@”
secuencias posibles de decisiones (explosion combinatoria).

— La técnica de programacion dinamica evita explorar todas las
secuencias posibles por medio de la resolucion de
subproblemas de tamaro creciente y almacenamiento en una
tabla de las soluciones Optimas de esos subproblemas para
facilitar la solucion de los problemas mas grandes.
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Programacion dindmica: Introduccion

* Mas formalmente:
— Sea E, el estado inicial del problema.

— Sea D;={wn1,...,ip} el conjunto de valores de decision
posibles para la decision d,.

— Sea E; el estado del problema tras la eleccion del valor v, 1<i<n,.

— Sea §,; una secuencia Optima de decisiones respecto al estado £.,.
 Principio de optimalidad de Bellman:

Una secuencia Optima de decisiones respecto a E, es la mejor de las
secuencias de decision {v,,,S,;}, 1<i<n,.

El mismo razonamiento puede aplicarse a cualquier subsecuencia de
decisiones d,, ..., d;, 1<k<I/<n, partiendo como estado inicial de £, ;.

Una solucion dindmica para este problema, simbolizado como (k.,/),
debe expresarse en términos de los valores de decision existentes para
la decision d, y el subproblema (k+1,/), resultante de aplicar cada valor
de decision.
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El problema de la mochila 0-1

/
» Sea mochila(k,l,P) el problema: maximizar > b;x;

: RY
i=k %o
2
| So ,QO]OS
sujetoa Y pixi <P e, U
i=k o5, "4, 4
0%11* Yo
con x; €{0,1}, k<i<l Ueg

— El problema de la mochila 0-1 es mochila(1,n,C).
« Principio de optimalidad:

Sea y,...,y, una secuencia Optima de valores 0-1 para x,,...x,.

— Si1y,=0, entonces y,,...,y, forman una secuencia Optima para el problema
mochila(2,n,C).

— Siy,=1, entonces y,,...,y, forman una secuencia Optima para el problema
mochila(2,n,C-p,).

Demostracion: Si existe una solucion mejor 12,---, 4 para el problema
correspondiente, entonces y1,12,---,Yn €S mejor que Yi,Y2,...,» para el
problema mochila(1,n,C), en contra de la hipotesis.
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El problema de la mochila 0-1

* Lo mismo se cumple en cualquier etapa de decision:

— S1y,...,y, €s una solucion optima del problema
mochila(1,n,C), entonces para todo j, 1<j<n:

* V---,); €s solucion Optima de

J
mochila(l,j, > pixi]
=1

1=
* Visl»-- -2V, €8 solucion 6ptima de

J
mochila£j+1,n,C— > piXi]
i=1
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El problema de la mochila 0-1

 Ecuacion de recurrencia hacia adelante:

— Si §j(c) es el beneficio (o ganancia total) de una solucién 6ptima
de mochila(j,n,c), entonces

gi(c) =max{gia(c), Finlc-pj)+bj}

dependiendo de que el objeto j-ésimo entre o no en la solucion
(nétese que so6lo puede entrar si ¢-p,20).

— Ademas,
Z:+1(c) =0, para cualquier capacidad ¢

% Ambas ecuaciones permiten calcular ('g’l(C ), que
es el valor de una solucion 6ptima de
mochila(1,n,C).

(Notese que la ecuacion de recurrencia es hacia adelante
pero el calculo se realiza hacia atras.)

Algoritmia bésica - Javier Campos (Universidad de Zaragoza)
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El problema de la mochila 0-1

 Ecuacion de recurrencia hacia atras:

— Si gj(c) es el beneficio (o ganancia total) de una solucion dptima de
mochila(1,j,c), entonces

¢) =max{j-1(c), gj-1(c—pj)+bj}

dependiendo de que el objeto j-ésimo entre o no en la solucion
(ndtese que s6lo puede entrar si ¢-p,20).

— Ademas,
(c)= 0, para cualquier capacidad ¢

-
&0
% Ambas ecuaciones permiten calcular &,(C), que es el

valor de una solucién 6ptima de mochila(1,n,C).

(Ahora la recurrencia es hacia atras pero el calculo se realiza
hacia adelante.)
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El problema de la mochila 0-1

* Tanto la recurrencia hacia adelante como hacia atras permiten escribir
un algoritmo recursivo de forma inmediata.

funcidén mochilal (p,b:vector[l..n] de nat; C:nat) devuelve nat
principio

devuelve g(n,C)
fin

funcidén g (j,c:nat) devuelve nat

principio
si j=0 entonces devuelve O
sino
si c<p[j] entonces devuelve g(j-1,c)
sino
si g(j-1,c)z2g(j-1,c-plj])+b[J] entonces devuelve g(j-1,cC)
sino
devuelve g (j-1,c-p[j])tb[7]
fsi
fsi
fsi
fin
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El problema de la mochila 0-1

* Problema: ineficiencia
— Un problema de tamafio # se reduce a dos subproblemas de tamafio (n-1).
— Cada uno de los dos subproblemas se reduce a otros dos...

Por tanto, se obtiene un algoritmo exponencial en n.

* Sin embargo, el numero total de subproblemas a resolver no es
tan grande:
La funcion gj(c) tiene dos parametros:
* ¢l primero puede tomar n valores distintos y
¢l segundo, C valores.
iLuego solo hay nC problemas diferentes!
* Por tanto, la solucion recursiva esta generando y resolviendo el
mismo problema muchas veces.
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El problema de la mochila 0-1

* Memoization: las soluciones de los subproblemas se almacenan
en una tabla para evitar hacer mas de una vez la misma llamada
recursiva =¥ se obtiene un algoritmo iterativo.

— Matriz nxC cuyo elemento (j,c) almacena 3 (c)
— Para el ejemplo anterior:

n=3 C=15

(b,,b,,by)=(38,40,24)

1:02:P3)=(9,6,5)

En castellano...
“memoizacion”
“memorializacion”

C=.
i

0/1|2|3|4|5|6|7 |8|9[10]11]12]13 |14 |15
j=0 0/0/00/0j0|0|0/0|0]|0/0O/0/0/ 00O
=1 p1=9/00 000 0 0 0 03838 38/33/38 38 38
j=2 p2:600000 0 | 40 40 40 4040 40/40/40 4078
j=3 p3:50000 24 40/40 40 40 40 64|64 64 64 78
c):m {g] , §jo1 c—p]+b]}
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El problema de la mochila 0-1

algoritmo mochila(ent p,b:vect[l..n]Jde nat; ent Cap:nat;
sal g:vect[0..n,0..Cap]de nat)
variables c, j:nat
principio
para c:=0 hasta Cap hacer g[0,c]:=0 fpara;
para Jj:=1 hasta n hacer g[j,0]:=0 fpara;
para J:=1 hasta n hacer
para c:=1 hasta Cap hacer
si c<p[j] entonces
glj,cl:=glj-1,c]

sino
si g[j-1,clzg[j-1,c-p[j]l]l+b[]j] entonces
glj,cl:=glj-1,c]
sino
glj,cl:=glj-1,c-plJ]l]1+b[]]
fsi
fsi
fpara
fpara

fin
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El problema de la mochila 0-1

» (Calculos posibles a partir de la tabla g:
— beneficio total: g[n, Cap]

— los objetos metidos en la mochila:

algoritmo objetos (ent p,b:vect[l..n]de nat; ent Cap:nat;
ent g:vect[0..n,0..Cap]de nat)
principio
test (n, Cap)
fin

algoritmo test (ent j,c:nat)
principio
si j>0 entonces
si c<p[j] entonces test(j-1,c)
sino
si g[j-1,c-pl[j]l+b[Jj]l>gl]j-1,c] entonces
test (j-1,c-p[jl); escribir('meter ', )
sino test(j-1,c)
fsi fsi fsi
fin
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El problema de la mochila 0-1

 (Consideraciones finales

— Cada componente de la tabla g se calcula en tiempo
constante, luego el coste de construccion de la tabla es O(nC).

-> coste pseudo-polinomico ( = exponencial)

(C crece exponencialmente en su numero de digitos/bits)

— El algoritmo test se ejecuta una vez por cada valor de 7,
desde n descendiendo hasta 0, luego su coste es O(n).

— S1 C es muy grande, entonces esta solucion no es buena.

— Si1 los pesos p; o la capacidad C son reales, esta solucion no
SITve.
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Camino de coste minimo en un grafo multietapa

* Grafo multietapa:
— Un grafo multietapa G=(V,4) es un grafo dirigido en el que se puede hacer
una particion del conjunto V de vértices en k (k>2) conjuntos distintos
V., 1<i<k, tal que todo arco del grafo (u,v) es tal que ueV,y veV,,, para
algun i, 1<i<k.
— Los conjuntos V| y V, tienen un solo vértice que se llama vértice origen, o,

y vértice destino, d, respectivamente.
Vl VZ VS V4 V5

<
: @~@ @><o
@/

— Consideraremos grafos ethuetados.
Denotamos por c(u,v) el coste del arco (u,v).
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Camino de coste minimo en un grafo multietapa

* El problema: Encontrar un camino de coste minimo que
vaya de o a d.

— Todo camino de o a d tiene exactamente un vértice en cada
V., por eso se dice que cada V; define una etapa del grafo.

Vl V2 V3 V4 V5
@

A NG

0 ®—>® X‘—>‘ A d
@
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Camino de coste minimo en un grafo multietapa

* Ejemplo de aplicacion:
— Se tienen n unidades de un recurso que deben asignarse a
proyectos.

— S1 se asignan j, 0<j<n, unidades al proyecto i se obtiene un
beneficio N, .

— El problema es asignar
el recurso a los 7 proyectos
maximizando
el beneficio total.
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Camino de coste minimo en un grafo multietapa

— Formulacion como grafo multietapa:

Numero de etapas: r+1
La etapa i, 1<i<r, representa el proyecto i.

Hay n+1 vértices v, ., 05j<n, en cada etapa i, 2<i<r.

1,2
Las etapas 1 y r+1 tienen un vertice, 0=v, y y d=v, ,,
respectivamente.

El vértice v, ;, 2<i<r, representa el estado en el que se asignan un total

de j unidades del recurso a los proyectos 1, 2, ..., i-1.

Los arcos son de la forma (v, ,v,,, ) para todo j<l'y 1<i<r.

1,2
El arco (v, ,vi; ), j<I, tiene asignado un coste N, ,; que corresponde a
asignar /-j unidades del recurso al proyecto i, 1<i<r.,

Ademas hay arcos de la forma (v, ;,v,., ,), que tienen asignado un coste

max {Nr p}.
OSpSn—j{ r.p)
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Camino de coste minimo en un grafo multietapa

— @Grafo resultante para =3 y n=4.

« La asignacion Optima esta
definid ino d Nao |
clinida por un camino de 70 @

coste maximo de o a d. N1
e Para convertirlo en un N2
problema de camino de ,

coste minimo basta
cambiar los signos de
las etiquetas.

max {N3z;}
=0,1,2,3,4

024
N»o
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Camino de coste minimo en un grafo multietapa

* Solucion de programacion dinamica:
Vl VZ V3 V4 V5
©—>® @X‘ﬁ. (10 d

e

— (Cada camino de o a d es el resultado de una secuencia de k-2 decisiones.

— Decision i-€sima: determinar, a partir de un vértice v; de V, un arco que
tenga a v; como origen y algin nodo de V., como destlno

— Principio de optimalidad:

El camino de coste minimo debe contener subcaminos de coste minimo
entre otros nodos.
Dem.: En otro caso, podrian sustituirse dichos subcaminos por otros mejores,
resultando un camino total de coste menor.
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Camino de coste minimo en un grafo multietapa

— Ecuacion de recurrencia hacia adelante:

* Sea s(i,/) un camino de coste minimo C"(i,/) desde el vértice j del
conjunto ¥, hasta el vértice destino d.

C*(k_ 1,./):{;(./!d)5 Si (./!d)EA

en otro caso

 Entonces:

C*(i,f)= m|n {C(j N+C (i +1, l)} para 1<i< k-2
[eVi1

(J.1)eA
v, v, V, V, Vs
y,@\ /®
o -G X‘—»O 10 d
(&

RN g
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Camino de coste minimo en un grafo multietapa

k-1, /)= 160, st (/,0) €A
’ w0, en otro caso

C*(i.f)= min {c(j,/)+c*(i+1,/)}, para 1<i<k—2
1+

Ul)ea Vi v, Vs, V, Vs

C*(3,5)= min {8+C*(4,7),11+ C*(4,8),6 + C*(4,9)} = 13
C*(3,6)= 4 +C*(4,8) = 13

C*(2,2)= min {3+C*(3,5),1+ C*(3,6)} = 14
C*(2,3)= 4 +C*(3,5)= 17

C*(2,4)=min {5+C*(3,5),9+ C*(3,6)} = 18
(C*(1,1)=min {5+C*(2,2),7 + C*(2,3),2+C*(2,4)} = 19)
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Camino de coste minimo en un grafo multietapa

— Falta almacenar las decisiones hechas en cada etapa que
minimizan el coste:
» Sea D(i,j) el valor de / que minimiza c(j,l)+C* (1 +1,1).
« Entonces el camino de coste minimo es:
vi=1;v,=D(1,1); v;=D(2,D(1,1)); etc.

D(3,5)=7; D(3,6)=8 &@5/@
D(2,2)=6; D(2,3)=5; D(2,4)=5 )
D(1,1)= 2

v1 =1

vo=D(1,1)=2
v3=D(2,D(1,1))=6

v4 =D(3,D(2,D(1,1)))=8
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Camino de coste minimo en un grafo multietapa

algoritmo multietapa (ent G=(V,A,c):grafo; ent k,n:nat;
sal P:vect[l..k]de 1..n)
{Los vértices estan numerados de forma que los indices de los
vértices de una etapa son mayores que los indices de los de la
etapa anterior.
El primer indice de C" y D, que sbélo identificaba la etapa, se ha
suprimido.}
variables C:vect[l..n]Jde real; D:vect[l..n]Jde 1..n; j,r:1..n
principio
C[n]:=0.0; {Célculo de C* y D}
para j:=n-1 descendiendo hasta 1 hacer

r:=vértice t.g. (j,r)eA A c(j,r)+C[r] es minimo;
C[jl:=c(3,r)+Clr];
D[j]:=r

fpara;

P[1l]:=1; P[k]:=n; {Construccidédn del camino}

para j:=2 hasta k-1 hacer
P[J]:=D[P[J-1]]
fpara
fin
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Camino de coste minimo en un grafo multietapa

* Coste del algoritmo:

— S1 G esta representado mediante listas de adyacencia,
entonces el calculo de 7 en el interior del primer bucle lleva
un tiempo proporcional al grado del vértice ;.

— Por tanto, s1 a es el nimero de arcos del grafo, el coste total
del algoritmo es O(a).

(El segundo bucle lleva un tiempo ©(k).)
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Camino de coste minimo en un grafo multietapa

* Analogamente, se desarrolla la recurrencia hacia atras.

— Ecuacion de recurrencia hacia atras:

* Sea s(i,/) un camino de coste minimo C"(i,/) desde el vértice origen o
hasta el vértice j del conjunto V..

 Entonces:

~n_Jclo,f), si (0,))eA
c (2’/)_{00, en otro caso

C*(i,j)= min {C(l,j)+C*(i—1,I)}, para 3<i<k
eVi1

(1,/)eA

Vi £ Vs V, Vs
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Camino de coste minimo en un grafo multietapa

algoritmo multietapaB(ent G=(V,A,c) :grafo; ent k,n:nat;

sal P:vect[l..k]de 1..n)
{Los vértices estan numerados de forma que

vértices de una etapa son mayores que los
anterior.

los indices de 1los

indices de los de la etapa

El primer indice de C" y D, que sdélo identificaba la
etapa, se ha suprimido.}

variables C:vect[l..n]Jde real; D:vect[l..n]jde 1.
principio

C[1]:=0.0; {Calculo de C* y D}

para j:=2 hasta n hacer

.n; j,r:l1..n

r:=vértice t.g. (r,j)eA A c(r,])+tC[r] es minimo;
C[j]l:=c(r,3j)+Clr];
D[j]:=r

fpara;

P[1l]:=1; P[k]:=n; {Construccidédn del camino}

para j:=k-1 descendiendo hasta 2 hacer
P[J]:=D[P[J+1]]

fpara

fin

. Nota: La eficiencia es la misma si G esta representado mediante listas de adyacencia inversa.
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Multiplicacion de una secuencia de matrices

» Se desea calcular el producto matricial: M= mMM2..-Mp,

Como es asociativo, existen varias formas...

(Recordar que el algoritmo resultante de la definicion del producto de dos
matrices pxqg y gxr necesita pgr multiplicaciones de escalares.)

— Ejemplo: se quiere calcular el producto ABCD, de las matrices A(13x5),
B(5%x89), C(89%x3) y D(3x34).

n°® multip.

((AB)C)D) 10582
(AB)(CD) 54201

(ABC))D 2856

A((BO)D) 4055

A(B(CD)) 26418

iEl caso mas eficiente es casi 19 veces mas rapido que el mas lento!
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Multiplicacion de una secuencia de matrices

e (;CoOmo hallar el mejor método?

1. Insertar los paréntesis de todas las formas posibles (significativamente

diferentes).

2. Calcular para cada una el nimero de multiplicaciones escalares

requeridas.

« ;Cuantas formas posibles 7(n) de insertar paréntesis existen en

un producto de » matrices?

— Si cortamos entre la i y la (i+1)-¢sima: M= (MIM2---M))(M;AMj+2---Mp)
Entonces tenemos 7(i)7(n-i) formas distintas.

— Como i puede tomar valores entre 1y n-1:

—1
T (n) = nZT(i)T(n—i), para n>1
i=1

Numeros de Catalan
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Multiplicacion de una secuencia de matrices

* Los nimeros de Catalan crecen exponencialmente.

— De hecho puede demostrarse que:
Tm= %(2;—_12]

Por ejemplo:

4 5 10 15
5 14 4862 2674440
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Multiplicacion de una secuencia de matrices

S. Godbole: “On efficient computation of matrix chain products”,
IEEE Transactions on Computers, 22(9), pp. 864-866, 1973.

« Aplicacion del principio de optimalidad:
S1 el mejor modo de realizar el producto exige dividir inicialmente entre
las matrices i e (i+1)-ésima, los productos
MiM2---Mjy Mjs M 2---Mp
deberan ser realizados de forma Optima para que el total también sea
Optimo.
« Mc¢todo:
— Construir la matriz [m,], 1<i<j<n, donde m,; da el optimo (i.e., el numero
de multiplicaciones escalares requeridas) para la parte MjMi+1---M,
del producto total.

— La soluci6n final vendra dada por m,.

L 2
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Multiplicacion de una secuencia de matrices

— Construccion de [m;], 1<isj<n:

 Quardar las dimensiones de las M., 1<i<n, en un vector d, de
0..n componentes, de forma que M, tiene dimensiones d, ;xd.,.

* La diagonal s de [m,] contiene los m;; tales que j-i=s:

s=0: m; =0, para /=1,2,...,n

s=1: mij+1=a-10d+1, para /=1,2,...,n-1

T<s<m mijrs=_ mn  (Mik+ Mii1,i+s+ 0- 10k + s),
/< k<i+ 51

para /=1,2,...,n-5
 El tercer caso representa que para calcular MM 1---Mi.s se
intentan todas las posibilidades (MiM; 1--- M) (Mi 1Mk 2--- M4 )
y se escoge la mejor.

e De forma mas compacta: (

0, si i=j
i =\ min {mig + M1, + 010k}, si i< ]
I<k<j
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Multiplicacion de una secuencia de matrices

» Para el egjemplo anterior:

— A(13x5), B(5x89), C(89x3) y D(3x34).

Se tiene d=(13,5,89,3,34).

— Para s=1: m,=5785, m,;=1335, m,;,=9078.

— Para s=2: :
ara § m13z = Min
= min
M24 = mMin
= min
— Paras=3. % = min
= min

— La matriz es:

(m11+ my3+13x 5x3,mi2+ m33+ 13 x 89 x 3)
(1530, 325b ) = 1530
(mo2 + m3s + 5x 89 x 34, mo3+ mss + 5x 3 x 34)
(24208,1845) = 1845

({ &
{ k
[ k

(4055 , 54201

1}
2}
3}

mi1 + mz4 + 13 x 5x 34,
miz2 + ms3s + 13 x 89 x 34,
m13+m44+13><3><34)
2856 ) = 2856

4

(S :j_ ia
es decir,
j=its)
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Multiplicacion de una secuencia de matrices

* Solucion recursiva inmediata:
— Aplicacion de la ecuacion recurrente.

— Problema: complejidad exponencial.

* Almacenamiento de las soluciones de los subproblemas
en una tabla:

— Numero de subproblemas: O(n?).
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Multiplicacion de una secuencia de matrices

algoritmo parentOpt (ent d:wvect[0..n]de nat;

el que se alcanza el minimo al calcular m[i,]J].}
variables i,s,J,k,g:nat
principio
para 1i:=1 hasta n hacer m[i,1]:=0 fpara;
para s:=1 hasta n-1 hacer
para 1:=1 hasta n-s hacer
7 8=0LRS 5
m[i,]] :=00;
para k:=1 hasta j-1 hacer
g:=m[i,k]+m[k+1,7]+d[i-1]*d[k]*d[]];
si g<m[i,]] entonces
m[i,jl:=q; km[i,]j]:=k
fsi
fpara
fpara
fpara
fin

sal m:vect[l..n,1..n]Jde nat; sal km:vect[l..n,1l..nJjde 1..n)
{m es la matriz [mu] definida antes; km[i,Jj] guarda el indice k para

Algoritmia bésica - Javier Campos (Universidad de Zaragoza)
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Multiplicacion de una secuencia de matrices

* Coste en tiempo:

— O(n?)

e (Coste en memoria:

— O(n?)

Algoritmia bésica - Javier Campos (Universidad de Zaragoza)
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Multiplicacion de una secuencia de matrices

« ;Falta hacer el producto!

— El elemento km[i,j] guarda el valor de £ tal que la division
optima de M;M; . 1--- M, parte el producto entre M, y M,,,.

— Por tanto:

funcién multSec (M:vect[l..n]Jde matriz;
km:vect[1l..n,1..n]Jde 1..n;
i,Jj:1..n) devuelve matriz
variables X,Y:matriz
principio
si j>1 entonces
X:=multSec (M, km,i,km[i,7]]);
Y:=multSec (M, km, km[i,J]1+1,73];
devuelve mult (X, Y)
sino
devuelve M[1]
fsi
Fin
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Pasos en una solucion de Programacion Dinamica

Para plantear una solucion de programacion dinamica deben seguirse los pasos
siguientes:

1.

Definir de manera precisa una funcion parametrizada tal que, para algunos
valores de sus parametros, nos aporte la solucion del problema propuesto.

Escribir una ecuacion recurrente (o relacion de recurrencia) para esa funcion
parametrizada, detallando para qué valores de sus parametros es valida la
ecuacion, y escribir los casos base de la funcidn (casos particulares de sus
parametros para los que se puede expresar el valor de la funcion sin necesidad
de recurrencias).

Detallar qué tabla es necesaria para almacenar los valores de la funcion
parametrizada, y qué orden puede seguirse para calcularla. Detallar si se
precisa alguna otra tabla auxiliar para reconstruir la solucion para la que la
funcion alcanza el 6ptimo.

Escribir en pseudocddigo el algoritmo para rellenar la tabla de los valores
optimos de la funcion parametrizada y, si se solicita, escribir el algoritmo
para construir la solucion del problema original.
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Pasos en una solucion de Programacion Dinamica

Ejemplo para el problema de multiplicacion de una secuencia de matrices:

1.  Funcion m(i,j) = nimero minimo de multiplicaciones de escalares necesarias
para multiplicar la subsecuencia de matrices M,, ..., M.
El problema originalmente propuesto es calcular m(1,n).

2. m(i,i)=0,parai=1..n (casos base).
m(i,j) = min,,; {m(i,k) + m(k+1,)) +d; did;}, para los i, j tales que 1<i<j<n.
3. Matriz triangular superior para almacenar los m(i,j), con 1<i<j<n.
Puede calcularse por diagonales, empezando por la diagonal principal y,
desde ahi, hacia arriba.
Matriz auxiliar de 1guales dimensiones para almacenar los indices & para los
que se consigue el minimo de la ecuacion recurrente para cada uno de
los m(i,j). Es la matriz km[i,j] en el algoritmo de la transparencia n® 38.

4. Algoritmos de la pagina 38 y de la pagina 40.
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Comparaciones de secuencias

D. Gusfield: Algorithms on Strings, Trees, and Sequences.
Computer Science and Computational Biology,
Cambridge University Press, 1997.

* Problemas relacionados con biologia molecular.

* Problema de la distancia de edicion:
“Minimo nimero de pasos de edicion para transformar una cadena en otra.”

— Sean A=a,a,...a,y B=b,b,...b,, dos cadenas de caracteres.
— Se quiere modificar 4, cardcter a caracter, hasta convertirlo en B.

— Se permiten tres tipos de cambios (pasos de edicion) y cada uno tiene
coste unidad:
1. Insertar un caracter en la cadena.
2. Borrar un caracter de la cadena.
3. Sustituir un caracter por otro diferente.
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Comparaciones de secuencias

~ Ejemplo: ho ;n° de pasos? S babh
Una solucion: Otra solucion (mejor):
abbc babb abbc babb
1: borrar a 3: sustituir ¢ por b 1: inser tarx‘ / borrar c
bbe 2: insertar a | Pabe pabbe

« Aplicaciones en comparacion y mantenimiento de versiones de
ficheros:

— Si1 se tienen varias versiones parecidas de un fichero es mas eficiente
almacenar solo la 1? version y para el resto de versiones almacenar los
pasos de edicion (normalmente inserciones y borrados) desde la 1°.

o 41;'
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Comparaciones de secuencias

R.A. Wagner y M.J. Fischer:
“The string-to-string correction problem”,
Journal of the ACM, 21, pp. 168-173, 1974.

e Solucion de programacion dindmica:
— Sean A(i) y B(j) las subcadenas prefijode 4 y B
(ie., A@)=a,a,...a; B())=b\b,...b)).
— ((iy) el coste minimo de transformar A4(7) en B(j).
— El problema original es: A(n) — B(m)
— Fijémonos en los posibles tratamientos de a; en el problema A(i) — B(j):

* bien es borrado, y el problema se reduce a transformar A(i-1) en B(j) y luego borrarlo;

* bien se le hace coincidir con algun caracter de B anterior a b, en cuyo caso el problema
se reduce a transformar A(7) en B(j-1) y luego insertar un caracter igual a b;;

* bien se le sustituye por un caracter igual a b, y el problema se reduce a transformar
A(i-1) en B(j-1) y luego sustituir a;;
* 0 bien g; coincide con b, y entonces basta con transformar A(i-1) en B(j-1).
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Comparaciones de secuencias

— Si denotamos:
. O, si g =b;
C(lr])Z{ !

1, si g =b;
— Se tiene: ,
C(i—17) +1 (borrando a;)
C(i,j) = min{C(i,j — 1) + 1 (insertando bj)
Ciit—1,7—1)+ c(i,j) (otros casos)

. - No hacer nada
C(i,0)=i, forall i, 0<i<n - Cambiar a; por b,

C(0,j)=j, forall j, 0<j<m
— Solucidn recursiva obvia: jcoste exponencial!
— Sin embargo, solo existen nm subproblemas diferentes
(C(ij), 1<i<n,1<i<m).
— Orden de célculo (a partir de la ecuacion): —> ]

|

I ?
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Comparaciones de secuencias

algoritmo compSec (ent A:cad[n]; ent B:cad[m];

sal C:vect[0..n,0..m]J]de nat; sal T:vect[l..n,1l..m]J]de Transf)
{Transf=(borrar, insert,sustit,nada); i.e. posibles transformaciones}
variables i, j,x,vy,z:nat

principio
para 1:=0 hasta n hacer C[i,0]:=1 fpara;
para J:=0 hasta m hacer C[0,]j]:=7 fpara;

para 1:=1 hasta n hacer
para Jj:=1 hasta m hacer
x:=Cl[i-1,]]1+1; y:=C[i,]-11+1;
si A[i]=B[]] entonces z:=C[i-1,]-1]
sino z:=C[i-1,73-1]+1

fsi;

Cli,Jj]:=min(x,Vy,2Z);

T[i,3]:= (min=x) => borrar; {Gltimo cambio de A[i] a B[7J]}
(min=y) => insert;
(min=z) & A[1]=B[]]) => nada;
(min=z) & A[i]#B[]j]) => sustit;

fpara
fpara

Fin

it b
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Comparaciones de secuencias

algoritmo res(ent 1i,j:nat)
{Para resolver el problema, ejecutar res(n,m).}
variable k:nat
principio

seleccién

1=0: para k:=1 hasta j hacer
escribir ('Anadir',B[k],'en el lugar', k) fpara
7J=0: para k:=1 hasta 1 hacer
escribir ('Borrar car.n°',k) fpara
otros:
seleccién
T[i,j]l=borrar: res(i-1,3); escribir('Borrar car.n®',6i)
T[i,]j]=insert: res(i,j-1); escribir('Insertar car.n°',j,
'de B tras la posicidn', i)
T[i,]Jj]=sustit: res(i-1,j-1); escribir('Sustit. car.n®', i,
'de A por n°',j,'de B'")
T[i,J]=nada: res(i-1,3-1)
fseleccidn

fseleccidn

fin

A
£ ' "r
,,\é;lritmia -
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2 Algcrit%
{ 5 bésica !’

Comparaciones de secuencias

Coste:

— En tiempo: ®(nm)

— En espacio: O(nm)

Algoritmia bésica - Javier Campos (Universidad de Zaragoza)
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Caminos minimos entre todos los pares de nodos de un grafo

R.W. Floyd:
“Algorithm 97: Shortest path”, Bernard Roy (1959)
Communications of the ACM, 5(6), p. 345, 1962. Robert Floyd (1962)

Stephen Warshall (1962)
e Problema:

Calculo de los caminos de coste minimo entre todos los pares de vértices de un
grafo dirigido sin ciclos de peso negativo.

« Principio de optimalidad:

Siiy, 1y ooy ipy Iiiys ---» I, €5 UN camino de coste minimo de 7; a i,, entonces:
* 1y, I, ..., 1 €s un camino de coste minimo de i, a i}, y
* I, I, ---» 1, €S Uun camino de coste minimo de i, a i,,.

« Aplicacion del principio:
— Si k es el vértice intermedio de mayor indice en el camino optimo de i a /,

entonces el subcamino de i a £ es un camino optimo de i a k que, ademas, sélo
pasa por vértices de indice menor que k.

— Lo analogo ocurre con el subcamino de k a ;.
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Caminos minimos entre todos los pares de nodos de un grafo

— Sea ((i,j) el peso de la arista (i,j) o infinito si esa arista no existe.
Sea C(i,i)=0.

— Sea D,(i,) la longitud (o distancia) del camino de coste minimo de i aj
que no pasa por ningun vertice de indice mayor que £.

— Sea D(i,j) la longitud del camino de coste minimo de i a ;.

— Entonces:
D(ij)=D, (i), 1<i<n 1<j<n

— Ahora, un camino 6ptimo de i a j que no pase por ningin vertice de indice
mayor que k, o bien pasa por el vertice £ 0 no pasa.
* Si pasa por k entonces: Dx(i,j)=Dk-1(i,k) + Dk-1(k,j)
 Sino pasa por k entonces
ningun vértice intermedio
tiene indice superior a k-1: Dk (i, j) = Dk-1(i, j)
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Caminos minimos entre todos los pares de nodos de un grafo

e En resumen:

— Se tiene la siguiente ecuacion recurrente que define el método
de programacion dinamica.

Dy (i,7) = min %k_1(i,j), Dk_1(i,k)+Dk_1(k,j)}
k>1
Do(i,j)=C(i,j), 1<i<n, 1<j<n

Algoritmia bésica - Javier Campos (Universidad de Zaragoza) 52




Caminos minimos entre todos los pares de nodos de un grafo

g es un grafo dirigido etiquetado sin ciclos negativos}
devuelve vector[vért,vért] de etig

de etiqg;

{Pre:
funcién Floyd(g:grafo)
variables D:vector[vért,vért]
i,3,k:véert
principio
{inicialmente la distancia entre dos vértices tiene el valor de la
las diagonales se ponen a cero}

arista que los une;
para todo i en vért hacer

para todo ] en vért hacer
D[i,]] :=etiqueta(g, i, ]) {0 si no hay arco}
fpara;
D[i,1]:=0
fpara;

53
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Caminos minimos entre todos los pares de nodos de un grafo

para todo k en vért hacer
para todo i en vért hacer
para todo ] en vért hacer
si D[i,k]+D[k,]J]<D[1i,]] entonces
D[i,j]:=D[i,k]+D[k, ]
fsi
fpara
fpara
fpara;
devuelve D
fin

{Post: D=caminosMinimos (g) }

Ver en la web (material adicional) por qué se puede eliminar el subindice & de la
ecuacion en recurrencias y por tanto evitar el uso de otra matriz.
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Caminos minimos entre todos los pares de nodos de un grafo

 Eficiencia temporal: O(n?)

— representacion con matriz de adyacencia:
igual que reiterar Dijkstra (Algoritmos voraces, pag. 28), aunque el
interior del bucle en Floyd es mas simple

— representacion con listas de adyacencia:
reiterando Dijkstra + colas con prioridad esta en ®(anlog n)
* Espacio:
— Floyd exige ®(n?) mientras que Dijkstra precisa O(n)
* Ejercicio: calculo de las secuencias de nodos que componen los
caminos minimos

— si el camino minimo de m a n pasa primero por p y después por g, la
secuencia de vértices que forman el camino minimo de p a g forma parte
de la secuencia de vértices que forman el camino minimo de m a n

— usar un vector bidimensional C indexado por vertices: C[v,w] contiene un
nodo u que forma parte del camino minimo entre vy w
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Arboles binarios de busqueda 6ptimos

« Recordar arbol binario de busqueda:
— La clave de todo nodo es mayor o igual que las de sus descendientes
izquierdos y menor que las de sus descendientes derechos.
* El problema:
— Se tiene un conjunto de claves distintas: w1 < W2 <--<Wp
(ordenadas alfab) que deben almacenarse en un arbol binario de busqueda.

— Se conoce la probabilidad p,, 1<i<n, con la que se pide buscar la clave w;
y su informacidn asociada.

— Se conoce también la probabilidad ¢,, 0<i<n, de busqueda de una clave
inexistente situada entre w; y w,., (con el significado obvio para g,y q,).

n 11
2 pri+ 2 g =1
i=1 /=0

— Se quiere construir un arbol binario de busqueda para guardar las claves
que minimice el nimero medio de comparaciones para encontrar una
clave o para garantizar que no esta.

— Se tiene que
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Arboles binarios de busqueda 6ptimos

— Recordar que la profundidad de la raiz es 0, 1a de sus hijos es 1, etc.

— S1 construimos un arbol en el que la clave w; esta en un nodo de
profundidad d,, 1<i<n, entonces se necesitan d;+1 comparaciones para
encontrarla.

— S1 con probabilidad ¢;, 0<i<n, buscamos una clave que no esta en el
arbol pero que, en caso de estar, ocuparia un nodo de profundidad d,
entonces se necesitan d; comparaciones para garantizar que no esta.

— Por tanto, el nimero medio de comparaciones para encontrar una clave
0 para garantizar que no esta (funcidn que queremos minimizar) es:

n n
C=> pidi+1)+ > gidi
=1 f=0

Palabra Probabilidad

« Ejemplo: _ a 0,22

g =0, 0<i<7 al 0,18

ama 0,20

eso 0,05

si 0,25

é’ >N sin 0,02
su 0,08 57
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Arboles binarios de busqueda 6ptimos

e Solucién 1: .
e Solucién 2;
Creada con bl f
estrategia voraz. @ Arbol perfectamente
equilibrado.

e | LR

e Solucién 3: \
Es optima. GD/ @
=215 (55
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Arboles binarios de busqueda 6ptimos

E.N. Gilbert y E.F. Moore: “Variable length encodings”,
Bell System Technical Journal, 38(4), pp. 933-968, 1959.

e Solucion de programacion dindmica:
Principio de optimalidad:

“Todos los subarboles de un arbol 6ptimo son
Optimos con respecto a las claves que contienen.”

— Consideremos un subarbol dptimo que contenga las claves w;., wi,, ..., ;.

— La probabilidad de que una clave buscada esté o debiera estar en ese subarbol es:

"nij = Zpk+ qu

k=i+1 k=i
— Denotemos por C;; el nimero medio de comparaciones efectuadas en un subarbol
optimo que contiene las claves w;,;, w;,,, ..., w; durante la bisqueda de una clave

en el arbol principal (y convenimos en que C;=0).
— Supongamos ahora que w, ocupa la raiz de ese subarbol.

— Sea CZ.K el nimero medio de comparaciones efectuadas en ese subarbol durante la
busqueda de una clave en el arbol principal.
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Arboles binarios de busqueda 6ptimos

— Entonces:

ko . , .
Cij =mj+Cijk-1+Cl

1

* C;,, es el n° medio de comparaciones en el subarbol izquierdo.
* C}; es el n® medio de comparaciones en el subarbol derecho.

* my es el el n° medio de comparaciones con la raiz.

— Abhora se trata de escoger la raiz de forma que se minimice C;:

Cij = my + min {C,',k_']—I—ij}, si 0<i<j<n
i< k<]

Gi =0, si 0<i<n

ok 41;'
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Arboles binarios de busqueda 6ptimos

* Elejemplo: 4 =0, 0<i<7
Palabra Probabilidad
a 0,22
al 0,18
ama 0,20 Cii = mj + min {C- +C, } si 0<i<j<n
eso 0,05 ! Y i<k<j 7 k=1 kj § o /=
si 0,25
sin 0,02 Ci=0, si 0<i<n
su 0,08

N & G b W N = O

:
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Arboles binarios de busqueda 6ptimos

tipos probP=vector[l..n] de real;
probQ=vector[0..n] de real;
matC=vector[0..n,0..n] de real;
matSol=vector[0..n,0..n] de entero

algoritmo abbOpt (ent p:probP; ent g:probQ; sal C:matC; sal r:matSol)
{C es la matriz definida previamente. En cada componente 1,] de r se
guarda el k para el que C[i,]J] resulta minimo.}
variables i, j,k,d:entero; min,aux:real; m:matC
principio
para 1:=0 hasta n hacer
Cli,1]:=0; m[i,1]:=qgql[i];
para j:=i1i+1 hasta n hacer
mii,j]:=m[i,J-1]+p[J]1+qlJ]
fpara
fpara;
para j:=1 hasta n hacer
Clj-1,j]l:=m[J-1,31:
fpara;
{Ya estadn determinados los arboles de 1 nodo.}

r[j_llj]::j
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Arboles binarios de busqueda 6ptimos

para d:=2 hasta n hacer
para Jj:=d hasta n hacer

i:=3-d;

min:=maxkEntero;

para k:=i1i+1 hasta J hacer
aux:=C[i,k-1]1+C[k,7];
si aux<min entonces

min:=aux;

rii,j]:=k
fsi
fpara;
Cli,3]:=m[i,]]+min
fpara
fpara
fin

ﬁitmia
L %

o
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Arboles binarios de busqueda 6ptimos

tipos vectClaves=vector[l..n] de cadena;
arbol=Tnodo;
nodo=registro
dato:cadena;
iz,de:arbol
freg

algoritmo creaABB(ent w:vectClaves; ent r:matSol; sal a:arbol)
algoritmo creaRec(sal a:arbol; ent i, j:entero)
principio
si 1=] entonces a:=nil
sino
nuevoDato (a) ;
al.dato:=wir[i,311;
creaRec(aT.iz,i,r[i,j]—l);
creaRec(aT.de,r[i,j],j)
fsi
fin
principio
creaRec (a,0,n)
fin

o 41;'
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Arboles binarios de busqueda 6ptimos

« Complejidad:

O(n?), usando O(n?) posiciones de memoria.

* Es posible transformar automaticamente ciertos algoritmos

cubicos de programacion dindmica, como este, en algoritmos
cuadraticos...

/F.F. Yao: “Efficient dynamic programming using
quadrangle inequalities”,

Proceedings of the 12th Annual ACM Symposium on the
\Theory of Computing, pp. 429-435, 1980.

J
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Arboles binarios de busqueda 6ptimos

D.E. Knuth: “Optimum binary search trees”,
Acta Informatica, 1, pp. 14-25, 1971.

* En este caso concreto basta con demostrar que:
r(i,j-1] < r[i,3] < r[i+l,3], sij-i>2

(por induccidn en § -1 [Knu87, p. 492] D.E. Knuth. El arte de programar
ordenadores. Volumen III: Clasificacion y busqueda. Editorial Reverté, 1987)

Ahora, el coste de los dos bucles internos de abbOpt es:

> (Li+1,j1-rli,j-11+1)
d<j<n
i=j—d
=r[n—-d+1,n]-r[0,d-1]+n—-d+1<2n

Por tanto, el coste es O(n?).
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Un problema de fiabilidad de sistemas

* El problema:

Disefiar un sistema compuesto de varios dispositivos conectados en serie.

—»Dl :D2—>D3—>000—>Dn—>

Sea r; la fiabilidad de D, 1.e., la probabilidad de que funcione
correctamente.

Entonces, la fiabilidad del sistema sistema entero es:
n
|| Fty

Por ejemplo, si =10y »=0,99, 1<i<10, la fiabilidad de cada dispositivo
es muy alta y sin embargo

I1.'%,7i = 0,904
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Un problema de fiabilidad de sistemas

— Una forma de aumentar la D, D, D, D,
fiabilidad es replicar los D Do D3, eee—yl Du|—,
dispositivos (en paralelo). D, g 3 D,

3
Fase1l Fase2 Fase3 Fase n

— Si1 la fase 7 contiene m; copias de D, la
probabilidad de que toda la fase falle es (1—ri )™

— Luego la fiabilidad de la fase i es 1—(1—r; )™
— Por tanto, s1 7=0,99 y m =2, la fiabilidad de la fase i es 0,9999.

— En realidad, la fiabilidad de la fase i es algo menor que 1— (1—rj )™
(las copias de un mismo dispositivo no son completamente
independientes pues su disefio es comun, por ejemplo);
s1 denotamos la fiabilidad de la fase i por & (1)

— entonces la fiabilidad del sistema es:

[ L1<i<n i (mi)
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Un problema de fiabilidad de sistemas

— El problema: maximizar la fiabilidad replicando los
dispositivos y con alguna limitacion en el coste.
maximizar 1T ¢/ (m/)
1</<n

sujeto a . Gy
1</i< nm

mi>1yentero, 1</<n

Donde c; es el coste de cada unidad de dispositivo i.

— Como ¢>0y mz21, entonces 1<m<u; con
| ( no) |
i = Cf — Cy Cy
BT ) 7
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Un problema de fiabilidad de sistemas

— Una solucion Optima m,, m,, ..., m, es el resultado de una
secuencia de decisiones, una por cada m..

— Denotemos:
fi (x)=méximo [ 4;(m)
1<j<i

sujetoa ), ¢;m; <x
1<j<i

T<m;<u;, 1<j<i

Entonces el valor de una solucion optima es £, (¢).

Algoritmia bésica - Javier Campos (Universidad de Zaragoza)

70



Un problema de fiabilidad de sistemas

— La ultima decision requiere elegir m, de entre {1,2,3,...,u,}.

— Una vez tomada la ultima decision, las restantes decisiones deben utilizar
el resto de fondos ¢ — ¢, m, de forma Optima.

— Se cumple el principio de optimalidad y

fale) = max {gn(mn) fu-1(c—comn)}

1<m,<u,

— En general, para f/(x), =1, se tiene:

fi(x) = max {gi(mi) fi-1(x—cimi)}

1<m;<u;

fo(x) =1, paratodo x, O<x<c

(ver, ademas, http://webdiis.unizar.es/asignaturas/AB/?p=1292 )

— Se resuelve de forma similar al problema de la mochila 0-1 (ejercicio).
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El problema del viajante de comercio

e Recordar:

— Encontrar un recorrido de longitud minima para un viajante que tiene que
visitar varias ciudades y volver al punto de partida, conocida la distancia
existente entre cada dos ciudades.

— Es decir, dado un grafo dirigido con arcos de
longitud no negativa, se trata de encontrar
un circuito de longitud minima que comience
y termine en el mismo vértice y pase
exactamente una vez por cada uno de los
vertices restantes (circuito hamiltoniano).
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El problema del viajante de comercio

— Sean G=(V,A4) un grafo orientado,
V={1,2,...,n},
L la longitud de (i) €4,
L;=o0 sino existe el arco (i,)).

— El circuito buscado empieza en el vertice 1.

Se compone de (1,/), con j#1, seguido de un camino de j a 1 que pasa
exactamente una vez por cada vértice de V'\ {1}.

— Principio de optimalidad: si el circuito es 6ptimo, el camino dej a 1 debe
serlo también.

— Sea ScV'\ {1} un subconjunto de vértices e ie V'\ § un vértice;

llamamos g(i,S) a la longitud del camino minimo desde i hasta 1 que pase
exactamente una vez por cada vértice de S.

Entonces:
longitud del circuito 6ptimo = g(1,V\ {1}) =

= min {L1j+g(_/ VA {1,/}}
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El problema del viajante de comercio

— Mas en general, sii#l, S20 e igS:
8(i,8)=min {Lj + 9/, S\ {1} (*)

Ademas:
9(i,D)=Li1, i=2,3,..,n

— Meétodo de resolucion:

» Usar (*) y calcular g para todos los conjunto S con un solo vértice (distinto
del 1).

* Volver a usar (*) y calcular g para todos los conjuntos S de dos vértices
(distintos del 1) y asi sucesivamente.

» Cuando se conoce el valor de g para todos los conjuntos S a los que solo les
falta un vértice (distinto del 1) basta calcular g(1,V\ {1}).

ok 41;'
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El problema del viajante de comercio

« Ejemplo. Sea G el grafo completo
de cuatro vértices con longitudes:

—

© o
—

133
NOOS

—
I
o_\_\l\)
1

OO
—

X o

© O ©

= — 1

— Inicializacion:
g2,0)=5; g(3B,0)=6, g(4,09)=8.

Usar g(@,5)= r}mrsm {Lij +g(J,S\ {j})} para obtener:

g(2,{3}) =Lyt g(3,9) = 15;
g(29{4}) = L24 + g(4>®) = 189

2(3,{21)=18; g(3,{4})=20;
g(4,{2))=13; g(4,{3})=15.
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El problema del viajante de comercio

— Abhora, utilizando de nuevo (*) para conjuntos de dos elementos:
g(2,{3,4}) = min {L23+g(3.{4}), Laa+9g(4,{3}) }=

= min {29, 25} = 25;

(3,{2,4}) = min {L32+9(2,{4}), Laa+g(4.{2}) }=
=min {31,25} = 25;

g(4,12,3}) = min {La2+g(2.{3}), Laz+9(3.{2}) }=
— min {23,27} = 23,

— Finalmente:
g(1,{2,3,4}) =min{ L412+9(2,{3,4}),
L13+9(3.,{2,4}),

L1a+9(4,{2,3}) } =
_ min{ 35,40,43 } = 35,
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El problema del viajante de comercio

« Siademas se quiere saber cOmo se construye el circuito Optimo:
Utilizar una funcion adicional

J(i,S) es el valor de j que minimiza g(i,S) al aplicar la formula (*).
* En el gjemplo:
J(2,{3,4})=4; J3,{24})=4;
J4,{2,3})=2; J(1,{2,3,4})=2.

Y el circuito optimo sera:
1 >J(1,{2,3,4})=2
—J(2,{3,4})=4
—J(4,{3})=13

— 1
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El problema del viajante de comercio

» Implementacion recursiva ineficiente:

funcidén g (i, S) devuelve nat
variables masCorto,distancia, j:nat
principio
si S=¢ entonces devuelve L[1,]1]
sino
masCorto:=0w;
para todo ] en S hacer
distancia:=L[1i,]j]+g(J,S\{J})’
si distancia<masCorto entonces
masCorto:=distancia
fsi
fpara;
devuelve masCorto
fsi
fin

Se calcula repetidas veces el mismo valor de g: Q((n-1)!)
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El problema del viajante de comercio

e Utilizacion de una “funcidon con memoria’:

{se usa una tabla gtab cuyos elementos se inicializan con -1}
funcidén g (i, S) devuelve nat
variables masCorto,distancia, j:nat

principio
si S=0J entonces devuelve L[i,1]
sino
si gtab[i,S]=20 entonces devuelve gtab[i, S]
sino

masCorto:=0w;

para todo ] en S hacer
distancia:=L[i,3]1+g(3,S\{3}):
si distancia<madsCorto entonces masCorto:=distancia fsi

fpara;

gtab[i,S] :=masCorto;

devuelve masCorto

fsi
fsi
fin
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El problema del viajante de comercio

* Coste del algoritmo:

— calculo de g(j,9): n-1 consultas a una tabla,
— calculo de los g(j,9) tales que 1<card(S)=k<n-2:

)(n 2\1

k sumas en total

— calculo de g(1,"\{1}): n-1 sumas.

— Tiempo de calculo: [Z(n 1) + Z (n— 1)k(”k2\J @( 22"]

puesto que Z k(l’;) —r2-

(Este tiempo es mejor que Q(n!) que resultaria de la estrategia de fuerza
bruta, pero...)

— Coste en espacio (para conservar gy J): Q(n2")

N Alacriitmia . . , . . . . 8 O
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El problema del viajante de comercio

 Para hacernos una idea del coste...

nimero de tiempo tiempo espacio
vértices  fuerza bruta prog. dindmica prog. dinamica
n n! n2n nn
5 120 800 160
e s 10 3.628.800 102.400 10.240
menos de 7 minutos‘_\15 1 P 31 X 1012 7372800 491520
% 2,43 x 108 [419.430.400] 20.971.520
mas de 77.000 anos
25 1,55 % 10%° 20.971.520.000 838.860.800
30 2,65 x 1032  966.367.641.600 32.212.254.720
50 3,04 x 1064 2,81 x1018 5,62 x 1016

P Algo %
1 ::¥ ba:
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Planificacion de trabajos

* El problema:

Sea un sistema en el que la realizacion de un conjunto de trabajos requiere
la ejecucion por parte de un conjunto de agentes (o procesadores) de una
serie de tareas diferentes para cada trabajo.

* n trabajos requiriendo cada uno m tareas:

T, Ty .. T, 1<i<n

mi’
* latarea T}, la realiza el procesador P;, 1<j<m, y requiere un tiempo

 Planificacion para los n trabajos:
Es una asignacion de tareas a intervalos de tiempo en los procesadores.

* latarea T); debe asignarse a P,

» un procesador no puede tener mas de una tarea asignada en cada instante de
tiempo

* para todo trabajo i, el procesamiento de 7}, />1, no puede empezar hasta que

T; ;; haya terminado
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Planificacion de trabajos

* Ejemplo:

Se tiene que planificar la ejecucion de dos trabajos en tres procesa-
dores, de forma que los tiempos de cada tarea vienen dados por: T

Il
1

Dos planificaciones posibles:

tempo 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

@ p Ty Tzz

P, Ty A

tempo 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

b) P, [T \\\\|T
P, T T

La planificacion (b) se dice no-interruptiva (non-preemptive) porque el
procesamiento de una tarea no se interrumpe hasta que ésta ha terminado.

La planificacion (a) se dice interruptiva (preemptive) porque el trabajo 1 se
apropia del procesador 2 antes de que €ste termine con el trabajo 2.

ok 4:;'
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Planificacion de trabajos

— El tiempo de terminacion del trabajo i en la planificacion S es el instante,
1AS), en que todas las tareas del trabajo i han terminado.

En el ejemplo (a), f,(S,)=10y £,(S,)=12.
En el ejemplo (b), £,(S,)=11 y £,(S,)=5.

— El tiempo de terminacion, A.S), de la planificacion S es:

F(S)= max {fi(S) |

1<i<n

— El tiempo medio de terminacion, MFT(S), se define como:

MFT(S) =~ 3 £ (S)

N4ci<n
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Planificacion de trabajos

— Planificacion con tiempo de terminacion optimo (OFT) para un conjunto
de trabajos:

es una planificacion no-interruptiva, S, para la que F(S) es minimo entre
todas las planificaciones no-interruptivas.

— Planificacion interruptiva y con tiempo de terminacion optimo (POFT):

es una planificacion interruptiva, S, para la que F(S) es minimo entre
todas las planificaciones interruptivas.

— Planificacion con tiempo medio de terminacion optimo (OMEFT):

es una planificacion no-interruptiva, S, para la que MFT(S) es minimo
entre todas las planificaciones no-interruptivas.

— Planificacion interruptiva y con tiempo medio de terminacion optimo
(POMFT):

es una planificacion interruptiva, S, para la que MFT(S) es minimo entre
todas las planificaciones interruptivas.
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Planificacion de trabajos

— El céalculo de OFT y POFT para m>2 y el calculo de OMFT es
computacionalmente dificil (es NP-duro).

— El célculo de OFT para m=2 puede hacerse mediante programacion
dinamica.
* Caso m=2:
— Denotemos 7, como a;y T,; como b,.

— Una planificacidn esta completamente especificada fijando una
permutacion de los trabajos en uno de los procesadores (coincidira con el
otro procesador).

Cada tarea empezara tan pronto como sea posible.

Ejemplo con 5 trabajos:

Zia

planificacién (5,1,3,2,4)

ﬁitmia
Heu %
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Planificacion de trabajos

— Supongamos, para simplificar, que a#0, 1<i<n

(st hay trabajos con a;=0, se construye primero la planificacion 6ptima
para los trabajos con a,#0 y después se afiaden delante los trabajos con
a=0).

— Principio de optimalidad:

Una permutacion (planificacion) optima es tal que, fijado el primer trabajo
de la permutacion, el resto de la permutacidon es optimo con respecto al
estado en que quedan los dos procesadores despué¢s de terminar el primer
trabajo.
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Planificacion de trabajos

— Sea g(5,¢) la longitud (duracidon) de una planificacion Optima para el
subconjunto de trabajos S suponiendo que el procesador 2 no estara

disponible hasta el instante .
Entonces: _ _ 2
g(S,t) = rlnég {a + g(S\ {i},b + max{t—g ,O})J

con g(9,t) = max{t,0} y a#0, 1<i<n.

casotza; O a4 t 1+

| a,jeS\()
b | | b,jes\ii}

caso t<az 0 ta; a+b

a; LZ],]ES\{I}
b, | | b, jeS\1i)

0 b
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Planificacion de trabajos

— La ecuacion recursiva resultante podria resolverse de forma analoga a la
del problema del viajante de comercio, pero existe una solucion mejor...

— Supongamos que i y j son los dos primeros trabajos (y en ese orden) en la
planificacion optima del subconjunto §; entonces:

g(S,ty=a+ g8\ {/},b + max {t- 4,0}) =

Pero: tij = bj + max{h + max{t —g; ,0}—a;,0} =
= bj +b —aj + max{max{t—g ,0},a,—h} =
=bj +b —aj + max{t—g,aj—h ,0} =
=bj+h —aj—g +max{t,a+a —b,g}

Si los dos primeros trabajos fueranj e i:

gSt)y=a +a+gS\{j.,i},b+bj—a —aj+ max{t,a+a —bj,aj})
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Planificacion de trabajos

— Entonces: 2(S, 1)< g (St) <

< max{t,g +a —b .,a}<max{t,a +a —bj,aj}

Para que esto sea cierto para todo valor de ¢, se precisa:
max{ai +aj— b ,a} <max{a +a —bj,aj}

Es decir:

ai +aj+ max{-h,—aj} <a +g +max{-bj,—a}
O sea:

min{b ,a;} = min {bj,g} (¥)

— Luego existe una planificacion Ooptima en la que cada par (i,j) de trabajos

adyacentes verifica (*).

— Puede demostrarse que todas las planificaciones que verifican (*) tienen la
misma longitud.

Por tanto, basta generar una permutacion para la que se cumpla (*) para
todo par de trabajos adyacentes.
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Planificacion de trabajos

— Abhora, si1
min {a1,a2,...,an,00,0,...h} = a

Entonces el trabajo i deberia ser el primero en una planificacion optima.

— En cambio, si
min {ﬂl A2, ... ,a{?,bT ![)2!"' b7} = t)/
Entonces el trabajo j deberia ser el ultimo en una planificacion 6ptima.
— Luego podemos decidir la posicion de uno de los trabajos (el primero o el

ultimo).

Repitiendo el proceso, se puede construir la planificacion dptima.
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Planificacion de trabajos

* Por tanto la solucion es:
1) ordenar los a; y b, en orden no decreciente;

11) s1 el siguiente numero de la secuencia es a; y el trabajo 7 no ha sido
planificado todavia, planificar el trabajo i en la posicion mas a la
1zquierda de entre los que restan;
si el siguiente numero es b; y el trabajo j no ha sido planificado
todavia, planificar el trabajo j en la posicion mas a la derecha de entre
los que restan;

(notese que el algoritmo sirve también si hay trabajos con a,=0)
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Planificacion de trabajos

* Ejemplo:

— Sean n=4, (a,,a,,a5,a,) = (3,4,8,10) y (b,,b,,b5,b,) = (6,2,9,15).

— La secuencia ordenada de los a; y los b, es:
(by,a,,a,,b1,a5,b5,a,,b,) = (2,3,4,6,8,9,10,15).

— Sea 6,,6,,0;,6, la secuencia Optima.

Como el namero menor es b,, entonces 6,=2.

El siguiente namero es a, luego o,=1.

El siguiente es a, pero el trabajo 2 ya ha sido planificado.

El siguiente es b, pero 1 ya ha sido planificado.
El siguiente es a; luego hacemos ¢,=3.

Por tanto, ,=4.
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Planificacion de trabajos

* Coste: O(n log n)

« Notese que la solucion directa de

86,5 =min & +g(S\ {7}, b + max{t-a,0})}

hubiera llevado al menos O(2"), que es el nimero de
subconjuntos S diferentes para los que habria que calcular g(S.¢).
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Una competicion internacional

* El problema:

Dos equipos 4 y B se enfrentan un maximo de 2n — 1 veces, ganando el
primer equipo que acumule 7 victorias.

Supongamos que no es posible un partido nulo, que los resultados de cada
partido son independientes y que hay una probabilidad constante p de que
A gane un partidoy g = 1 — p de que lo gane B.

¢/ Cual es la probabilidad, a priori, de que gane A?

* El planteamiento:

Sea P(i,j) la probabilidad de que 4 gane la competicion sabiendo que le
faltan todavia i victorias y a B le faltan ;.

Entonces, antes del primer partido, la probabilidad de que 4 gane la
competicion es P(n,n).

S1 A ya ha acumulado todas las victorias necesarias entonces es el ganador
de la competicion, es decir: P(0) =1, 1<j<n.

Igualmente, P(i,0) = 0, para 1<i<n.

La ecuacidn recurrente es:

P@G.j)=pPi—-1j)+qgP@i,j—1), paraij>1.
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Una competicion internacional

e [a solucidon directa:

) 1
PN Algaritmia
1 ,:¥ bésica !’

funcidén P (i, ) devuelve real
{pp (pg) es la probabilidad de que gane A (B)}
principio
si i=0 entonces
devuelve 1
sino
si J=0 entonces
devuelve 0
sino
devuelve pp*P(i-1,7)+pg*P(i,]J-1)
fsi
fsi
fin
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Una competicion internacional

e Coste de la solucion directa:
— Sea T(k) el tiempo necesario en el caso peor para calcular P(i,j) con i+j=k.
T(l)=c
T(k)<2T(k—1)+d, k>1
donde c y d son dos constantes.
— Luego, T(k) es O(2%) y por tanto 7(2n) es O(2%").

— Exactamente el niumero de llamadas recursivas es 2(“;./ j 2

— Por tanto, el tiempo para calcular P(n,n) es Q((Zn”J)

y puede demostrarse que (5, i
)z 2 /(2n+1)

— En definitiva, el tiempo de la solucion directa para calcular P(n,n) es
0o@4m) y Q(4"/n).
Puede demostrarse que el tiempo es ©® (4”/ \/77]
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Una competicion internacional

* El problema de la solucion directa:

— Como siempre en programacion dinamica, se calcula muchas veces el
valor de cada P(i.)).

— Solucion mejor: usar una tabla para almacenar los P(i ).
— Ejemplo (para p =g = 1/2):

P Algo
1 ::¥ ba:

(™

1/2 |21/32(13/16|15/16| 1 | 4
11/32] /2 [11/16| 78 | 1 | 3 [ P(i,j) = pP(i-1,)) + qP(i,j-1)
316 | 516 | 1/2 [ 3/4 | 1 | 2 .
V6| 18 | /4 |12 ] 1 |1
01000 0
i 3 2 1 0
«—

la matriz se completa, por ejemplo,
por filas (de abajo a arriba, j=0, 1, ..., n)
y en cada fila por columnas (de dch. a izq., 1=0, 1, ..., n)
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Una competicion internacional

 [.a solucion:

funcidén apuestas (n:natural; p:real) devuelve real
variables tabP:vector[0..n,0..nJde real;
g:real; 1i,j:natural
principio
q:=1-p;
para j:=1 hasta n hacer
tabP[0,3]:=1; tabP[j,0]:=0;
para i:=1 hasta n hacer
tabP[i,3J] :=p*tabP[i-1,J] + g*tabP[i,j-1]
fpara
fpara;
devuelve tabP[n,n]
fin

o

'/
£ -
>

PN Algaritmia
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Una competicion internacional

o (Coste:

— En tiempo: ®(n?)

— En espacio: O(n?), aunque se puede reducir facilmente a O(n)
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Triangulacion de poligonos

 Problema:

Dados los vértices de un poligono,

se trata de seleccionar un conjunto de
cuerdas (lineas entre vértices no
adyacentes) de modo que ningln par
de cuerdas se cruce entre si 'y que todo
el poligono quede dividido en
triangulos.

Ademas, la longitud total de las cuerdas debe ser minima (triangulacion
minimal).

— Utilidad: se puede emplear para sombrear objetos tridimensionales en una
imagen virtual (bidimensional).

— Otra: interpolacion numerica de funciones de dos variables.
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Triangulacion de poligonos

* Resolucion de programacion dinamica:
— Consideremos un poligono definido por sus vértices vy, vy, ..., V, ;.

— Sea §,, el subproblema de tamafio s partiendo del vértice v;, es decir, el
problema de la triangulacion minimal del poligono formado por los s
vertices que comienzan en v; y siguen en el sentido de las agujas del reloj
(V;, Visgs ---» Virg 1), contando con la cuerda (v,v,, ).

(03)on(c3)

of
g

565
@9
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Triangulacion de poligonos

— Ahora, para triangular el poligono S,

AN

hay s — 2 posibilidades:

1. Tomar el vértice v, @ @ 2. Tomar el vértice v,,, ' .

para formar un para formar un tridngulo

tridngulo con S con las cuerdas

las cuerdas @ o (V10i451) ¥

(VirVirs1) Y S (ViVissp) y con el
(Vi41/0i461) Y 65 tercer lado

con el tercer (Vits0Vits1)s

lado (v,,v;,7), y después resolver el
y después resolver el subproblema S, ;.
subproblema S;, 4, 1- @ '

3.Para algtin k entre 2 y s-3, 13
tomar el vértice v;,;, y formar @
un tridangulo con lados
(©iVisi)r (VisroVing1) Y (VirVinsa), S S65
y después resolver los e
subproblemas S; .1 ¥ Siii ok @
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Triangulacion de poligonos

— Por tanto, s1 denotamos por C;, el coste de la triangulacion S,
se obtiene la siguiente relacion recursiva:

Cis= min 3G k+1+GCivk,s—k +D(0i,vi1k) +
1<k<s-2

+D (Ui+k;7)i+s—1)}
para 0<i<n-1, 4<s<nu;

donde:

D(v,,v,) es la longitud de la cuerda entre los vertices v, y v, sl
v,y v, No son VC.I"[ICGS adyacentes en el poligono;
y D(v,,v,) es 0 s1v,y v, son adyacentes.

Ademas, C,, = 0 para 0<i<n-1, 2<s<4.

Algoritmia bésica - Javier Campos (Universidad de Zaragoza) 104




Triangulacion de poligonos

e Solucion recursiva inmediata:

— Aplicando la ecuacion recurrente anterior

— Problema: el nimero de llamadas crece exponencialmente con el nimero
de vertices

— Sin embargo, sin contar el problema original, solo hay n(n-4)
subproblemas diferentes que hay que resolver

— Por tanto, la solucidn recursiva resuelve muchas veces un mismo
subproblema

 Soluciodn eficiente:

— Utilizacidn de una tabla para almacenar los costes de las soluciones de los
subproblemas
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Triangulacion de poligonos

| 15,26
Co5= m1n{(1)C62 +Co4+D(ve,v0) +D(v0,0v3), & 26) ( )
®Co3+C13+D(v6,v1) +D(v1,v3),
5 02 0 (27,21)
Ce4 +C23+D(v6,v2) +D(v2,v3) }=
= min {38,09 ; 38,52 ; 43,97 } = 38,09
0, 10 @ 22,12)

75,43 (v) (10,0)

Cos= |C15= | Co5= | C35= | Ca5= | Cs5= | Ce5= D (va,v3) = D(vg,vg)=0

(1) [Coa= [Cra= [Coe= | Coo= [ Cas= | Cos= |Coa=|_(3) (SO aristas y no cuerdas)
4 T~ <«
16,16| 16,16 | 15,65 | 15,65| 22,69| 22,69| 17,89 D (vg,v>) = 26,08;
3ol 7 el R L LA
) Co2=| C12=| Co2=| Cg2=| C42= | C52= | Cg2= D (ve,v1) = 22, 36;
0 0 0 0 0 |o 0 (1) I (vg,V3) = 21,93
s 1=0 1 2 3 4 5 6
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Triangulacion de poligonos

* Hemos calculado el coste de la triangulacion minima pero,
,cual es esa triangulacion?

— Para cada posicion (i,s) de la tabla se necesita almacenar, ademas del
coste, el valor del indice k& que produjo el minimo.

— Entonces la solucion consta de las cuerdas (v,v;.,) v (VipVies 1)
(a menos que una de ellas no sea cuerda, porque A=1 o k=s-2),
mas las cuerdas que estén implicadas por las soluciones de S; ., v S, i
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Triangulacion de poligonos

* En el ejemplo:

— El valor de C\y; procede de £&=5. Es decir, el problema
Sy7 se divide en Sy y Ss;.
Ss5 es un problema trivial, de coste 0.
Asi, se itroduce la cuerda (v,vs), de coste 22°09,
y se debe resolver S.

— El valor de C\¢ procede de £=2. Por tanto, el problema se divide en Sy; y S,,.
So3 €s un triangulo con vértices v, v, y v,, luego no precisa ser resuelto, mientras
que S,, es un cuadrilatero, definido por v,, v;, v, y vs, y debe ser resuelto.
Ademas, hay que incluir los costes de las cuerdas (vy,v,) y (v,,v5), que son 17°89 y
19°80.

— El valor de C,, se obtiene con k=1, dando los subproblemas S,, y S5, que tienen
tamafo menor o igual que tres y, por tanto, coste 0.
Se introduce la cuerda (v;,vs), con coste 15°65.
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