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1 Introducción

La evaluación del rendimiento de un sistema paralelo y distribuido es tanto
una necesidad práctica como un reto cient́ıfico. El rendimiento, o prestaciones,
se caracteriza mediante un conjunto de descriptores de eficiencia precisos que
ayudan a determinar cuánto de cerca está un sistema de los objetivos previstos
para el mismo [1].

El modelado cuantitativo para el análisis de las prestaciones intenta describir,
predecir y optimizar el comportamiento dinámico y dependiente del tiempo de
los sistemas. Es un hecho ampliamente reconocido que la complejidad de los
sistemas paralelos y distribuidos es tal que se precisan herramientas formales

apropiadas durante la etapa de diseño para poder garantizar las especificaciones
cualitativas y cuantitativas de partida.

Las redes de Petri (RdP) [2] son un conocido formalismo para describir sis-
temas de eventos discretos con sincronizaciones. En su definición original, las
RdP no incluyeron la noción del tiempo pues trataron de modelar únicamente
el comportamiento lógico de los sistemas, describiendo las relaciones causales
existentes entre eventos. Si se quiere obtener un modelo útil para la evaluación
de prestaciones de sistemas distribuidos, entonces la introducción de una espe-
cificación temporal es esencial, conduciendo a los modelos denominados RdP

estocásticas (RdPE) [3].
El objetivo que se persigue al caracterizar el comportamiento de los modelos

de RdPE es obtener los ı́ndices de prestaciones del modelo mediante técnicas

eficientes de cálculo. Las técnicas de análisis de prestaciones pueden clasificarse
de acuerdo con la calidad de los resultados obtenidos en: exactas, aproximadas
y acotaciones. En el ámbito del análisis de modelos basados en RdPE pueden
encontrarse técnicas para los tres tipos de resultados. Por otra parte, dada la
capacidad de abstracción de las RdP (para las que un modelo compacto puede
describir un enorme espacio de estados y las transiciones entre los mismos),
pueden encontrarse técnicas de análisis enumerativas, es decir, que requieren
el cómputo del espacio de estados del modelo, y técnicas estructurales, más
eficientes, que pueden realizarse con la información de la estructura del modelo,
sin necesidad de conocer (calcular) su espacio de estados.

En los párrafos siguientes describiremos brevemente los ı́ndices habituales
de prestaciones que se analizan mediante RdPE y las técnicas más utilizadas
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actualmente para su cálculo: el análisis exacto enumerativo, que es el más fre-
cuentemente disponible en las herramientas software desarrolladas para analizar
RdPE y el análisis exacto mediante técnicas tensoriales, que pretende paliar el
problema del coste prohibitivo en espacio del método exacto enumerativo.

Con respecto al resto de técnicas disponibles, el análisis aproximado y el
cálculo de cotas, nos limitaremos, por las restricciones de espacio en este docu-
mento, a incluir alguna referencia bibliográfica.

La organización del documento es como sigue. En la sección 2 se incluye la
terminoloǵıa y conceptos básicos sobre evaluación de prestaciones. La sección 3
presenta la interpretación de los modelos autónomos de RdP con aspectos de
tiempo (duración de los eventos) y probabilidad (resolución de conflictos). En la
sección 4 se describe la técnica de análisis exacto basada en la resolución de la
cadena de Markov en tiempo continuo (CMTC) isomorfa a la RdPE. La sección 5
incluye una breve descripción de la mejora basada en técnicas tensoriales para
el análisis exacto.

2 Evaluación de prestaciones

El análisis cualitativo o validación de propiedades lógicas de un sistema para-
lelo y distribuido se plantea los problemas de corrección, ausencia de bloqueos,
vivacidad... Por contra, la evaluación de prestaciones plantea cuestiones de tipo
cuantitativo sobre el funcionamiento del sistema: ¿cómo de rápido realiza las
tareas?, ¿con qué aprovechamiento utiliza los recursos?, o, en el caso en que
el sistema no funciona, ¿con qué probabilidad falla?, ¿cuánto tiempo tarda en
fallar?

Las cuestiones de tipo cuantitativo acerca del sistema deben concretarse en el
cálculo de ciertos ı́ndices de rendimiento. Los ı́ndices de rendimiento (o ı́ndices
de prestaciones) son descriptores cuantificables usados para representar algún
aspecto del rendimiento del sistema. Pueden representar medidas de eficiencia,
de utilización, de fiabilidad, de disponibilidad...

Por ejemplo, si nos centramos en ı́ndices de productividad, el throughput 1

representa el volumen de información procesado por el sistema por unidad de
tiempo. Si, por el contrario, nos preocupa la capacidad de respuesta del sistema,
el ı́ndice tiempo de respuesta mide el tiempo transcurrido desde que se efectúa
una entrada de datos al sistema hasta que se produce la respuesta correspon-
diente. Si es la utilización de una componente concreta del sistema la faceta de
interés, el ı́ndice utilización hace referencia al porcentaje de tiempo en que esa
componente del sistema se usa.

Una vez precisados cuáles son los ı́ndices de rendimiento que se desea evaluar,
una técnica de evaluación tiene por objeto el calcular dichos ı́ndices partiendo de
la observación del sistema real (técnicas de medida) o bien utilizando un modelo

simplificado del sistema y una cantidad de carga del mismo cercana a la prevista
(técnicas de simulación o técnicas de modelado anaĺıtico).

1 Optaremos por usar el término inglés, dada su dif́ıcil traducción.
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En las técnicas basadas en modelos, se maneja una visión abstracta sim-
plificada del sistema real bajo estudio en la que únicamente quedan reflejadas
las caracteŕısticas que interesan del mismo. Se manipula el modelo (por ejem-
plo, si el modelo es un programa de simulación, se ejecuta dicho programa), se
observa su comportamiento y se infiere el comportamiento del sistema real en
circunstancias análogas.

En el caso de los modelos anaĺıticos, se maneja una descripción matemática
del comportamiento del sistema para obtener información sobre la “solu-
ción”(́ındices de rendimiento) por métodos matemáticos. Utilizando modelos
anaĺıticos, el dominio de problemas “tratables” es limitado. Esta técnica puede
ser inadecuada, por tanto, para el estudio de sistemas con gran detalle. No obs-
tante, un modelo anaĺıtico facilita una buena visión del comportamiento global
del sistema y, si el modelo ha sido simplificado lo suficiente, puede resolverse
anaĺıticamente y el resultado tiene un buen valor predictivo.

Existen varios formalismos matemáticos orientados hacia la evaluación de
prestaciones. Los más conocidos son, por orden histórico de aparición, las cade-
nas de Markov [4], las redes de colas [5], las redes de Petri estocásticas [6] y las
álgebras de procesos estocásticas [7]. Las cadenas de Markov son un caso parti-
cular de proceso estocástico especialmente adecuado para el modelado y análisis
de sistemas con espacio de estados discreto y que evolucionan en el tiempo. Sin
embargo, su pobre capacidad de abstracción —cada estado del sistema se repre-
senta con un “elemento atómico” en el modelo—, hace que desde un punto de
vista práctico resulten inadecuadas, al menos como lenguaje de especificación
del sistema, si bien sus técnicas de análisis son útiles también para el estudio de
los formalismos posteriores. Las redes de colas han venido siendo utilizadas en la
práctica desde los años 60 para el modelado y análisis de sistemas informáticos.
Su mayor nivel de abstracción, en comparación con las cadenas de Markov, las
hicieron preferibles frente a aquéllas. Además se desarrollaron técnicas de análisis
estructural (“soluciones en forma producto”) que permiten su estudio sin nece-
sidad de calcular el espacio de estados representados, con el consiguiente ahorro
computacional en tiempo y espacio. No obstante, los modelos básicos de redes
de colas carecen de una primitiva general para modelar la sincronización, y las
extensiones que la incluyen carecen de técnicas de análisis eficientes, por lo que
dejan de ser adecuadas para el modelado de sistemas concurrentes. Hoy por hoy,
son las álgebras de procesos estocásticas y las redes de Petri estocásticas los
formalismos que prevalecen en el ámbito del modelado y análisis de sistemas
concurrentes, tanto en los aspectos de validación de propiedades lógicas como en
los de análisis de prestaciones. En los párrafos siguientes, nos centraremos en el
segundo de esos formalismos, y en los aspectos de análisis de prestaciones.

3 Redes de Petri estocásticas

Las redes de Petri (RdP) son un paradigma de modelado de sistemas de eventos
discretos concurrentes. Se trata de un modelo formal (matemático) para descri-
bir estados y acciones. Disponen de una representación gráfica pues, de hecho,
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se definen como un grafo con dos clases de nodos, lugares y transiciones. Guar-
dan cierta similitud con los modelos clásicos de colas puesto que definen una
representación distribuida de un estado.

Las caracteŕısticas fundamentales de las RdP son su simplicidad (intervienen
muy pocas y simples entidades matemáticas en la definición), su generalidad

(posibilidad de modelar secuencias, decisiones, concurrencia, sincronizaciones,
etc.), su adecuación (capacidad de expresar todas las semánticas básicas de
la concurrencia: entrelazado, semántica de pasos, semántica de orden parcial),
y su localidad de estados y acciones (posibilidad de modelado progresivo, por
refinamientos sucesivos o por composición modular).

Son valores adicionales de las RdP su posibilidad de representación gráfica,
la existencia de técnicas de validación de propiedades del sistema (como la viva-
cidad, la limitación, la ausencia de bloqueos...), la posibilidad de interpretación

estocástica (que las convierte en un formalismo válido para la evaluación del
rendimiento), y la existencia de herramientas software de diseño y análisis que
implementan las técnicas conocidas.

Asumimos que el lector ya está familiarizado con los conceptos básicos sobre
RdP [2,8,9]. No obstante, resumimos brevemente las definiciones básicas y la
notación habitual.

Una red de Petri (RdP) es una 4–tupla N = 〈P, T,Pre,Post〉, donde P y T
son conjuntos disjuntos de lugares y transiciones, y Pre y Post son las funciones
de incidencia previa y posterior que representan (en forma vectorial) los arcos de
entrada y salida: Pre[p, t] ∈ IN y Post[p, t] ∈ IN. Una RdP puede verse como un
grafo dirigido bipartito en el que los lugares y las transiciones son las dos clases
de nodos. Los lugares se representan con ćırculos y las transiciones con barras
o cajas. Las RdP ordinarias son aquéllas cuyas funciones de incidencia previa y
posterior toman valores en {0, 1}.

La función de incidencia de un arco dado en una red no ordinaria se llama
peso o multiplicidad. Los pre- y post-conjunto de una transición t ∈ T se definen,
respectivamente, como •t = {p | Pre[p, t] > 0} y t• = {p | Post[p, t] > 0}.
Los pre- y post-conjunto de un lugar p ∈ P se definen, respectivamente, como
•p = {t | Post[p, t] > 0} y p• = {t | Pre[p, t] > 0}. La transición t es una
sincronización (respectivamente, inicio múltiple) si |•t| > 1 (respectivamente,
|t•| > 1). La matriz de incidencia de la red se define como C = Post−Pre.

Se llama marcado a una función m:P → IN (normalmente representada en
forma vectorial). Un sistema, o red de Petri marcada, S, es una red de Pe-
tri N con un marcado inicial m0. Una transición t ∈ T está sensibilizada

en un marcado m si ∀p ∈ P : m[p] ≥ Pre[p, t]. Una transición t sensibiliza-
da en m puede dispararse, obteniéndose un nuevo marcado m′ definido por
m′[p] = m[p]−Pre[p, t] + Post[p, t] (se denota como m t

−→m′). Una secuencia
de transiciones σ = t1t2 . . . tn es una secuencia de disparos en S si existe una se-
cuencia de marcados tal que m0

t1−→m1
t2−→m2 . . .

tn−→mn. En este caso, el marca-
do mn se llama alcanzable desde m0 disparando σ, y se denota como m0

σ
−→mn.

El conjunto de alcanzabilidad RS(S) de un sistema S = 〈N ,m0〉 es el conjunto
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de todos los marcados alcanzables desde el marcado inicial. L(S) es el lenguaje
de secuencias de disparo de un sistema S = 〈N ,m0〉 (L(S) = {σ | m0

σ
−→m}).

Un lugar p ∈ P se llama k–limitado en S si ∀m ∈ RS(S), m[p] ≤ k. Un
sistema se llama k–limitado si todo lugar es k–limitado, y limitado si existe
algún k para el que es k–limitado. Una red es estructuralmente limitada si es
limitada para algún m0. Un sistema es vivo si toda transición puede llegar a
ser disparada desde cualquier marcado alcanzable. Un estado m se llama estado

hogar si es alcanzable desde todos los marcados alcanzables.

Una red de Petri estocástica (RdPE) es una RdP con una interpretación

temporal que reduce el no-determinismo inherente en el modelo autónomo y le
hace adecuado para definir y evaluar ı́ndices de prestaciones. La interpretación
temporal debe incluir la asociación de una duración temporal a las actividades
(transiciones) y también una poĺıtica de resolución de conflictos. Con respecto a
la duración de actividades, se suele asociar una variable aleatoria a cada transi-
ción, que modela su tiempo de servicio. Denotamos con s[t] el tiempo medio de

servicio de la transición t. Con respecto a la resolución de conflictos, se pueden
asociar tasas de encaminamiento a cada subconjunto de transiciones en conflic-
to, de manera que quede definida una distribución discreta de probabilidad para
elegir la transición que debe dispararse al presentarse el conflicto. Las tasas de
encaminamiento pueden definirse expĺıcitamente mediante una anotación asocia-
da a cada transición inmediata (transición cuyo tiempo de servicio es nulo y sirve
para modelar decisiones), o bien pueden calcularse para el caso de transiciones

temporizadas (que tienen un tiempo de servicio no nulo) usando una poĺıtica de

competición (la primera transición que termina su actividad es la elegida para
ser disparada).

Una red de Petri markoviana (RdPM) [3] es un caso particular de RdPE en
el que los tiempos de servicio son variables aleatorias independientes y con distri-
bución de probabilidad exponencial (con tasa λi = 1/s[ti] para cada transición
ti), y las tasas de encaminamiento se definen mediante la poĺıtica de competición.

Las redes de Petri estocásticas generalizadas (RdPEG) [11,6] son una ex-
tensión de las RdPM que incluyen, entre otros aspectos que evitaremos en este
documento introductorio, transiciones inmediatas que pueden usarse para mo-
delar conflictos con unas tasas de encaminamiento determinadas (separando aśı
la poĺıtica de resolución de conflictos de la duración de las actividades).

P1 P2 ML2ML1

MC

Figura 1. Arquitectura multiprocesador con memoria compartida.
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Consideremos, por ejemplo, un sencillo sistema multiprocesador [12] en el
que dos procesadores deben acceder en ocasiones a una memoria compartida
(véase la figura 1). Se asume que el comportamiento de ambos procesadores es
idéntico: una secuencia ćıclica de actividad local, seguida de una petición de
acceso a la memoria compartida y, por último, del acceso a dicha memoria. Su-
poniendo que todas estas acciones requieren un tiempo de ejecución distribuido
exponencialmente, la RdPM de la figura 2 modela la arquitectura.

bus disponible

procesador P1 activo

esperando

accediendo

procesador P2 activo

esperando

accediendo

memoria común disponible

p1=p2

Figura 2. Un ejemplo de RdPM modelando la arquitectura de la figura 1 (los lugares
p1 y p2 tienen idéntica función de incidencia, por lo que uno de ellos puede eliminarse).

Si las transiciones que modelan la acción de petición de acceso a la memo-

ria compartida se consideran instantáneas, entonces el modelo obtenido es una
RdPEG como la mostrada en la figura 3. Las transiciones inmediatas se repre-
sentan con barras (t2 y t5) mientras que las temporizadas se representan con
cajas (T1, T3, T4 y T6).

Si nos centramos en técnicas de análisis, se conocen algoritmos eficientes para
el cálculo de la distribución del estado estacionario del modelo únicamente para
algunas subclases muy particulares de RdPE que poseen la denominada solución

con forma producto [13,14]. Por tanto, en general, para obtener los ı́ndices exac-
tos de prestaciones debe emplearse un método numérico para resolver una cadena
de Markov en tiempo continuo (CMTC) isomorfa a la red [3,6]. Si bien es ésta la
técnica más utilizada y más fácilmente implementable en herramientas software
(e.g., [15]), el problema de la explosión de estados (crecimiento asintótico expo-
nencial del espacio de estados en relación con el número de lugares y transiciones
de la red) puede limitar su utilidad para el análisis de modelos grandes, tanto
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procesador P1 activo

esperando

accediendo

procesador P2 activo

esperando

accediendo

bus disponible

memoria común disponible

p1=p2

Figura 3. Un ejemplo de RdPEG modelando la arquitectura de la figura 1.

por el coste de almacenar la matriz generadora infinitesimal de la CMTC como
por la complejidad temporal de los algoritmos de resolución.

Las técnicas dirigidas por la estructura de la red [16] tratan de reducir la
complejidad en espacio y en tiempo de los algoritmos de solución, mediante la
utilización de información extráıda de la estructura del modelo. Hay múltiples
ejemplos de técnicas dirigidas por la estructura, como las de eliminación de
transiciones inmediatas [17], las de utilización de simetŕıas en RdPEG colorea-

das [18], o las basadas en programación lineal para el cálculo de cotas de ı́ndices
de rendimiento [19,20,21,22,23,24]. La estructura de la red se ha utilizado tam-
bién en técnicas aproximadas de divide y vencerás para limitar el problema de
la explosión de estados [25,26,27]. Igualmente, la estructura de la red resulta
fundamental en las técnicas de álgebra tensorial [28] que permiten expresar la
matriz generadora infinitesimal de la CMTC en términos de matrices más pe-
queñas obtenidas para las componentes (subredes con espacio de estados más
pequeño), y aśı calcular la distribución del estado estacionario sin calcular ni
almacenar la matriz completa [29].

4 Análisis exacto enumerativo

Volvamos de nuevo a la RdPM de la figura 2 que modela el sistema de memoria
compartida. Partiendo del marcado inicial mostrado en la figura en el que ambos
procesadores están activos localmente y no se está accediendo a la memoria
común, una evolución posible del sistema es la siguiente:
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– el procesador 1 trabaja localmente un tiempo distribuido exponencialmente
con media 1/λ1 (duración asociada a la transición T1) y a continuación
solicita acceder a la memoria común;

– se dispara la transición T1 y la marca del lugar p3 (“procesador P1 activo”)
pasa al lugar p4 (“esperando”);

– como la memoria está disponible (está marcado el lugar p2) la acción de
petición de la memoria empieza inmediatamente y lleva un tiempo de media
1/λ2 (representado por la transición T2);

– cuando la transición T2 se dispara, desaparece la marca del lugar p4 y se
añade al lugar p5 (“accediendo”), donde permanece un tiempo de media
1/λ3 requerido por el primer procesador para usar la memoria compartida;

– cuando ese tiempo transcurre, se dispara la transición T3 y se vuelve al estado
inicial.

El ciclo del procesador 2 es similar. Ambos ciclos de actividad (de los procesa-
dores 1 y 2) se entrelazan y pueden describirse perfectamente con el grafo de
alcanzabilidad de la red.

Si en el grafo de alcanzabilidad se etiquetan los arcos con las tasas de las
distribuciones exponenciales en lugar de con los nombres de las transiciones
correspondientes, el grafo se denomina diagrama de transición de estados de la
cadena de Markov en tiempo continuo (CMTC) asociada a la RdPM (véase la
figura 4).

1 1 0 1 0 0 1 0

1 1 1 0 0 1 0 0

1 1 0 1 0 1 0 0

0 0 0 0 1 1 0 0

0 0 0 0 1 0 1 0

1 1 1 0 0 0 1 0

0 0 1 0 0 0 0 1

0 0 0 1 0 0 0 1

λ3

λ1

λ6

λ4
λ3

λ1 λ5

λ1λ5
λ2

λ4λ2

λ4

λ6

Figura 4. Diagrama de transición de estados de la RdPM de la figura 2.

Nótese que en el estado (1, 1, 0, 1, 0, 0, 1, 0), en el que ambos procesadores
quieren acceder a la memoria común (es decir, están sensibilizadas las transi-
ciones T2 y T5), existe un conflicto. Como ya se ha comentado, el conflicto se
resuelve mediante la poĺıtica de competición, es decir, la transición que termina
primero es la que se dispara. La probabilidad de que se dispare T2 es:

Pr{T2} =
λ2

λ2 + λ5

Mientras que la probabilidad de que se dispare T5 es:
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Pr{T5} =
λ5

λ2 + λ5

Nótese, igualmente, que cuando las dos transiciones T2 y T5 están sensibiliza-
das en el marcado m = (1, 1, 0, 1, 0, 0, 1, 0), la velocidad con la que el sistema sale
del estado m es la suma de las velocidades individuales de ambas transiciones
λ2 + λ5.

Si la RdPM es limitada y tiene estado hogar, la CMTC asociada a ella es
ergódica, en cuyo caso es posible calcular la distribución en estado estacionario

de los marcados, resolviendo el siguiente sistema de ecuaciones lineales [3,6]:

π ·Q = 0

π · 1 = 1
(1)

en el que π es el vector de la distribución estacionaria (es decir, tiene tantos
elementos como marcados alcanzables), 0 es un vector de igual tamaño que π y
con todos los elementos nulos, 1 es un vector (de la misma dimensión) con todas
sus componentes igual a 1, y la matriz Q, llamada generador infinitesimal de la
CMTC, es la siguiente:

qij =
∑

mi
tk−→mj

λk, si i 6= j

qii = −
∑

j 6=i qij
(2)

Es decir, el elemento qij de la matriz Q es la suma de las tasas de las transi-
ciones que pueden llevar al modelo desde el estado mi al estado mj (“velocidad”
de salto de mi a mj).

A partir de la distribución en estado estacionario es posible el cálculo de
los ı́ndices de rendimiento del modelo. Existe una aproximación general para la
definición de ı́ndices de rendimiento basada en el concepto de función de ganan-

cia [6]. Las funciones de ganancia se definen sobre los marcados alcanzables, de
manera que la ganancia media (calculada para la distribución estacionaria de
marcado) constituya el ı́ndice de rendimiento deseado. Es decir, si se considera
la función de ganancia r(m), la ganancia media es la siguiente:

R =
∑

mi∈RS(m0)

r(mi)πi (3)

Por ejemplo, si el ı́ndice que se desea calcular es el marcado medio µi de un
lugar pi, (valor medio del número de marcas), que puede aportar información
sobre la utilización media de un recurso o el grado medio de ocupación de un
almacén, basta con definir la ganancia rµi

como el número de marcas en ese
lugar pi:

rµi
(m) = m[pi] (4)

Si el ı́ndice de interés es el throughput χi de una transición ti (de tasa λi), es
decir, el número medio de disparos de la transición por unidad de tiempo (́ındice
de productividad), basta con definir la ganancia rχi

como:
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rχi
(m) =

{

λi, si ti está sensibilizada en m

0, en otro caso
(5)

En el caso en que se decida separar la decisión de conflictos de la duración
de las tareas (por ejemplo, el conflicto existente entre las transiciones T2 y T5

en la red de la figura 2), pueden utilizarse las transiciones inmediatas para el
modelado del conflicto. Véase, por ejemplo, cómo en la red de la figura 3 se
modela ahora el conflicto existente en el marcado (1, 1, 0, 1, 0, 0, 1, 0) con las
transiciones inmediatas t2 y t5.

El diagrama de transición de estados de la figura 5 representa el grafo de
alcanzabilidad de la RdPEG de la figura 3. Nótense los cambios con respecto al

1 1 1 0 0 1 0 0

1 1 0 1 0 1 0 0

0 0 0 0 1 1 0 0

0 0 0 0 1 0 1 0

1 1 1 0 0 0 1 0

0 0 1 0 0 0 0 1

0 0 0 1 0 0 0 1

λ3

λ1

λ6

λ4

λ3

λ1λ4

λ6
∞ ∞

Figura 5. Diagrama de transición de estados de la RdPEG de la figura 3.

diagrama de la figura 4 correspondiente a la RdPM de la figura 2: las tasas λ2

y λ5 de las transiciones T2 y T5 pasan a tener un valor infinito (las transiciones
son ahora inmediatas, es decir, con tiempo de servicio nulo, o lo que es lo mismo,
velocidad de disparo infinita). Como consecuencia de éste cambio, el marcado
(1, 1, 0, 1, 0, 0, 1, 0) desaparece del espacio de estados alcanzables, y por tanto
desaparece el conflicto efectivo entre t2 y t5. En otras situaciones, es posible que
existan conflictos entre varias transiciones inmediatas y, como ya se ha dicho
en la sección 3, tales conflictos se resuelven asociando tasas de encaminamiento
a las transiciones (se realiza un sorteo entre las transiciones en conflicto para
decidir cuál es la que se dispara).

El diagrama de la figura 5 no representa exactamente una CMTC, ya que en
ese tipo de procesos estocásticos no se incluye la posibilidad de tasas infinitas.
Es posible transformar ese diagrama eliminando los estados fugaces del modelo
(estados en los que hay una tasa de salida de velocidad infinita), para obtener
el diagrama de transición de estados reducido, como el de la figura 6, en el que
únicamente aparecen los estados tangibles del modelo, es decir, aquéllos en los
que no hay transiciones inmediatas sensibilizadas y, por tanto, en los que el
sistema permanece un tiempo no nulo.

La solución en estado estacionario de este último modelo se obtiene resol-
viendo el sistema lineal de ecuaciones (1):
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1 1 1 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 1 0 0

0 0 0 0 1 0 1 0

0 0 1 0 0 0 0 1

0 0 0 1 0 0 0 1

λ3

λ1

λ6

λ4

λ3

λ1λ4

λ6

1

2 3

4 5

Figura 6. Diagrama de transición de estados reducido de la RdPEG de la figura 3.

(π1,π2,π3,π4,π5) ·













−(λ1 + λ4) λ1 λ4 0 0
λ3 −(λ3 + λ4) 0 λ4 0
λ6 0 −(λ1 + λ6) 0 λ1

0 0 λ3 −λ3 0
0 λ6 0 0 −λ6













= 0

π1 +π2 +π3 +π4 +π5 = 1

Resolviendo el sistema se puede calcular, por ejemplo, la tasa de utilización

de la memoria común, que en este caso coincide con la probabilidad en estado
estacionario del único estado en el que el lugar p2 (“memoria común disponible”)
está marcado:

µ[p2] = π1

De forma similar, la potencia de procesamiento, P , del sistema, es decir,
el número medio de procesadores haciendo un trabajo efectivo (accediendo
únicamente a su memoria local correspondiente), se puede calcular definiendo la
función de ganancia rP como:

rP (m) = m[p3] + m[p6]

Es decir:

P =
∑

mi∈RS(m0)

rP (mi) πi = 2π1 +π2 +π3

5 Técnicas tensoriales

La técnica de análisis exacto enumerativo de la sección anterior tiene su origen
en los primeros años 80 [3] y es seguramente la más utilizada en la práctica
junto con la de simulación [6] (no consideraremos esta última en este documen-
to introductorio). No obstante, la técnica plantea algunos problemas que han
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provocado que en los últimos diez años se hayan desarrollado otras alternativas.
En muchos casos, el problema fundamental se origina en la explosión de estados

de la cadena de Markov isomorfa. En modelos de sistemas reales, el tamaño del
espacio de estados puede ser tal que resulte dif́ıcil no ya resolver el sistema lineal
de ecuaciones planteado en la sección anterior, sino incluso, el almacenamiento
de la matriz generadora infinitesimal.

La estructura de la red juega un papel importante en las técnicas tensoria-

les. En éstas se expresa la matriz generadora infinitesimal, Q, de una RdPEG
en términos de matrices más pequeñas, Qi, calculadas a partir de ciertas com-

ponentes (subredes con espacio de estados más pequeño). Esto permite calcular
la distribución en estado estacionario, π, resolviendo el sistema π · Q = 0 sin
siquiera calcular ni almacenar Q [30,31,32,29]. En esta técnica estructurada se
construye un producto cartesiano de estados alcanzables de varias componentes,
obteniéndose un espacio producto, PS, que incluye el espacio de alcanzabilidad
real, RS. El problema fundamental ahora es que, en general, el espacio producto
puede ser mucho mayor que el real.

a1 b1

b21

a2

b2n

b3

a31

a3m

T1

T2

T3

tamta2

tbntb2

b21tb2

b2ntbn

a31
ta2

a3m
tam

(a)

a1 b1

B2a2

b3A3

T1

T2

T3

(b)

Figura 7. (a) Red compuesta de otras dos sincronizando T1, T2 y T3 y (b) su repre-
sentación abstracta.

Para describir brevemente la técnica, consideremos el modelo de la figura 7.a,
que muestra una RdPEG, S, que puede considerarse como la composición de
otras dos RdPEG’s, S1 y S2, con tres transiciones comunes, T1, T2 y T3. Los
lugares cuyos nombres empiezan por a definen la componente S1 y los que em-
piezan por b definen S2. Supongamos que hay una secuencia de n lugares y
transiciones entre b21 y b2n y de m lugares y transiciones entre a31 y a3m. S1
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tiene, por tanto, m+2 estados, mientras que S2 tiene n+2. Se define el espacio
producto PS como

PS = RS1 × RS2

y es evidente que RS ⊆ PS; de hecho PS tiene (m+2) · (n+2) estados, mientras
que el espacio de alcanzabilidad de S tiene sólo m+ n+ 1.

Según la técnica presentada en [31], se puede construir la siguiente matriz G

de tamaño |PS| × |PS|:

G = Q′
1 ⊕Q′

2 −
∑

t∈{T1,T2,T3} w(t)[K1(t)⊗K2(t)]

+
∑

t∈{T1,T2,T3} w(t)[K
′
1(t)⊗K′

2(t)]
(6)

donde Q′
i, Ki(t) y K′

i(t) (para i ∈ {1, 2}) son matrices |RSi| × |RSi| que pueden
obtenerse de los generadores infinitesimales Qi de Si, y los śımbolos ⊕ y ⊗ hacen
referencia a operaciones tensoriales (suma y producto de Kronecker) [28].

La idea tras la fórmula anterior es separar el comportamiento de cada compo-
nente en: comportamiento local (relacionado con las transiciones locales de una
única componente) y comportamiento dependiente (relacionado con las transi-
ciones de sincronización T1, T2 y T3). El comportamiento local de cada RdPEG
lo representa Q′

i, y, puesto que es independiente, el comportamiento global rela-
cionado con transiciones locales se obtiene mediante una suma tensorial de las
matrices Q′

i. El comportamiento dependiente requiere, para disparar una transi-
ción de sincronización, que ambos sistemas Si estén en un estado que sensibilice
la transición correspondiente. La matriz de corrección, Ki(t), de cada transición
t, tiene un 1 en cada posición que corresponde a un cambio de estado debido a t
en Si. El producto tensorial refleja la condición requerida de que una transición
de sincronización se dispara sólo en estados globales que corresponden a estados
locales en los Si que sensibilizan t. El término con las matrices K′

i(t) se usa
para calcular el fragmento de los elementos de la diagonal que proviene de las
transiciones de sincronización.

Por definición de suma y producto tensorial, G es una matriz |PS| × |PS|,
y se demuestra en [31,33] que los elementos no nulos del vector π, solución de
la ecuación π ·G = 0, son la solución en estado estacionario de S. Más aún, se
puede implementar un algoritmo de resolución [28,33] que no precisa el cálculo
y almacenamiento expĺıcito de G; por tanto, la exigencia mayor de memoria es
la precisa para almacenar el vector π.

La técnica anterior produce un ahorro sustancial de memoria cuando el ta-
maño de PS, y por tanto de π, es menor que el número de elementos no nulos de
Q. La utilidad práctica de la técnica queda limitada si la diferencia entre RS y
PS es grande. Una forma de limitar la creación de estados espúreos (que están en
PS pero no en RS) es generar una representación abstracta del modelo completo
que actúe como “filtro” de las soluciones espúreas. Ese modelo abstracto, deno-
minado esqueleto básico, limita el espacio producto PS, permitiendo obtener en
su lugar un espacio producto restringido RPS que se expresa como la unión de
productos cartesianos de subconjuntos de los espacios de alcanzabilidad de las
componentes. La matriz Q adquiere una estructura de bloques determinada por
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la representación abstracta, y se puede obtener una expresión tensorial de cada
bloque de Q en términos de los bloques de las matrices Qi.

Por ejemplo, consideremos la red Sa de la figura 7.b como una representación
abstracta de la de la figura 7, con el lugar B2 “resumiendo” la estructura de
lugares b21, . . . , b2n y A3 “resumiendo” la estructura de lugares a31, . . . , a3m.
Sa tiene tres estados alcanzables: z1 = (a1, b1), z2 = (a2,B2) y z3 = (A3, b3).
Los estados de S1 y S2 pueden clasificarse, de acuerdo con los estados de Sa. Los
m+ 2 estados de S1 se dividen en tres clases de equivalencia: RSz1

(S1) = {a1},
RSz2

(S1) = {a2} y RSz3
(S1) = {a31, . . . , a3m}. De manera similar, para S2 se

obtiene: RSz1
(S2) = {b1}, RSz2

(S2) = {b21, . . . , b2n} y RSz3
(S2) = {b3}. El

espacio producto restringido RPS se obtiene entonces como:

RPS(S) =
⊎

z∈RS(Sa)

RSz(S1)× RSz(S2) =

= {a1} × {b1} ∪ {a2} × {b21, . . . , b2n} ∪ {a31, . . . , a3m} × {b3}

donde
⊎

es la unión disjunta de conjuntos. Nótese que, para este ejemplo, se ob-
tiene una caracterización precisa del espacio de estados. Sin embargo, en general,
la unión de los productos cartesianos puede generar un superconjunto del espa-
cio de estados alcanzables, dependiendo de la “precisión” de la representación
abstracta.

Como el espacio de estados ya no es ahora el producto cartesiano de conjun-
tos de estados locales, sino la unión de productos cartesianos, la expresión de la
matriz generadora infinitesimal resulta algo más complicada: se construye una
matriz G, de tamaño |RPS| × |RPS|, y se considera su estructura de bloques
de acuerdo con los estados de Sa. Cada bloque se refiere al conjunto de esta-
dos obtenidos mediante un único producto cartesiano, y se puede obtener una
expresión tensorial para cada bloque. Los bloques diagonales G(z, z) se pueden
expresar como

G(z, z) = Q1(z, z)⊕Q2(z, z)

donde Qi(z, z) son las submatrices del generador infinitesimal de Si determina-
das por los estados cuya representación abstracta es z (z ∈ {z1, z2, z3}). Cada
bloque G(z, z′), con z 6= z′, (z, z′ ∈ {z1, z2, z3}), describe en cambio el compor-
tamiento que produce un cambio de estado de alto nivel; cada bloque Q(z, z′)
puede escribirse como

G(z, z′) =
∑

t:z
t
−→z′

w(t)[K′
1(t)(z, z

′)⊗K′
2(t)(z, z

′)]

donde K′
i(t)(z, z

′) son las submatrices del generador infinitesimal de Si cuyas
filas (columnas) son representadas en forma abstracta por z (z′), proyectadas
para incluir exclusivamente la contribución debida a t. Obsérvese que, en nuestro
ejemplo, hay una sola t para cada par (z, z′).

En [29] se desarrolla la técnica anterior, presentada aqúı para un ejemplo,
para RdPE arbitrarias (acotadas).
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