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Motivaciones

e La descripcion logica de clases de complejidad por debajo de

NP necesita orden

e En presencia de orden técnicas como juegos de
Ehrenfeucht—Fraissé para demostrar inexpresabilidad resultan
poco efectivas; por lo tanto inutiles para ayudar a obtener
cotas inferiores significativas en las clases de complejidad

computacional de mayor interés.
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Plan

e Definir una logica con mecanismos de expresién que en
presencia de un orden débil aproxime el poder expresivo de
l6gicas que capturan clases por debajo de NP pero no inutilicen
por completo técnicas para demostrar inexpresabilidad.

e Obtener resultados de inexpresabilidad en estas logicas
respecto a modelos donde el orden (y otras relaciones que lo

simulen, eg. 4, X) sea una versién débil o aproximada.

e Determinar como se traducen nuestros resultados de
definibilidad en nuestros universos de aproximaciones a
definibilidad en el universo real (i.e. donde el orden y demas

relaciones aritméticas son las naturales).
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/La Loégica de Cuantificadores Probabilisticos, LP \

Es una extensién de la légica de Primer Orden (PO) con los
cuantificadores

(P(z) >1)o(T,2) y (P(2) = 71)0(T, 2)
donde 0 < r < 1y ¢(T, z) es una férmula del lenguaje

Semantica

Sea B,, una estructura adecuada de cardinalidad m,

B, = (P(z) > 1@, z) e 12<M:Bn EO@2H

m

analogamente

B = (P(2) > r)o(a,z) e 2B EO@N

m -

\Antecedentes: H.J. Keisler, Hyperfinite model theory (Logic Colloquium 76) /
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Fragmentos de Interés

Sean r1, 72, ..., naturales distintos, 7 un vocabulario.

contiene a las férmulas atomicas, cerrado bajo negacion,

conjuncion, existencial y
P(z) > qij/ri  P(2) > qij/ri

donde i1 <ky0<gqy<rm;

\_

~

LP(T)[r1,72,...,7k] €s el subconjunto més pequeno de LP(7) que
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/Nuestro vocabulario de interés: I' = {®, ®,<,0,1} \

donde @, ® son relaciones de aridad 3 y siempre se interpretaran
como la suma y el producto
< es binaria y siempre se interpretara como el orden

0 y 1 constantes; el cero y el uno
Ejemplos

Como consecuencia de [Barrington,Immerman, Straubing, JCSS
1990]: ACY =PO(I') y TCY = LP(I')[2] donde

ACPY = clase de problemas aceptados por circuitos de tamaifio
polinomial, profundidad constante y “abanico de inclusién”
(fan—in) no acotado

TCY = clase de problemas aceptados por circuitos de tamarfio
polinomial, profundidad constante y puertos umbrales con abanico

de inclusién no acotado (puertos que cuentan el nimero de 1’s y

\compara el total con un ntimero prefijado) /
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Aproximaciones a las verdaderas interpretaciones

Fijamos F': N — N sublineal (i.e. para todo m > 0,
0 < F(m) <m). Una férmula (%) es F-modular en el modelo
B,, siy sélo si para todos @,b < m, si a =F(m) b entonces

B, = 0@ <= B, =00

e ['-modularidad se preserva bajo las operaciones logicas y

cuantificacién en LP(T)

(Por lo tanto, la F-modularidad de las férmulas en un modelo B,, depende sélo
de la interpretacién modular de los simbolos relacionales en B,, y es razonable

entonces llamar a estas estructuras F—modulares.)

\_ /
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Aproximacion F-modular de estructura A,,

Para naturales e, f > 0 denotamos [e]s el resto de dividir e por f.
Dada F' sublineal y estructura aritmética
A, ={0,1,...m—-1},8,®,<,0,1).
su aproximacion F-modular es
AP = ({0,1,...m —1},®,®,<,0,1)
tal que para todo a,b,c,a,...,a, < m,

o AL E a(a,b,c) sit An E @((a] s s ().
o AL E @(a,b,c) sit An E (] s s ().
® ATF;L — <|(CL, b) sii A,, ‘Z Q([a]p(m), [b]F(m))

Es facil ver que A% es F-modular

Ademas ...

\_

~
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Para todo s, para todo simbolo relacional R, el conjunto
{(a1,...,a,) <m: A" = R (a1,...,a,)}

y el conjunto
{(a1,...,a,) <m: A, = Rs(ar,...,a.)}

coinciden en {(ay,...,a,) 1 a1,...,a, < F(m)}.

Essto justifica el nombre de aproximaciéon F-modular de A,,

\_
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Un caso particular de interés

Fijemos n > 0. Para todo m, sean r y t los inicos naturales tales
quem=tn+ry0<r<n. Sea g, : N+— N dada por

( .
tn  S1 m>n

gn(m) = <

\ 1 caso contrario

Para todo n > 0, g, es sublineal.

Denotaremos por LP,, la logica de cuantificadores probabilisticos
restringida a aproximaciones g,-modulares de estructuras
aritméticas. Denotamos por PO, el menor fragmento de LP, que

contiene las fmlas atémicas, cerrado bajo —, A y 4.

\_ /
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Definimos la légica probabilistica modular como

LPyop = U{ﬁpgn ' n & N}
Por otra parte POyop = U{PO,, : n € N}

Observe que estos lenguajes no tienen el orden, suma y producto
sino (para cada n) g,—aproximaciones de estas relaciones. La

relacion entre estos y los lenguajes para estructuras aritméticas es:

PO(I) — LP(T)
T T

POyvop — LPuyop

11
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La capacidad expresiva de LP ;op

La sentencia en LP yop(1)[2]:

Oy := dx [(Ply) >1/2)(x<yV ®(0,z,y))
A (Ply) <1/2)(x <y vV a(0,7,y))]

es tal que para todo n, para toda estructura aritmética A,,, con
m > n,

A9r =0y <= m es par

Similarmente, para todo natural d > 2, existe formula 6, en
PO +{P(z) > 1/d,P(z) > (d—1)/d}({®,®,<,0,1}) tal que para
todo natural n, para toda estructura aritmética A,,, con m > n,

A9n = 04 sii m es un multiplo de d.

\_ /
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Resultados de Separacién para légicas modulares

Sea F' sublineal. Una F-cadena de modelos C es una coleccion
de I'-estructuras tales que

en Cconm<ny F(m)=F(n),y para todo a < F(m),
B.. E R(a) siy sélo si B, = R(a).

Cadenas son colecciones de estructuras finitas con inter-compatibilidad entre

sus predicados

Nuestra herramienta principal de separacién es el siguiente Lema:

\_

~

e Para todo simbolo relacional R(Z) de I', para todo par B,,, B,

/
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Lema de Separacion:

Sea F' sublineal y C una F'-cadena de modelos. Sean 1, ro9, ..., 1k
enteros positivos distintos. Sea ¢(x1,...,xs) una férmula en
LP()[r1,ra,...,7,]. Entonces una de las dos posibilidades

siguientes es verdad:

1. Para todo par de modelos F-modulares B,, y B,,+1 en C tal
que m—+1>r;, ym=,, —1, paratodoi < ky
F(m) = F(m + 1), se tiene que, para todo ay, ..., as < m,
B, E ¢(ai,...,as) implica B,,11 E ¢(ai,...,as), o0

2. Para todo par de modelos F-modulares B,,, y B,,11 en C tal
quem—+1>r, ym=,, —1, paratodoi < ky
F(m) = F(m + 1), se tiene que, para todo ay, ..., as < m,
Boi1 = é(a,...,as) implica B, = ¢(aq,...,as).

\_ /
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Sean r, 11,72, ..., naturales, no nulos, distintos, y tal que r es

~

lema de Separacién tiene la siguiente consecuencia:

primo relativo con cada ry,...,r,. Entonces LPyoplri,-- -7k

estd propiamente contenido en LPpyoplry ... Tk, 7]

Demostracion: Usamos el Lema de Separacion para demostrar
que la afirmacién

“la cardinalidad del modelo es un multiplo de r”
no es expresable en LP|ry...,rx]mop (') (v ya vimos que si es
expresable en LP|r|yop(1))

Corolario: POjy;op estd propiamente contenido en LPopl2]. O

Esta separacion en las l6gicas modulares tiene su correspondiente en las
aritméticas PO(I') y LP(I')[2], que equivalen a la notable separacion de
AC" y TCY descubierta por Ajtai [APAL 1983] e independientemente

Furst, Saxe y Sipser [Math. Syst. Theory 1984].

N
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Loégica de 2do. Orden de Cuantificadores Probabilisticos,
SOLP

Extendemos PO con cuantificadores que actuan sobre fmlas.
(T, X) con X var. de 2do. orden de aridad k:
(P(X) >r)a(z, X)y (P(X) = r)a(, X)
(P(X) <r)a(z,X)y (P(X)<r)a(, X)

Semantica
Sea B,, una estructura adecuada de cardinalidad m,

B, =E(P(X)>nra(@X) <

existe A C {bg,...,bjm_1}" :Bm = 0@, A) y |A| > rm”
analogamente se define para (P(X) >r), (P(X) <7r), (P(X) <7r)

\_ /
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Sea

\_

Ejemplos
1. NCONs>, :={A=(A,E,s): (A, E) es digrafo y al menos

una fraccién r de A no estan conectados a s}

Uneon(B) = —B(s) A\VaVy(E(x,y) N B(x) — B(y))

Entonces

A, € NCONs, <= A, = (P(B) > r)ancon(B)

Prop.: NCON>, es completo para NL via fop.

(UNCON>, es completo para SymLog via fop.)

~

(La version no dirigida UNCON>, de este problema de aproximacion es
también expresable en SOLP)

/
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2. ACCES>, . ={A=(A,R,s) : A es un sistema de caminos
y al menos una fraccion r de elementos son

accesibles desde s}

(RCAXxAxA, s, te A Un vértice v es accesible si v = s 0

R(x,y,v) para unos accesibles = e y)

Sea

Qaes(X) = Ve(x=s5 — X(x))
A VaVyVz(X(z) AN X(y) A R(z,y,2) — X(2))

Entonces

A, € ACCESs, <= A, = (P(X) > r)ags(X)

Prop.: ACCES>,/, es completo para P via fop.

\_

~
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/SOﬁpHofrn ) SOEPKrom

Restringimos SOLP a su fragmento positivo: sélo los cuantif.
(P(X)>r)y (P(X)>r)y tal que estos no pueden estar en el

alcance de —.

en forma CNF.
Una tal formula (P(X) > r)a(z, X) es:

Horn si cada clausula en o contiene a lo sumo una ocurrencia
positiva de X (i.e. es una instruccién de PROLOG)

\ también ¥V -« V =3

~

Restringimos las férmulas de primer orden a ser sélo universales y

Krom si cada clausula en o contiene a lo sumo 2 ocurrencias de X

S-Krom (Symmetric Krom) como Krom + para cada clausula de
la forma ¥V 3V~ con ¥ (sub)clausula que no contiene X y 3
y 7 literales que posiblemente incluyen X, debe estar presente

/
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/S(’)L'P Horn (resp. SOLP kroms SOLPskrom ) €s el fragmento \
positivo de SOLP donde la parte de primer orden de las féormulas

en CNF es universal y Horn (resp. Krom, S-Krom).

Proposicion: respecto a estructuras finitas ordenadas
1. SOLProrn =P
2. SOLPkrom = NL
3. SOLPskrom = SymLog

\Antecedentes: E. Gradel, TCS 1992. /

20
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/Pero, nosotros caracterizamos directamente problemas de \
aproximacion y observamos que con la posibilidad de contar
(aprox.) basta variable X mon&adica para definir muchos problemas.

;. Sera suficiente X monadico para capturar estas clases? e.g. ; Es

SOMLPHorn =P 7

Interés en SOMLP: obtenemos todos los resultados sobre
F-aproximaciones (incluyendo analogo a Lema Separacion) en el

contexto monadico.

QS OMLP es capaz de expresar problemas NP-completos /

21
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3. CLIQUE>, := {A = (A, FE) : A es un grafo y al menos
una fraccion r de A forman un grafo completo}

Sea
Entonces

A, € CLIQUE., < A, & (P(X) > r)acuq(X)

Prop.: CLIQUE->, es completo para NP via log.
(Pregunta: Serd posible debilitar la reduccién a fop?)

\_

~
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/La Proximidad de LP;op con LP \
Para toda férmula 6(z) € LP(I'), para todo 0 < e < 1, la
e-aproximacion de 0(), 0.(T) se define induct.:

Atomicas y sus negaciones 0 .(T) es igual a 0(T)
Conjuncion Si 0(7) := ¢(T) A ¥ (T) entonces

0c(T) := ¢e(T) N\ Ye(T).
Existencial Si () := Jz¢(T, z) entonces 0.(%) := J2¢.(7, 2).
Universal Si (%) := Vz¢(T, z) entonces

0.(7) == (P(z2) >1—¢€)p.(x, 2).
Probabilidad Si (%) := (P(z) > r)¢(T, z) entonces

0.(%) := (P(z) > r —min(e, 7))o (T, 2).

Si (%) := (P(z) > r)¢(T, z) entonces

0.(%) := (P(z) > r —min(e, 7))o (T, 2).

\(Antecedentes: Henson, Iovino, Ortiz - modelos para espacios de Banach) /
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Lema Puente: Fijemos n. Para toda fmla. 8(x) € LP(I"), para
todo modelo aritmético A,, con m > n?, para todo a < g,(m), lo

sigulente es clerto

A= (@) implica A, =61/, (@).

Corolario: Si un problema B es expresable en LP(MOD) (i.e.

existe 0 : para algin n, A,, =, 0 sii A,, € B, entonces

si Ay, € B entonces Ay E 0y m Y
si Ay, € B entonces Ay, = (—0)1,/m

~
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